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где S  — средняя насыщенность образца; S1 — насыщенность на входном торце; PC 1 — 
капиллярное давление на входном торце; r2 — расстояние от центра вращения до вы-
ходного торца образца (откуда выходит жидкость), см; r1 — расстояние до входного 
торца образца, см

	

 

𝑃� = �
�

∆𝜌𝜔�(𝑟�
� − 𝑟��),  (4) 

 
 

, (4)

где Δρ — разность между плотностями фаз; ω — скорость вращения.
К преимуществам метода центрифугирования относится:

	— Скорость измерения ККД по сравнению с методом полупроницаемой мембраны.
	— Данный метод позволяет получать более высокие капиллярные давления по срав-

нению с методом полупроницаемой мембраны, что позволяет измерять образцы 
с низкой проницаемостью.

	— Метод подходит для большинства типов горных пород.
	— Возможность выполнения измерений в термобарических условиях.

К недостаткам данного метода относится:
	— Дороговизна оборудования.
	— Высокие центробежные силы могут приводить к образованию трещин в образце 

или к его разрушению.
	— Основной источник неточности в определении ККД при вытеснении в центри-

фуге связан не с экспериментальными ошибками, а с процессом интерпретации 
[МакФи и др., 2018].

	— Форма ККД зависит от метода расчета насыщенности на входном торце образца 
(рис. 1).

На рис. 1а показаны результаты проверки трех лабораторий, которым были предо-
ставлены данные о выходе воды из образца и геометрии центрифуги, выведенные из при-
думанной ККД. Кроме того, были предоставлены некоторые стандартные эксперимен-
тальные измерения. Истинная ККД показана на рисунке красным цветом. Лаборатории 
обработали данные с использованием своих стандартных решений. Результаты (рис. 1а) 
подтверждают вероятную погрешность, получаемую просто в результате использования 
различных методологий и протоколов обработки [МакФ и и др., 2018].

На рис. 1б показаны результаты расчета ККД с помощью различных формул, выпол-
ненные на одном и том же образце в центре исследований керна Тюменского нефтяного 
научного центра. В некоторых случаях разница в водонасыщенности при одном капил-
лярном давлении может доходить до 20–30% в абсолютных величинах.

Для корректного выбора расчетного уравнения необходимо сопоставлять результаты 
расчета с результатами ККД, полученными прямыми или косвенными измерениями, 
позволяющими однозначно определить водонасыщенность.
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			   а					     б

Рис. 1. а — Расчеты ККД  в разных лабораториях на основе синтетических 
данных о выходе воды из образца [МакФи и др., 2018]; б — расчеты ККД на одном 
и том же образце разными методами выполненные в ТННЦ
Fig. 1. а — Calculations of capillary pressure curve in different laboratories based 
on synthetic data on water yield from the sample [McPhee et al., 2018];  
б — calculations of the capillary pressure curve on the same sample by different 
methods performed in Tyumen Petroleum Research Center

Метод пористой мембраны считается прямым методом определения ККД и самым 
точным, но занимает много времени, поскольку каждая точка капиллярного давления 
требует значительного времени для установления равновесного состояния, которое 
может занять недели или месяцы. Метод достаточно прост в реализации. Насыщен-
ные моделью пластовой воды образцы устанавливают на насыщенную тем же раство-
ром полупроницаемую мембрану. Между образцами и мембраной укладывают слой 
фильтровальной бумаги, для улучшения капиллярного контакта. В камере создают 
избыточное давление газом, которое регулируют высокоточным газовым редуктором 
и датчиком давления. После наступления равновесного состояния, когда из образцов 
перестает выходить вода, образцы достают из камеры и взвешивают. Процесс создания 
избыточного давления в камере и взвешивания повторяют несколько раз, каждый раз 
увеличивая давление. По разнице масс полностью насыщенного образца и частично 
насыщенного рассчитывают насыщенность. Таким образом значения насыщенно-
сти и давления для ККД получают однозначно, без использования приближенных  
решений.

К преимуществам данного метода относится:
	— Равномерное распределение насыщенности вдоль оси образца.
	— Отсутствие поправок и сложных расчетов.
	— Подходит для глинистых, и слабоконсолидированных образцов.
	— Неразрушающий метод.
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К недостаткам данного метода относится:
	— Большая длительность измерения ККД — до нескольких месяцев.
	— Возможная потеря капиллярного контакта.
	— Возможное подсыхание образцов.

Методы измерения водонасыщенности при определении ККД могут включать ком-
плексирование центрифугирования с другими методами:

	— Метод центрифугирования с визуализацией ядерного трассера (NTIC) [Ferno, 
2009].

	— Метод ЯМР, центрифугирование и резистивиметрия (измерение удельного 
электрического сопротивления); [Faurissoux et al., 2017].

	— Метод ЯМР и центрифугирование:
✓ один режим центрифугирования [Chen, Balcom, 2006];
✓ несколько режимов центрифугирования [Baldwin, Yamanashi, 1991].

Метод центрифугирования с визуализацией ядерного трассера основан на цен-
трифугировании образцов керна в барических условиях. При центрифугировании 
в образцах керна создают распределение водонасыщенности, которое измеряют 
непосредственно во время центрифугирования путем обнаружения германиевым 
(Ge) детектором излучаемой гамма-энергии изотопа 22NaCl, добавляемого в водную 
фазу. Ge-детекторы представляют собой полупроводниковые диоды, чувствительные 
к ионизирующему излучению, в частности к рентгеновскому и гамма-излучению. Кол-
лиматор фокусирует измерения на тонком поперечном срезе активной зоны. Объем 
поперечного среза составляет 6 мм, что позволяет получить десять точек профиля 
водонасыщенности на образце керна длиной 60 мм. Коллимированный германие-
вый детектор устанавливают на автоматизированной системе позиционирования 
и во время центрифугирования располагают прямо над крышкой центрифуги.  Схема 
измерения водонасыщенности образцов керна с помощью германиевого детектора 
показана на рис. 2 [Sukka, 2004].

Интенсивность излучения прямо пропорциональна насыщенности флюида. Водона-
сыщенность в любом сечении образца керна может быть рассчитана по формуле:формуле: 

𝑆� � = ��
�� ���

100%, (5) 

 

(5)

где ai — интенсивность (распад в секунду) в сечении i во время центрифугирования;  
ai 100 — интенсивность полностью водонасыщенного образца в i-м сечении.

Преимущество данного метода определения ККД перед другими заключается в сле-
дующем:

	— Сокращение режимов центрифугирования и увеличение скорости исследо-
ваний.

	— Точное и однозначное определение водонасыщенности во время центрифуги-
рования.
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Рис. 2.  Схема измерения водонасыщенности образцов керна с помощью 
германиевого детектора: 1 — коллимированный германиевый детектор; 2 — вал 
центрифуги; 3 — стробирующий диск; 4 — фотодиод; 5 — вращающийся образец 
горной породы в кернодержателе; 6 — сигнал включения/выключения детектора 
от фотодиода
Fig. 2.  Scheme for measuring water saturation of core samples using a germanium 
detector: 1 — collimated germanium detector; 2 — centrifuge shaft; 3 — strobing 
disc; 4 — photodiode; 5 — rotating rock sample in the core holder; 6 — on/off signal 
of the detector from the photodiode

Помимо очевидных преимуществ есть определенные недостатки, а именно:
	— Уникальное и дорогостоящее оборудование, которое, вероятно, существует 

в единственном экземпляре.
Метод комплексирования ЯМР и центрифугирования, так же как и предыдущий спо-

соб исключает неопределенности, связанные с установлением насыщенности образцов, 
путем ее измерения вдоль оси вращения при центрифугировании. Данная технология 
разработана в 2000-х годах компанией Green Imaging Technologies, Inc. (GIT) и названа 
GIT-CAP [Green et al., 2008].

Добавление метода резистивиметрии (измерения удельного электрического сопро-
тивления) позволяет получить не только ККД, но и дополнительно коэффициент це-
ментации (m) и экспоненту насыщенности (n), используемые в законе Арчи [Faurissoux 
et al., 2017].
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Во время центрифугирования, в зависимости от скорости вращения и расстояния 
от центра вращения, в образце создается градиент капиллярного давления и при уста-
новлении равновесия — градиент насыщенностей. При этом на входном торце мак-
симальное капиллярное давление и минимальная насыщенность, на выходном тор-
це, наоборот — минимальное капиллярное давление и максимальная насыщенность 
(рис. 3). Используя (4), рассчитывают распределение капиллярных давлений в образце 
в зависимости от расстояния от оси вращения. 

С помощью ЯМР-спектрометра измеряют профиль насыщенности вдоль образца, 
где каждому капиллярному давлению будет соответствовать измеренное значение 
водонасыщенности. Таким образом, на одной скорости вращения образца получают 
не одну точку на ККД, а целый ряд точек. Объединяя информацию о распределении 
капиллярного давления и водонасыщенности на разных режимах вращения образца, 
получают ККД, которая содержит в 8–16 раз больше точек, чем при стандартном ме-
тоде центрифугирования. При этом все точки являются непосредственно результатом 
измерения, а не расчета (рис. 3). Получая большое количество точек на ККД, можно 
сократить количество скоростей как минимум вдвое, например пропуская режимы 
через один (рис. 4) [Green et al., 2008]. При использовании образцов увеличенной дли-
ны, например 70–90 мм, в образце будет создаваться больший диапазон капиллярных 
давлений и, соответственно, водонасыщенностей, поэтому можно будет использовать 
для получения полной ККД всего от 1 до 3 режимов [Green et al., 2008; Chen, Balcom, 
2006; Baldwin, Yamanashi, 1991].

Рис. 3. Пример ККД, полученной в лаборатории ТННЦ на образце 
X_4 при комплексировании методов ЯМР и центрифугирования
Fig. 3. An example of a capillary pressure curve obtained in the laboratory of Tyumen 
Petroleum Research Center  on sample X_4 by combining NMR and centrifugation 
methods
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Поскольку для определения водонасыщенности методом ЯМР необходимо оста-
навливать центрифугу и во время измерения одного образца остальные «ждут» своей 
очереди, в образах проявляется эффект пропитки и изменяется профиль насыщенно-
сти, что, в свою очередь, искажает распределение водонасыщенности, определенную 
методом ЯМР. Прежде чем приступать к измерениям профиля насыщенности методом 
ЯМР для построения ККД, необходимо оценить время, за которое изменяется профиль 
насыщенности не более чем на 3% отн. Для этого провели дополнительный эксперимент 
на отобранных образцах. Чтобы замедлить процесс перераспределения флюида в образ-
це для данного и последующих опытов, ЯМР измерения на образце проводили таким 
образом, чтобы выходной торец всегда был внизу измерительной ячейки ЯМР-спектро-
метра. Изменение профиля насыщенности определяли двумя способами по углу наклона 
всего профиля и по крайним точкам. Результаты измерения представлены на рис. 6. 
На рис. 6а представлены профили насыщенности образца вдоль его оси после создания 
остаточной водонасыщенности (Кво). Черной сплошной линией показан профиль на-
сыщенности сразу после создания Кво, пунктирной через 12 часов после создания Кво. 
Цветными линиями показаны профили в промежуточные моменты времени. В правой 
части графика выходной торец образца, здесь водонасыщенность со временем уменьша-
ется, а слева на графике входной торец, на нем водонасыщенность, наоборот, увеличива-
ется. Время стабильности профиля насыщенности в образце зависит от проницаемости, 
самое короткое время было получено для образца с проницаемостью 205 мД и составило 
40 минут, самое большое время для образца с проницаемостью 0,6 мД 150 минут.

        
			   а	 	 	 	         б

Рис. 6. а — Пример изменения профиля насыщенности для образца 
с проницаемостью 87 мД; б — график изменения времени стабильности профиля 
насыщенности в образце от проницаемости по углу наклона (красная кривая) 
и по крайним точкам (синяя кривая)
Fig. 6. a — Example of saturation profile variation for a sample with permeability 
of 87 mD; б — graph showing changes in the stability of the saturation profile 
in the sample based on permeability by angle of inclination (red curve) and by extreme 
points (blue curve)

Таким образом, время измерения профиля насыщенности образцов для построения 
ККД не должно превышать 40 минут для всех 6 образцов. Начинать измерения методом 
ЯМР следует с наиболее проницаемых образцов, и заканчивать менее проницаемыми.
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В табл. 2 представлено минимальное, среднее и максимальное отклонение кри-
вых капиллярного давления на входном торце образца, рассчитанных по различным 
формулам, и ККД, полученных комплексным методом на основе ЯМР и центрифу-
ги. Наиболее точными оказались формулы расчета ККД по методу Раджана (Rajan 
Method) и второму методу Форбса (Forbes Second Method). Максимальное отклоне-
ние составило 11,6% и 12,2% соответственно.  Наименее точными оказались различ-
ные модификации уравнения Бентсена (Bentsen Model). Максимальное отклонение 
составило 100%.

Выводы
1.	 Впервые в периметре компании ПАО «НК “Роснефть”» опробован метод полу-

чения ККД с помощью комплексирования метода ЯМР и центрифугирования.
2.	 Время стабильности профиля насыщенности в образце зависит от проницаемо-

сти. Время измерения образцов методом ЯМР не должно превышать 40 минут 
для образцов с проницаемостью менее 205 мД.

3.	 Наиболее достоверными формулами расчета ККД на входном торце образца 
является уравнение Раджана (Rajan Metod) и второе уравнение Форбса (Forbes 
Second Metod).

4.	 Данный метод позволяет контролировать точность и достоверность выбранного 
метода расчета ККД по результатам центрифугирования.
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и для практических прогнозов и оценок его можно считать однородным по вер-
тикали несмотря на слоистый характер пласта.

Ключевые слова: слоисто-неоднородный пласт, тепломассоперенос, тепловое 
поле, гидродинамическое поле, уравнение притока тепла, характеристика неод-
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Abstract. The main problem of oil reservoir development is their layered heterogeneity. 
Flooding of such a reservoir leads to an early breakthrough of water through highly 
permeable layers and to an increase in waterlogging of the extracted products. To 
prevent such problem, technologies for leveling the pickup profile or flow-deflecting 
technologies based on pumping sedimentary gel-forming compositions into an injec-
tion well are used, which, under the influence of reservoir conditions, form barriers 
with reduced permeability in the bottom hole or inter-well zone of the formation. 
Mathematical models based on the equations of continuity, momentum, and heat 
influx are used to predict the use of such technologies. However, for many problems 
of heat and mass transfer, only rough predictions of the structure of the thermal field 
and estimates of the probability of certain thermal processes in the reservoir are 
sufficient. Therefore, the purpose of this paper is to study the features of the thermal 
and hydrodynamic fields propagation in a layered inhomogeneous reservoir and their 
application in heat and mass transfer problems. As a characteristic of field heteroge-
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neity in a layered inhomogeneous medium, a dimensionless criterion is introduced 
that shows how many times the radial velocity in a given field is greater than the 
vertical velocity. The study of the values of the heterogeneity criteria for thermal and 
hydrodynamic fields has shown that the hydrodynamic field is more heterogeneous 
than the temperature field. The performed estimates have shown that in a layered 
heterogeneous formation, it is necessary to take into account the heterogeneity of the 
vertical flow of liquids, while the thermal field aligns quickly enough in this direction 
and for practical forecasts and estimates it can be considered homogeneous vertically 
despite the layered nature of the formation.

Keywords: layered inhomogeneous formation, heat and mass transfer, thermal field, 
hydrodynamic field, equation of heat influx, characteristic of field inhomogeneity, 
propagation velocity, anisotropy
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Введение
Заводнение является наиболее эффективным в применении методом добычи нефти. 
Однако в случае слоисто-неоднородных пластов данный метод осложняется ранним 
прорывом воды по высокопроницаемым пропласткам и ростом обводненности до-
бываемой продукции [Willhite, 1986]. Поэтому дальнейший процесс добычи нефти 
строится на применении различных геолого-технических мероприятий, направленных 
на изменение фильтрационных потоков в пласте по вертикали и латерали, с последую-
щим снижением обводненности добываемой продукции.

Существует два основных класса технологий: технологии выравнивания профиля 
приемистости (ВПП), действующие в призабойной зоне пласта, т. е. вблизи нагнета-
тельной скважины, и потокоотклоняющие технологии (ПОТ), действующие на уда-
лении от нагнетательной скважины в межскважинном пространстве [Земцов, Мазаев, 
2021].

Принцип действия технологий ВПП и ПОТ основан на закачке осадко-гелеобразую-
щих композиций в нагнетательную скважину, которые под действием пластовых условий 
формируют в призабойной или межскважинной зоне слоисто-неоднородного пласта 
барьеры со сниженной проницаемостью. Последующая закачка воды сопровождается 
перераспределением потоков воды из высоко в низкопроницаемые слои и области 
пласта [Kabir, 2001; Seright et al., 2003; Sydansk, Romero-Zeron, 2011].
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Главной особенностью указанных технологий является наличие двух принципи-
альных компонентов, которые при взаимодействии друг с другом образуют высоко-
вязкий гель или твердый, нерастворимый водой осадок [Хисамов и др., 2002; Caili 
et al., 2010; Tobenna, Robert, 2012]. Для прогноза применения данных технологий 
используют различные физико-математические модели. Массоперенос описывается 
уравнением неразрывности подвижного компонента с источниками, определяющими 
кинетику реакций, уравнением неразрывности для выпадающего неподвижного геля 
или осадка, а также уравнением импульса в виде закона Дарси, который учитывает 
изменение скорости фильтрации в пористой среде при образовании геля или осадка 
[Федоров и др., 2022].

В настоящее время активно внедряются технологии, главным фактором для которых 
является определенная пластовая температура, например термогелеобразующие ком-
позиции [Алтунина, Кувшинов, 2013; Грачев и др., 2021; Ghaddab et al., 2010; Manrique 
et al., 2012]. При определенной температуре активируется химическая реакция поли-
конденсации с образованием низкопроницаемого геля. Причем скорость химической 
реакции тем выше, чем выше пластовая температура [Стромберг, 1999]. В этом случае 
к вышеперечисленным уравнениям необходимо добавить уравнение притока тепла 
и решать задачу тепломассопереноса. Тем не менее для ряда задач тепломассопереноса 
достаточно лишь грубых прогнозов структуры теплового поля и оценок вероятности 
тех или иных тепловых процессов в пласте.

Поэтому целью данной работы является исследование особенностей распростране-
ния теплового и гидродинамического полей в слоисто-неоднородном пласте и их при-
менение в задачах тепломассопереноса.

Методы
Характер распространения теплового и гидродинамического полей в пористой среде 
зависит от геолого-физических характеристик коллектора. С одной стороны, это может 
быть мощный достаточно однородный по своим свойствам пласт. С другой — наиболее 
часто встречаемым является пласт, состоящий из нескольких тонких слоев с различными 
по свойствам характеристиками. На рис. 1 представлено качественное сопоставление 
характера распространения теплового и гидродинамического полей в однородном 
и слоисто-неоднородном пластах.

Рассмотрим качественно фильтрацию в однородном пласте. Движение гидродина-
мического фронта (фронт закачиваемой жидкости) зависит от радиальной проница-
емости. Движение теплового фронта также зависит от радиальной проницаемости, 
но еще и определяется интенсивностью тепловых потерь в окружающие пласт породы, 
которая зависит от коэффициентов теплоемкости и теплопроводности пористой 
среды. Поэтому тепловой фронт отстает от гидродинамического фронта. В этом слу-
чае и тепловой, и гидродинамический фронты равномерно движутся в радиальном 
направлении вдоль простирания пласта и в каждом вертикальном сечении пласта 
их характеристики одинаковы.



29

Особенности распространения теплового и гидродинамического полей…

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. Том 11. № 2 (42)

Q

Q

T H

H

H

H

T

T

T

Однородный пласт

Слоисто-неоднородный пласт

Рис. 1. Распространение теплового (T) и гидродинамического (H) полей 
в однородном и слоисто-неоднородном пласте
Fig. 1. Thermal (T) and hydrodynamic (H) fields propagation in homogeneous 
and layered heterogeneous formations

В случае слоисто-неоднородного пласта тепловые и гидродинамические процессы 
сильно отличаются от предыдущего случая. Движение гидродинамического фронта все 
также определяется радиальной проницаемостью, но для каждого слоя эта характери-
стика разная, поэтому и скорость распространения гидродинамического поля в каждом 
слое тоже разная. Движение теплового фронта также зависит от радиальной проница-
емости, но интенсивность тепловых потерь в окружающие пласт породы для каждого 
слоя одинакова, так как коэффициент теплопроводности каждого слоя имеет практи-
чески одно и то же значение. Поэтому представление о том, что в слоисто-неоднород-
ном пласте тепловой фронт в каждом слое распространяется с различной скоростью, 
является не совсем правильным.

Для исследования особенностей распространения теплового и гидродинамиче-
ского полей в слоисто-неоднородном пласте рассмотрим задачу о закачке жидкости 
с температурой, отличной от пластовой. Пусть вертикальная нагнетательная скважина 
радиусом rw, которую окружают добывающие скважины на расстоянии rc, вскрывает 
горизонтальный пласт толщиной h, пористостью m и температурой Tr в начальный 
момент времени. В эту скважину проводится закачка воды с постоянным объемным 
расходом Q, удельной теплоемкостью cl, плотностью ρl и коэффициентом теплопро-
водности λl. По ходу движения в стволе скважины вода нагревается из-за теплообмена 
с окружающими горными породами и на входе в пласт ее температура равна Tw. Пласт 
представляет собой скелет пористой среды с удельной теплоемкостью cr, плотностью 
ρr, коэффициентом теплопроводности λr, насыщенный нефтью с удельной теплоемко-
стью co, плотностью ρo, удельным коэффициентом теплопроводности λo. В процессе 
разработки данного пласта вся подвижная нефть вблизи нагнетательной скважины была 
вытеснена водой до остаточной нефтенасыщенности Sor. Тогда подвижной будет только 
закачиваемая вода, которая занимает долю единичного объема пористой среды, равную 
(1 − Sor). Схема задачи представлена на рис. 2.
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уравнения Пуассона для электрического потенциала из-за сложности расчета концен-
трации захваченных в кислородные вакансии электронов. Система уравнений этой 
модели содержит уравнение непрерывности для концентрации кислородных вакансий 
(1), уравнение непрерывности электрического тока (3) и уравнение теплопроводности 
(4). Причем уравнение (3) является стационарным, в отличие от (1) и (4). С помощью 
этой модели найдены распределения температуры поперек и вдоль оксидной пленки 
в результате джоулевого нагрева при протекании электронного тока через филамент. 
Эта модель является упрощенной и учитывает только перераспределение кислородных 
вакансий. Только в варианте [Kim et al., 2013] рассматривается процесс их генерации. 
Процесс рекомбинации вакансий с ионами кислорода не учитывается вообще.

В результате исследования массопереноса кислородных вакансий в оксиде металла 
[Noman et al., 2011] показано, что коэффициент диффузии D должен иметь зависимость 
от электрического поля, а скорость дрейфа вакансий множитель, который при стрем-
лении концентрации вакансий к своему максимуму замедляет скорость их движения 
вплоть до полной остановки. Эти изменения в коэффициенте диффузии и скорости 
дрейфа могут привести к существенному перераспределению профиля концентрации 
вакансий по сравнению с вышеприведенной моделью их массопереноса. 

В данной статье предлагается физико-математическая модель металлооксидного 
мемристора, учитывающая отмеченные в обзоре особенности и содержащая более 
полное описание процессов тепло- и массопереноса в оксиде переходного металла. 
В рамках предложенной модели решена теплофизическая задача об изменении темпе-
ратурного поля, полученного в условиях джоулева нагрева оксида металла электронным 
током, при учете процессов генерации и рекомбинации вакансий и ионов кислорода. 
Кроме этого, рассмотрено влияние этих процессов на электрофизические свойства 
мемристора. 

Модель тепло- и массопереноса с учетом 
процессов генерации и рекомбинации пар 
ион–вакансия кислорода
Система уравнений предложенной модели мемристора содержит нестационарные урав-
нения непрерывности для кислородных вакансий и ионов, нестационарное уравнение 
теплопроводности и стационарное уравнение непрерывности электрического тока. 
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В уравнении (1) по сравнению с  [Larentis et al., 2012; Kim et al., 2013; Basnet et al., 
2020; Pahinkar et al., 2020; Parit et al., 2021] введена скорость рекомбинации пар ион–
вакансия R(N, Nox) [Chernov et al., 2017], а для скорости их генерации G(N) взято 
более точное выражение из [Chernov et al., 2017]; введено уравнение непрерывности 
концентрации ионов кислорода (2) [Chernov et al., 2017], необходимое для определения 
скорости рекомбинации пар; более точные коэффициенты диффузии D и Dox, а также 
выражения для скорости дрейфа VE и VEox вакансий и ионов заимствованы из [Noman 
et al., 2011].

Здесь N, Nox — концентрации вакансий и ионов кислорода, z — высота относительно  

поверхности катода,  — коэффициент диффузии  

вакансий кислорода,  — длина прыжка для кислорода (иона или вакансии),  
 — локальная напряженность электрического поля,  — максимальная  

концентрация кислородных вакансий и ионов,  — частота колебаний  
атомов,  — модуль заряда вакансий и ионов,  — постоянная Больцмана, 

 — энергия активации движения кислородных,  — локальная температура, 

 — скорость дрейфа вакансий,  

— скорость генерации ионов  

и вакансий кислорода,  — энергетический барьер д ля генерации, 
 — скорость рекомбинации пар ион–вакансия,  — энергети-

ческий барьер рекомбинации пары ион–вакансия,  — сечение реком-

бинации,  — скорость дрей-

фа ионов кислорода,  — энергия активации движения ионов кислорода, 

 — коэффициент диффузии ионов кислорода,
 — удельная теплоемкость и  — плотность оксида. 
Уравнение (3) позволяет найти значения электрического потенциала. Для его 

решения используются граничные условия: .
При этом электрическая проводимость  и энергия активации проводимости 
 зависят от концентрации кислородных вакансий:
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Для коэффициента теплопроводности  𝜆  использовалась линейная 

зависимость от концентрации вакансий N [Pahinkar et al., 2020]: 
 

  𝜆(𝑁) = 𝜆����� + (𝜆���� − 𝜆�����) �
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 . 

 При решении уравнений (1), (2) в качестве граничных условий выбраны 
непроницаемые электрода, т. е. поток вакансий и ионов кислорода в электроды 
равен нулю: 
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 Граничные условия для уравнения теплопроводности (4) следуют из 
предположения равенства температуры и тепловых потоков на контакте металл–
диэлектрик (квадратные скобки означают разницу с разных сторон контакта):  
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Для коэффициента теплопроводности  использовалась линейная зависимость 
от концентрации вакансий N [Pahinkar et al., 2020]:
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Численное моделирование теплофизических 
процессов и их влияние на электрофизические 
характеристики мемристора 
Вольт-амперные характеристики (ВАХ) построены для мемристора на основе ок-
сида тантала при следующих параметрах [Kim et al., 2013]:  нм, 

 эВ,  = 0,016 эВ. Значение величины  = 0,08 эВ взято из работы 
[Bao и др., 2023], в которой экспериментально полученный диапазон значений состав-
ляет от 0,016 до 0,34 эВ. Отметим, что при расчете в модели [Kim et al., 2013] величина 

 изменяется в пределах от 0,016 до 0,052 эВ.   Другие параметры, характерные 
для материала :  = 0,12 Вт/(м‧К),  = 57,5 Вт/(м‧К),  = 309 Дж/
(кг‧К),  = 144 Дж/(кг‧К),  = 8,2 г/см3,  = 16,6 г/см3. Значение величи-
ны , используемое при расчетах, входит в диапазон допустимых значений для дан-
ного материала 20–50, приведенного в работе [Kruchinin et al., 2018]. Величина 

 Гц взята из работы [Zeumault et al., 2022].
Значение  эВ, использованное в настоящей работе, значительно от-

личается от [Kim et al., 2013], равное  эВ и на которое нет ссылки в лите-
ратуре. Используемая величина  эВ несколько отличается от найденного 
в работе [Duenas et al., 2000] значения 0,53 эВ. Оно было получено из наклона экспе-
риментальной кривой, построенной по четырем точкам, и поэтому допускает широкий 
диапазон для определения значений данного параметра. Длина и радиус филамента 
составляют 7,5 нм и 45 нм. Для максимальной концентрации вакансий принято значение 

см-3.
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В работе [Kim et al., 2013] сделано предположение о наличии в мемристоре филамента 
цилиндрической формы длиной 7,5 нм и радиусом 5 нм.  Высокопроводящую область 
с обедненным танталом TaOx можно считать электродом. Расчетная вольт-амперная 
характеристика подстраивалась под экспериментальную путем вариации констант 
элементарных процессов. 

На рис. 1 приведены экспериментальная [Kim et al., 2013] и полученные с помощью 
представленной теплофизической модели кривые вольт-амперной характеристики 
при переключении в высокопроводящее состояние мемристора без и при учете процес-
сов генерации и рекомбинации кислородных вакансий и ионов. Подстройка расчетных 
кривых к экспериментальной также производилась путем незначительной вариации 
констант, полученных экспериментально в определенном диапазоне значений.

Рис. 1. Влияние процессов генерации и рекомбинации кислородных вакансий 
и ионов на ВАХ мемристора
Fig. 1. The influence of the processes of oxygen vacancies and ions generation 
and recombination on the memristor I-V curve

Лучшее совпадение с экспериментальной ВАХ показывают расчеты с учетом процессов 
генерации и рекомбинации кислородных вакансий и ионов. Среднеквадратичное отклоне-
ние расчетной ВАХ от экспериментальной кривой при этом составляет 2,57 мкА. Без учета 
этих процессов это отклонение значительно возрастает: 26,8 мкА в случае только перерас-
пределения и 16,6 мкА с учетом только генерации вакансий.

На рис. 2а приведены профили температуры по толщине пленки, рассчитанные 
без учета и с учетом процессов генерации и рекомбинации. Рис. 2б показывает измене-
ние профиля температуры с учетом всех процессов во времени при соответствующем 
рис. 1 изменении напряжения на мемристоре. 

Исключение процессов генерации и рекомбинации приводит только к перераспределе-
нию имеющихся вакансий и ионов кислорода без увеличения их суммарного количества.

Общее малое количество вакансии соответствует низкому электронному току и более 
высокому нагреву. Добавление генерации приводит к резкому увеличению электронного 
тока и некоторому уменьшению нагрева. Рекомбинация незначительно снижает концен-
трацию вакансий и, соответственно, электронный ток, что проявляется в более низкой 
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температуре. Более высокая температура в случае перераспределения вакансий обуслов-
лена изменением параметров в уравнении теплопроводности. При большем количестве 
вакансий значительно увеличивается теплопроводность и плотность обедненного ок-
сида, что приводит к более пологому распределению температуры по толщине пленки.

    
а	 б

Рис. 2. Профили температуры по толщине пленки без и при учете процессов 
генерации и рекомбинации (а), изменение температурного поля во времени 
при моделировании ВАХ (б)
Fig. 2. Temperature profiles along the film thickness without and within the processes 
of generation and recombination (a), the change in the temperature field over time 
during the simulation of the I-V curve (б)

Заключение
Составлена физико-математическая модель металлооксидного мемристора, содержащая 
более полное описание процессов тепло- и массопереноса в оксиде переходного металла 
наряду с переносом зарядов в электрическом поле. По сравнению с известной моделью 
[Larentis et al., 2012; Kim et al., 2013; Liu et al., 2014; Brivio et al., 2019; Umnyagin et al., 
2019; Basnet et al., 2020; Pahinkar et al., 2020; Zhang et al., 2020; Lin et al., 2021; Parit et al., 
2021; Zhang et al., 2022; Gooran-Shoorakchaly et al., 2025; Li et al., 2025; Zhu et al., 2025] 
в предложенной модели изменены формулы коэффициента диффузии, скорости дрейфа 
вакансий и скорости генерации пар, связанные с температурой и электрическим полем. 

Решена теплофизическая задача об изменении температурного поля, полученного 
в условиях джоулева нагрева оксида металла электронным током, при учете процессов 
генерации и рекомбинации вакансий и ионов кислорода.

Показано, что вольт-амперная характеристика мемристора в значительной степени 
зависит от процессов генерации и рекомбинации ионов и вакансий кислорода. Эти 
процессы определяют распределение концентраций вакансий и ионов кислорода, что 
приводит к изменению электрического поля, увеличению плотности электрического 
тока и, как следствие, к изменению величины джоулева источника тепла. В результате 
учета этих процессов кривая при переключении мемристора в высокопроводящее  
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состояние обладает наименьшим среднеквадратичным отклонением от эксперимен-
тальной кривой. Пренебрежение хотя бы одним из эффектов приводит к значительному 
росту среднеквадратичного отклонения.

В результате численного расчета на основе предложенной развитой теплофизической 
модели мемристора показано, что при учете процессов генерации и рекомбинации кис-
лородных вакансий и ионов существенно изменяется величина профиля температуры 
по толщине пленки и во времени при моделировании вольт-амперной характеристики 
мемристора. 

Полученные результаты численного расчета с помощью предложенной тепло-
физической модели мемристора отличаются от соответствующих результатов из-
вестной модели. Кроме отличия в диаметре филамента не совпадает и расчетная 
температура, которая достигается в результате джоулевого нагрева оксида металла 
электронным током. Второй параметр сравнивать некорректно, поскольку в насто-
ящей работе представлена одномерная модель, в которой невозможно учесть пере-
распределение тепла в оксидной пленке поперек протекающего тока электронов 
от одного электрода к другому. Несовпадение диаметров филамента и расчетной 
температуры также связано с тем, что в настоящей более полной теплофизической 
модели помимо учета влияния охлаждения мемристора из-за процесса рекомби-
нации пар вакансия–ион внесены изменения в формулы коэффициента диффузии, 
скорости дрейфа вакансий и скорости генерации пар, связанные с температурой 
и электрическим полем.   

Влияние процессов генерации и рекомбинации вакансий и ионов на вольт-амперную 
важно учитывать при выборе материалов мемристоров для обеспечения требуемых 
параметров при проектировании электронных устройств.
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радиоэлемента. На примере полей температуры продемонстрирован эффект 
переориентации крупномасштабной циркуляции.

Ключевые слова: естественная конвекция, численное моделирование, матема-
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Numerical simulation of microradioelectric 
element cooling by natural air convection
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Abstract. The article presents a series of numerical experiments aimed at expand-
ing the scope of application of a popular method of mathematical modeling of 
natural convection, the so-called “Boussinesq problem”. The studied area is a 
cube with impenetrable faces filled with air. On the lower face of the cube there 
is a microradioelement, which is a rectangular parallelepiped with a square base. 
The vertical faces of the cube are heat-insulated, the upper and lower faces are 
maintained at a constant temperature. Inside the microradioelement there is a 
constant heat source of a given power. Three-dimensional numerical modeling 
was performed taking into account the dissipative function with a change in the 
Grashof numbers from 36989 to 262051, Eckert numbers from 7,79 10–12  to 
5,67 10–11, Rayleigh numbers from 51937 to 190974 and heat source powers 
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from 0.7 mW/mm3 to 10 mW/mm3. With such parameters, the temperature of 
the microradioelement case changed from 20 °C to 32.66 °C. Under the con-
dition of a small temperature difference, the thermophysical properties of air 
are taken equal to its properties at a temperature of 20 °C. Discrete analogs of 
the system of equations of the mathematical model are obtained by the control 
volume method, the solution is searched for by the software implementation of 
the modified SIMPLER algorithm. The obtained flow field in the central verti-
cal section of the studied volume is compared with the results of experimental 
studies by other authors, and a qualitative agreement of the results is noted. At 
different powers of the internal heat source, the effect of natural convection on 
the decline (after the initial rise) and subsequent stabilization of the temperature 
of the microradioelement case is shown. The effect of reorientation of large-scale 
circulation is demonstrated using temperature fields as an example.

Keywords: natural convection, numerical modeling, mathematical model, micro-radio-
element cooling, Boussinesq approximation, cubic domain, air movement dynamics
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Введение
Диапазон исследований в области использования естественной конвекции широ-
чайший: материаловедение [Lyubimova, 2020], [Melnikov, 2007], [Santamaria, 2020], 
[Seta, 2023], [Bontoux, 1986], [Gelfgat, 1999], [El Ganaoui, 2002], [Bennacer, 2006], 
[Lappa, 2005, 2007], биология [Benoit, 2008], геофизика [Delgado-Buscalioni, 1999], 
[Yanagisawa, 2005], [Glatzmaier, 1997], метеорология [Rotunno, 2013], океанография, 
астрофизика [Heng, 2015] и т. д.  Большое значение имеет экспериментальное изучение 
естественной конвекции в различных постановках краевых задач. Следует отметить, что 
исследования течений в кубической полости являются основной базой для моделирова-
ния различных конвективных процессов в инженерных задачах, при этом конфигурация 
с вертикальным градиентом температур является значительно более сложной по срав-
нению с горизонтальным [De Vahl Davis, 1983], [Hortmann, 1990], [Christon, 2002], 
[Tian, 2000а], [Tian, 2000].
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В частности, Гермес Фериальди и Марчелло Лаппа [Ferialdi, Lappa, 2024] экспери-
ментально изучили влияние теплообмена через боковые стенки кубического объема 
на рэлеевскую конвекцию, акцентируя внимание на ее пространственном поведении 
и иерархии бифуркаций. Специальная установка для изучения течений жидкости в раз-
личных контейнерах с возможностью их произвольного расположения в поле действия 
силы тяжести, использованная в ходе эксперимента, представлена на рис. 1.

    
а) б)

Рис. 1. Экспериментальная установка по изучению естественной конвекции 
[Ferialdi, Lappa, 2024]: а) штатив оригинальной конструкции; б) фотография 
экспериментальной установки с плексигласовым кубическим контейнером 
с жидкостью
Fig. 1. Experimental setup for studying natural convection [Ferialdi, Lappa, 2024]: 
а) support stand of the original design; б) photograph of the experimental setup 
with perspex cubic fluid container

Температурный градиент, необходимый для каждого эксперимента, создается двумя 
противостоящими модулями Пельтье, каждый из которых управляется отдельным ре-
гулятором температуры. Таким образом достигается высокая точность нагрева на по-
верхности термоэлементов (+/−0,3 °C и менее). В ходе эксперимента цифровым ми-
кроскопом снимается экспериментальное видео движения частиц-трассеров (размера 
50 мкм). Высокое разрешение съемки достигается с помощью светового разреза лучом 
лазера по методу PIV (Particle Image Velocimetry).

Существенный недостаток экспериментальных методов изучения конвекции заключается 
в макроскопических масштабах исследуемых объемов (десятки сантиметров) в силу габа-
ритных размеров имеющихся аппаратных средств видеофиксации и лазерной подсветки. 
Данный недостаток делает практически невозможным проведение экспериментов в микро-
скопических масштабах, в масштабе пористых сред или микроэлементов радиоэлектронной 
аппаратуры. В этих случаях изучение конвекции проводится с помощью численного моде-
лирования тепломассопереноса в соответствии с определенными эмпирическими законо-
мерностями конвективных течений с использованием критериев подобия. 
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Целью нашего исследования является расширение области применения приближе-
ния Буссинеска на задачи моделирования течений газов в малых объемах при малых 
изменениях температуры. В качестве практической задачи такого исследования рас-
смотрен теплообмен при воздушном охлаждении корпусированного микроэлемента 
радиоаппаратуры.

Постановка задачи и математическая модель
Микроэлемент радиоаппаратуры представлен в виде прямоугольного параллелепипеда 
высотой h = 2 мм с квадратным основанием со стороной b = 5 мм. Микроэлемент нахо-
дится на нижней грани куба 10х10х10 см, заполненного воздухом (рис. 2). Сила тяжести 
направлена вертикально вниз. Боковые стенки куба теплоизолированы, а на верхней 
и нижней гранях поддерживается постоянная температура Tc = 20 оС. Внутри микро-
элемента расположен постоянный источник тепла заданной мощности. Все грани куба 
непроницаемы для воздуха.

Схема расположения микроэлемента представлена на рис. 2, где буквой А обозначено 
центральное вертикальное сечение кубического объема, в котором строился график 
конвективного течения для сопоставления с результатами эксперимента.

Для учета возможного влияния вязкой диссипации [Тананаев, 1979], [Корота-
ев и др., 2011], [Зубков, 2018] базовую систему уравнений в приближении Буссинеска 
следует дополнить диссипативной функцией Ф(x, y, z) [Ландау, 1988], [Шлихтинг, 
1974]:
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Здесь x, y, z — пространственные координаты, u, v, w — составляющие скорости, 
µ — динамическая вязкость, ν — кинематическая вязкость, a —коэффициент темпе-
ратуропроводности, β — коэффициент объемного теплового расширения, Th – Tc — 
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характерный перепад температур, l — сторона кубического объема, окружающего 
микроэлемент, ρ0 — плотность, сp — удельная теплоемкость при постоянном давлении.

Рис. 2. Схема модели охлаждения корпусированного микроэлемента 
радиоаппаратуры
Fig. 2. Schematic diagram of the cooling model for a packaged microelement of radio 
equipment

Максимальное допустимое значение температуры граней микрорадиоэлемен-
та ограничено особенностями конструкции корпусированных радиоэлементов по-
рядка 200250  оС, однако с учетом ранее определенной границы применимости 
приближения Буссинеска [Томчик, 2024] верхний порог ограничен более низким 
значением температуры 33 oC (Ra = 190974.45). В силу малого перепада темпера-
тур в качестве теплофизических свойств газа выбраны свойства воздуха при темпе-
ратуре T0 = Tc, таким образом, задача сводится к приближению Буссинеска [Чер-
касов и др., 2018]. При расчетах использовались числа Грасгофа 72865, 107628, 
171222 и 262051, которые соответствуют перепадам температур Th – Tc равным 2, 
3, 5 и 13 оС. В этом случае числа Рэлея (Ra =Gr Pr) будут равны 51937, 76963, 
123635 и 190974, а числа Эккерта будут равны 2,87 10–11, 1,93 10–11, и 7,79 10–12 со-
ответственно. Мощности источника тепла S задавались равными 0,7 мВт/мм3,  
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2,2 мВт/мм3, 3,5 мВт/мм3 и 10 мВт/мм3 соответственно. Значения источника тепла S 
выбирались таким образом, чтобы максимальная температура корпуса микроэлемента 
была близка к заданным значениям Th для данного случая.
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модели имеет следующий вид: 

 

𝜌�
𝜕𝑢
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑢
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥

+ 𝜇 �
𝜕�𝑢
𝜕𝑥� +

𝜕�𝑢
𝜕𝑦� +

𝜕�𝑢
𝜕𝑧�� ,              (5) 

 

𝜌�
𝜕𝑣
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑣
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦

+ 𝜇 �
𝜕�𝑣
𝜕𝑥� +

𝜕�𝑣
𝜕𝑦� +

𝜕�𝑣
𝜕𝑧�� ,               (6) 

 

𝜌�
𝜕𝑤
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑤
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑤
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧

+ 𝜇 �
𝜕�𝑤
𝜕𝑥� +

𝜕�𝑤
𝜕𝑦� +

𝜕�𝑤
𝜕𝑧� � + 𝜌�𝘨[1 − 𝛽(𝑇 − 𝑇�)],              (7) 

 
𝜕𝑇
𝜕𝑡

+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥

+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦

+ 𝑤
𝜕𝑇
𝜕𝑧

=  
𝑘

𝜌�𝑐�
�

𝜕�𝑇
𝜕𝑥� +

𝜕�𝑇
𝜕𝑦� +

𝜕�𝑇
𝜕𝑧�� + 

+
1

𝜌�𝑐�
Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) +

1
𝜌�𝑐�

𝑆,    (8) 

 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 0,                                                     (9) 

 
где источниковый член 𝑆 вне микроэлемента равен 0. 
 Соответствие твердому материалу корпуса микроэлемента обеспечено 
заданием на границе расчетной области скорости равной нулю и заданием 
параметра обобщенной диффузии программного комплекса «Двумерные 
эллиптические течения» в данных контрольных объемах равным большому 
числу (1030). Таким образом скорость во всей области корпуса будет 
постоянной и равной нулевой скорости на границе [Патанкар, 2003]. 

Система уравнений (5)–(9) приведена к безразмерному виду [Зубков, 2018], 
[Томчик, 2024]: 

 
𝜕𝑈
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑈
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑈
𝜕𝑌

+ 𝑊
𝜕𝑈
𝜕𝑍
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𝜕𝑝�
𝜕𝑋

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑋� +

𝜕�𝑈
𝜕𝑌� +

𝜕�𝑈
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+ 𝑈
𝜕𝑉
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑉
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+ 𝑊
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𝜕𝑝�
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𝜕𝑌� +
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+
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+
𝜕𝑤
𝜕𝑧
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где источниковый член 𝑆 вне микроэлемента равен 0. 
 Соответствие твердому материалу корпуса микроэлемента обеспечено 
заданием на границе расчетной области скорости равной нулю и заданием 
параметра обобщенной диффузии программного комплекса «Двумерные 
эллиптические течения» в данных контрольных объемах равным большому 
числу (1030). Таким образом скорость во всей области корпуса будет 
постоянной и равной нулевой скорости на границе [Патанкар, 2003]. 
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𝜕𝑈
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑈
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑈
𝜕𝑌

+ 𝑊
𝜕𝑈
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑋

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑋� +

𝜕�𝑈
𝜕𝑌� +

𝜕�𝑈
𝜕𝑍� ,                                 (10) 

 
𝜕𝑉
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑉
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+ 𝑊
𝜕𝑉
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑌

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑋� +

𝜕�𝑉
𝜕𝑌� +

𝜕�𝑉
𝜕𝑍� ,                                   (11) 

 
	 (11)
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𝜕𝑊
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑊
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑊
𝜕𝑌

+ 𝑊
𝜕𝑊
𝜕𝑍

= 
 

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑍

+
𝜕�𝑊
𝜕𝑋� +

𝜕�𝑊
𝜕𝑌� +

𝜕�𝑊
𝜕𝑍� + 𝐺𝑟 ∙ (𝛩 − 0.5), (12) 

 
𝜕𝛩
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝛩
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝛩
𝜕𝑌

+ 𝑊
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1

𝑃𝑟
�
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�
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�
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�
�

+ �
𝜕𝑊
𝜕𝑋

+
𝜕𝑈
𝜕𝑍

�
�

� + 𝑆�,    (13) 

 
𝜕𝑈
𝜕𝑋

+
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+
𝜕𝑊
𝜕𝑍

= 0,                                                        (14) 
 

Безразмерные переменные: 

𝑋 = 𝑥
𝑙� , 𝑌 = 𝑥

𝑙� , 𝑍 = 𝑧
𝑙� ; 𝑈 = 𝑢

𝑣�� , 𝑉 = 𝑣
𝑣�� , 𝑊 = 𝑤

𝑣�� , где 𝑣� = 
𝑙�  — 

характерная скорость;   𝜏 = 𝑡
𝜏̃� , где t — время, 𝜏̃ = 𝑙�

�  — характерное время; 

Θ = (𝑇 − 𝑇�)
(𝑇� − 𝑇�)�  ;  𝑝� = (𝑝 + 𝜌�𝑔𝑧)

(𝜌�𝑣��)� , где p — давление, 𝜌�𝑣�� — 

характерное давление [Томчик, 2024]. 
Безразмерный источник тепла имеет вид: 
 

𝑆� =
𝑆·𝑙²

𝜌�𝑐�(𝑇� − 𝑇�)
 .                                           (15) 

 
В цикле численных экспериментов использованы следующие начальные 

(16) и граничные (17) условия: 
 

𝜏 = 0:  𝛩 = 0, 𝑈 = 𝑉 = 𝑊 = 0,                                (16) 
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Поиск численного решения обезразмеренной системы уравнений выполнен с приме-
нением лабораторного программного комплекса «Двумерные эллиптические течения», 
который был адаптирован для решения задач в трехмерных системах координат. Ком-
плекс реализует модифицированный алгоритм SIMPLER. Расчеты выполнены с при-
менением неравномерной расчетной сетки 25х25х25, в которой размеры контрольных 
объемов увеличиваются по направлению от граней микроэлемента к границам расчет-
ной области. Вид неравномерной расчетной сетки представлен на рис. 3.

Рис. 3. Неравномерная расчетная сетка 25х25 в сечении А
Fig. 3. Non-uniform computational grid 25х25 in slice A

Результаты моделирования
В начальный момент времени воздух вокруг корпуса микроэлемента неподвижен. С те-
чением времени по мере распространения тепла появляется восходящий поток воздуха, 
переходящий в вихрь. Снимок движения трассеров экспериментального видео однових-
ревого конвективного течения (а), полученный Фериальди и Лаппой [Ferialdi, Lappa, 
2024], и векторный график вихря в сечении А (б), полученный в результате численного 
эксперимента, представлены на рис. 4.
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Следует отметить качественное соответствие между рис. 4а и 4б.

a) б)

Рис. 4. Одновихревое конвективное течение: а) снимок экспериментального 
видео [Ferialdi, Lappa, 2024]; б) векторный график по результатам моделирования 
(Gr = 262051, Ra = 190974, Ec = 7,79  10–12, S = 10 мВТ/мм3)
Fig. 4. Single-vortex convective flow: а) snapshot of the experimental video [Ferialdi, 
Lappa, 2024]; б) vector graph based on simulation results (Gr = 262051, Ra = 190974, 
Ec = 7.79  10–12, S = 10 mW/mm3)

На рис. 5–8 представлены графики изменения температуры в центре корпуса микро-
элемента (в максимальной точке нагрева), соответствующие различным мощностям 
внутреннего источника энергии и различным безразмерным параметрам. Возникно-
вение и развитие вихревого течения естественной конвекции, как видно из графиков, 
приводит к снижению температуры корпуса после первоначального нагрева. С течением 
времени температура корпуса стабилизируется. Можно отметить, что при увеличении 
мощности внутреннего источника тепла охлаждение корпуса микроэлемента наступает 
быстрее и происходит на большую величину.

Рис. 5. Изменение температуры корпуса микроэлемента при мощности внутреннего 
источника 10 мВт/мм3 (Gr = 262051, Ra = 190974, Ec = 7,79  10–12, S = 10 мВТ/мм3)
Fig. 5. Change in the temperature of the microelement housing at an internal power 
source of 10 mW/mm3 (Gr = 262051, Ra = 190974, Ec = 7.79  10–12, S = 10 mW/mm3)
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and validation of numerical calculations
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Abstract. The advancement of enhanced oil recovery (EOR) technologies necessitates 
a more detailed study of oil displacement processes in porous media. Traditional 
laboratory methods for core sample analysis are limited by the duration of experi-
ments and low reproducibility. This study presents a novel approach to the creation 
of three-dimensional microfluidic models of porous media using additive manufac-
turing technologies.
The proposed methodology includes the development of a digital model, numerical 
simulation of filtration and capacity properties, 3D printing of a physical sample, 
and experimental validation. Modern 3D printing methods, such as SLA/DLP and 
two-photon polymerization, enable the reproduction of complex geometric struc-
tures with resolutions down to the nanoscale. This capability opens new opportu-
nities for precise modeling of two-phase filtration processes, interactions between 
drilling fluids and rocks, and other challenges in petroleum hydrodynamics.
The study results demonstrate the potential of controlling the filtration and capacity 
characteristics of 3D-printed microfluidic models to enhance the efficiency of exper-
imental investigations. The proposed methodological approach provides universal 
tools for studying porous media and lays the foundation for further developments 
in the field of enhanced oil recovery.

Keywords: porous structures, microfluidic models, artificial core, additive manufactur-
ing, 3D printing, SLA/DLP-techniques, computational simulation
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Введение
В последние десятилетия нефтегазовая отрасль России продолжает оставаться ос-
новным драйвером экономики, составляя значительную часть промышленного про-
изводства и доходов бюджета. Однако с ростом сложности геологических условий 
и истощением традиционных месторождений задача эффективного извлечения нефти 
из трудноизвлекаемых запасов становится все более актуальной. Одним из ключевых 
направлений для повышения коэффициента извлечения нефти является оптимизация 
процессов заводнения, широко применяемого метода для увеличения нефтеотдачи пла-
стов [Алтунина, 2013]. Лабораторные исследования заводнения, включая эксперименты 
на образцах керна горных пород, играют важную роль в этом процессе [Юрьев, 2014]. 
Такие исследования позволяют глубже понять кинетику вытеснения нефти, определить 
оптимальные условия для извлечения и точнее оценить потенциальное количество 
извлеченной нефти [Шабаров и др., 2016]. Полученные данные являются основой 
для разработки более эффективных технологий и методов увеличения нефтеотдачи, что 
критически важно для дальнейшего развития нефтяной отрасли, особенно в условиях 
сложных геологических и технических вызовов.

Для изучения методов увеличения нефтеотдачи традиционно используют лаборатор-
ные эксперименты с заводнением образцов керна горных пород, что дает возможность 
оценить скорость и объем извлечения нефти. Однако этот способ сопровождается 
рядом ограничений. Он требует длительных и трудоемких испытаний, не позволяет 
напрямую наблюдать процессы, происходящие в микроскопическом масштабе, и может 
приводить к проблемам с воспроизводимостью результатов. Эти сложности затрудня-
ют получение быстрых и точных данных, необходимых для эффективного управления 
разработкой месторождений. Для этого применяются модельные эксперименты. Одним 
из первых модельных экспериментов был проведен Генри Селби Хеле-Шоу, который 
в 1898 г. применил две параллельные стеклянные пластинки, создав двумерный вари-
ант пористой среды [Hele-Shaw, 1898], применяемый и по сей день [Ezdin et al., 2023; 
Pakharukov et al., 2020; Пахаруков Ю.В. и др., 2018; Пахаруков Ю.В. и др., 2020]. Од-
нако ячейка Хеле-Шоу дает не полное представление о движении флюида в пористых 
средах. В последнее время для более точного анализа начали применять микрофлюидные 
чипы — экспериментальные устройства, которые моделируют пористые среды, анало-
гичные природным горным породам [Bazazi et al., 2019]. Эти исследования на микромо-
делях позволяют более детально изучить взаимодействие многофазных жидкостей в по-
рах, что дает более глубокое понимание того, как нефть и вода мигрируют в реальных 
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геологических условиях [Saadat et al., 2021]. Это, в свою очередь, помогает разработать 
более эффективные аналитические подходы к определению коэффициента вытеснения 
нефти в рамках отдельных структурных элементов, что особенно важно в случаях, когда 
невозможно провести традиционные лабораторные эксперименты с керном, например 
из-за сложностей с получением образцов или необходимости учета специфики геологи-
ческой среды [Гладких и др., 2018].

Современные микрофлюидные модели пористых сред, как правило, включают ка-
налы с размерами, варьирующимися от нескольких до сотен микрон, что позволяет 
имитировать процессы, происходящие в природных пористых материалах, таких как 
горные породы, с высокой степенью детализации. Эти модели широко применяются 
для разработки и оптимизации составов вытесняющих жидкостей, предназначенных 
для повышения нефтеотдачи при заводнении, а также для исследования относительных 
фазовых проницаемостей. Это особенно важно для решения проблемы закупорки твер-
дыми отложениями, такими как асфальтены и парафины, которые могут существенно 
нарушать функционирование нефтяных коллекторов и снижать эффективность извле-
чения углеводородов в процессе эксплуатации месторождений [Martyushev et al., 2021]. 
Вдобавок, микрофлюидные чипы предоставляют возможность моделировать процессы 
консервации производственных характеристик нефтяных скважин на микроуровне, что 
критически важно при принятии решений о методах поддержания их продуктивности 
в условиях длительного функционирования [Martyushev et al., 2021]. Кроме того, эти 
модели могут быть использованы для разработки методов контроля чрезмерного во-
допритока в процессе эксплуатации месторождений, что является важным фактором 
для оптимизации работы скважин и повышения общей эффективности извлечения 
углеводородов [Дерендяев и др., 2019].

При изготовлении чипов из натуральных материалов горных пород [Song et al., 2014] 
можно моделировать процессы стимуляции коллекторов соляными и кислотными со-
ставами, что открывает новые перспективы для повышения эффективности операций 
на месторождениях с высокими технологиями воздействия на геологические структуры 
[Martyushev et al., 2021]. Эти инновационные подходы, основанные на микрофлюидных 
исследованиях, позволяют не только ускорить исследовательский процесс, но и повы-
шают точность моделирования поведения нефти в реальных геологических условиях. 
Это, в свою очередь, может привести к более эффективной разработке месторождений 
и увеличению нефтеотдачи.

Преимуществом микрофлюидного исследования по сравнению с традиционным 
методом заводнения образца керна горной породы является возможность наглядной 
визуализации процесса вытеснения нефти из модели пористой среды, что позволяет 
детально наблюдать за изменениями и механизмами, происходящими в микрострук-
туре пор [Zhao et al., 2020]. Такой подход дает возможность не только анализировать 
динамику вытеснения, но и лучше понять физические и химические процессы, которые 
трудно изучить с использованием стандартных лабораторных методов. Тем не менее, 
как отмечается в исследовании [Peng et al., 2021], при проведении экспериментов 
на микрофлюидных моделях возникают определенные проблемы, которые необходимо 
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учитывать. В частности, важно обеспечить репрезентативность конструкций каналов 
в микрофлюидных чипах, чтобы они как можно точнее имитировали пористую структу-
ру горных пород. Также существуют сложности, связанные с смачиваемостью материа-
лов чипа и жидкостей, а также с эффектами шероховатости поверхности, которые могут 
существенно влиять на точность результатов. Еще одной важной проблемой является 
закупорка пор, которая может происходить как в процессе изготовления чипа, так 
и из-за несовместимости рабочих жидкостей с материалами чипа, что может нарушать 
нормальное протекание эксперимента. Кроме того, для микрофлюидных исследований 
требуется большое рабочее давление, что добавляет сложности в проведение экспери-
ментов и требует дополнительных усилий для обеспечения стабильности и безопасности 
процесса. Еще одной значимой задачей является обеспечение повторяемости экспе-
римента, так как даже небольшие изменения в условиях или конструкции чипа могут 
повлиять на результаты исследования.

В работе М. Р. Латыповой описан метод переноса структуры пустотного простран-
ства керна на микрофлюидные чипы с использованием микротомографии и микро-
фабрикации. Такой подход позволяет воссоздавать геометрию реальных поровых 
пространств и изучать фильтрационные процессы на уровне пор. Однако он требует 
значительных затрат времени и ресурсов, а также наличия специализированного обору-
дования. Примечательно, что ресурсы, необходимые для воспроизведения даже одного 
такого керна, как финансовые, так и временные, сопоставимы с затратами на комплекс-
ное лабораторное исследование реального керна, что ставит под сомнение экономи-
ческую целесообразность метода. В контексте задач валидации численных расчетов 
и лабораторного моделирования фильтрации на репрезентативных объемах, отрасли 
требуется технологически простой, воспроизводимый и экономически эффективный 
метод создания искусственных пористых сред. Одним из решений может быть проек-
тирование образцов с заданными параметрами проницаемости и пористости без не-
обходимости точного воспроизведения геометрии реального керна [Латыпова, 2025].

При анализе существующих методов создания синтетических кернов необходимо 
отметить патент RU2651679 C1, представляющий методику реконструкции структуры 
керна по данным КРТ с последующей 3D-печатью для достижения геометрическо-
го подобия с природным образцом. Важно подчеркнуть, что в научной литературе 
представлено мало работ по созданию трехмерных образцов, тогда как большинство 
исследователей ограничивались разработкой двумерных микрофлюидных моделей, 
не отражающих полную пространственную сложность пористой среды. Существенным 
недостатком метода из патента является отсутствие гарантированного соответствия 
по ключевым фильтрационно-емкостным свойствам: визуально идентичные образцы 
могут иметь разные показатели пористости и проницаемости, что затрудняет мас-
штабирование исследований и снижает воспроизводимость данных. В предлагаемом 
в настоящей работе подходе сделан акцент на прямом контроле фильтрационно-емкост-
ных свойств на этапе проектирования пористой структуры, что позволяет создавать 
модели с предсказуемыми параметрами и соотносить результаты с данными численного 
моделирования и лабораторных измерений. Таким образом, технология ВНИИнефть 
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рассматривается преимущественно как дополнительный источник верификационных 
данных, а не как основа для серийного производства воспроизводимых керноподобных 
моделей с контролируемыми свойствами [Фомкин, 2018].

В условиях современных вызовов нефтегазовой отрасли, включая необходимость 
повышения эффективности добычи нефти и улучшения технологий моделирования 
горных пород, становится очевидной потребность в новых методах исследования. Од-
ним из таких методов является создание модельных пористых структур, позволяющих 
воспроизводить геометрию порового пространства с высокой степенью детализации 
для дальнейших численных и лабораторных исследований.

Целью настоящего исследования является разработка и валидация методики создания 
искусственных образцов пористых сред на основе цифрового моделирования и 3D-пе-
чати с управляемой геометрией. Работа направлена на воспроизведение структуры по-
рового пространства, пригодной для последующего численного и экспериментального 
анализа фильтрационно-емкостных характеристик.

Для достижения поставленной цели были решены следующие задачи:
1. Разработка параметрической 3D-модели искусственного керна на основе фракталь-

ной структуры в программном комплексе КОМПАС-3D.
2. Изготовление физических образцов методом SLA-печати с заданной геометрией 

пор.
3. Проведение численного моделирования фильтрационного процесса с использова-

нием программного комплекса KompasFlow.
4. Лабораторное определение открытой пористости и абсолютной проницаемости 

полученных образцов с использованием установки АР–608.

Материалы и методы
Разработка 3D-модели и печать. 3D-модель керна была разработана в программном 
комплексе КОМПАС-3D и представляет собой цилиндр диаметром 30 мм и высотой 
30 мм. Внутреннее поровое пространство модели, спроектированное в соответствии 
с рисунком 1б, состоит из множества слоев, каждый из которых повернут на фиксиро-
ванный угол α = 5° относительно центральной оси Z, проходящей через центр модели 
(рис. 1). Геометрия каждого слоя определяется древоподобной фрактальной структурой 
типа «дендрит», при этом высота слоя составляет 0,05 мм, что соответствует минималь-
ному шагу послойного формирования при использовании SLA-печати. Эта модель была 
сохранена в формате M3D для последующего численного анализа.

Для производства искусственного керна использовалась SLA технология 3D-пе-
чати, в которой происходит послойная полимеризация слоев следующей геометрии: 
цилиндрические стенки вокруг области заполнения и само заполнение будущего керна. 
Структура заполнения представляет собой древоподобный фрактал — дендрит, состоя-
щий из двух линий — от периферии к центру и обратно (рис. 1). В одной из работ [Ме-
щеряков, 2024] предложена поровая структура, представленная в виде массива слоев, 
расположенных с фиксированным углом поворота относительно центральной оси Z, 
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проходящей через центр модели (рис. 1а). Каждый слой в данной структуре описыва-
ется в виде древоподобного фрактала – дендрита (рис. 1б). Такая конфигурация обеспе-
чивает постоянство абсолютной пористости, которая определяется характеристиками 
отдельного слоя, в то время как открытая пористость остается переменной величиной. 
Предложенный подход позволяет управлять проницаемостью модели путем изменения 
двух параметров: угла поворота слоев и геометрии слоя (рис. 1б).

                

а                                      б
Рис. 1. 3D-модель искусственного керна (а) и ее геометрия заполнения (б) 
[Мещеряков, 2024]
Fig. 1. 3D-model of the artificial core (а) and its filling geometry (б) [Meshcheryakov, 
2024]

Результатом 3D-моделирования будет CAD-модель в формате STL/STEP-файла.
В программном комплексе КОМПАС-3D полученная M3D-модель была конвертиро-

вана в формат STL для нарезки на слои в программе Anycubic Photon Workshop. 
Для процесса нарезки модели на слои и последующей печати были определены пара-

метры, представленные в табл. 1.

Табл. 1. Параметры для нарезки модели на слои
Table 1. Parameters for model slicing

Информация о смоле [Anycubic, 2023]

Смола High Clear Resin

Состав смолы

oxybis(methyl-2,1-ethanediyl) diacrylate
Poly(oxy-1,2-ethanediyl),.alpha.,.alpha.’-[(1-methyle-
thylidene)di4,1-phenylene]bis[.omega.-[(1-oxo-2-pro-
pen-1-yl)oxy]-
(octahydro-4,7-methano-1H-indenediyl)bis(methylene) 
diacrylate
Bisphenol A polyetheenglycol diether dimethacrylate



78

Мещеряков А. А., Шабиев Ф. К. 2025

Вестник Тюменского государственного университета

Окончание таблицы 1
Table 1 (end) 

Информация о принтере [Anycubic, 2024]

Модель фотополимерного принтера Photon Mono M7 Max

Разрешение печати (Х*Y*Z) 46х46х50мкм

Толщина слоя  0,05 мм

Время экспозиции 4,2 с

Время выключения света 2 с

Нижнее время экспозиции 50 с

Количество нижних слоев 5

Высота подъема 8 мм

Скорость подъема 6 мм/с

Скорость ретракта 6 мм/с

Уровень сглаживания 1

Постобработка

Продувка компрессором в течение 1 минуты, давление 5 атм
Засветка УФ-лампой в течение 1 минуты

Численное моделирование проницаемости. Использование KOMPAS-Flow как про-
граммного комплекса для анализа M3D-моделей позволяет проводить потоковые 
исследования, обеспечивая качественную визуализацию течений жидкости или газа 
через пористые материалы. Основой моделирования служат уравнения Навье–Сток-
са [KompasFlow, 2023], реализованные методом конечных объемов в стационарной 
постановке с применением турбулентной модели k–ε, что обусловлено характером 
течения внутри пористой среды. Для получения теоретического значения абсолют-
ной газопроницаемости необходима модель поровых каналов, которая получается 
путем вычитания из 3D-модели печатаемого керна цилиндра такого же размера, 
с последующим разбиением на сетку с размером вокселя порядка 6×10–⁵ м, что обе-
спечивает достаточное разрешение для захвата геометрических особенностей поро-
вого пространства. При расчете задаются граничные условия: на цилиндрической 
поверхности — давление обжима (аналогичное эксперименту), на торцах — поровое 
давление, с максимальным временным шагом 0,01 с, числом Куранта 50 и допуском 
геометрических вычислений 1e–8. Корректность численного решения контролируется 
по устойчивости ключевых параметров (давление, массовый расход), а отклонение 
между численным и лабораторным результатом не превышает 5%, что подтверждает 
адекватность выбранной численной схемы и модели для определения газопроницае-
мости образца.
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Проницаемость рассчитывается на основе уравнения Дарси, которое связывает 
расход жидкости через пористую среду с градиентом давления, вязкостью жидкости  
и геометрией среды [Шабаров и др., 2023]. На основе данных моделирования 
KompasFlow вычисление проницаемости можно выполнить следующим образом:

	

выполнить следующим образом: 

𝑘 =
𝑄 μ 𝐿
𝑆 Δ𝑝

 , (1) 

где 𝑘 — проницаемость, мДа; Q — объемный расход жидкости, м³/с,  

	 (1)

где k — проницаемость, мДа; Q — объемный расход жидкости, м³/с, определяющийся 
как среднее значение переменной «Объемный расход»; μ — вязкость жидкости/газа, 
Па·с, которая задается как начальное условие перед началом фильтрации; S — площадь 
поперечного сечения, через которую проходит поток, м²; L — длина образца в направ-
лении потока, м; Δp — перепад давления, Па, задается в качестве начального условия 
как разница давления между входной и выходной границами области моделирования.

Табл. 2. Параметры моделирования для KompasFlow
Table 2. Simulation parameters for KompasFlow

Параметры моделирования Параметры расчета

Вещество
Гелий чи-
стый, вязкость 
0,0000195 Па·с

CFL 50

Опорное  
давление 101 325 Па Макс. шаг по времени 0,01

Опорная  
температура 298,15 К Моделируемое время 15

Вектор  
гравитации > X 0 Визуализационные слои

Вектор  
гравитации > Y 0 Слой 1

Плоскость, прохо-
дящая через ниж-
нюю стенку модели
Переменная = Объ-
емный расход

Вектор гравитации > Z 0 Граничные условия

Учет гидростатики Нет Верхняя плоскость 
модели Вход

Толерантность  
геом. выч. 1е-08 Нижняя плоскость 

модели Выход

Внешняя задача Нет Боковая поверхность 
модели Стенка

ГУ внешней области Неотражающие Начальные условия
Физические  
процессы

Уравнение  
движения = Да
Турбулент-
ность = Да

Давление боковых 
стенок цилиндра

500 PSI

Давление верхней 
стенке

200 PSI
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Пористость определяется следующим образом:

	

Пористость определяется следующим образом: 

𝑚 =
𝑉п

𝑉
 ,  (2) 

где Vп — объем пор, V — объем среды. 

 

	 (2)

где Vп — объем пор, V — объем среды.
Исследование фильтрационно-емкостных свойств. Для измерения открытой пори-

стости цилиндрический образец керна с известной длиной и диаметром помещается 
в кернодержатель в установке пермеаметра-порозиметра АР-608, где герметизируется 
с помощью обжима резиновой манжетой при заданном давлении. Для измерений 
выбирается газ (гелий или азот), который затем выпускается из емкости известного 
объема в камеру с образцом. Плотно обжимая образец, резиновая манжета позволяет 
газу занять только поры образца. Разность давлений до и после расширения, соглас-
но закону Бойля–Мариотта, позволяет вычислить объем пор образца. На основе 
полученного объема пор и известных размеров образца рассчитывается открытая 
пористость. При измерении коэффициента абсолютной газопроницаемости откры-
вается клапан, который соединяет камеру с керном и емкость известного объема, где 
находится газ под известным давлением. Далее начинается процесс фильтрации газа 
через исследуемый образец в окружающую среду. Во время этого процесса программ-
ное обеспечение установки записывает показания датчика давления, установленного 
в емкости с газом, вместе с соответствующими временными значениями. На основа-
нии зависимости давления от времени производится расчет коэффициента абсолют-
ной газопроницаемости с учетом поправки Клинкенберга. Для измерения открытой 
пористости и проницаемости данный цилиндрический образец керна помещался 
в пермеаметр-порозиметр АР-608, где герметизируется с помощью обжима резино-
вой манжетой при давлении 500 PSI (3,45 МПа). Для измерений выбирается гелий. 
При измерении коэффициента абсолютной проницаемости процесс фильтрации газа 
через исследуемый образец происходил при давлении 200 PSI (1,38 МПа). Все изме-
рения происходили при t = 25 °C.

Представленная методика определения абсолютной проницаемости искусственных 
кернов позволяет провести валидацию численных расчетов проницаемости на основе 
сравнения проницаемостей, полученных при численном моделировании и измеренных 
на пермеаметре АР-608, должна показать высокую эффективность для исследованных 
образцов с проницаемостью выше 10⁻² мкм². В данном диапазоне проницаемостей 
фильтрация газа подчиняется линейному закону Дарси, что обеспечивает корректность 
сопоставления результатов численного моделирования с экспериментальными данными 
[Коробков, 1968].

Однако необходимо отметить ограничения применимости данного подхода при пе-
реходе к низкопроницаемым образцам. Согласно современным исследованиям [Бай-
ков, Колонских, 2013], при проницаемости менее 2,5⋅10⁻³ мкм² (2,5 мД) в процессе 
фильтрации начинают проявляться существенные нелинейные эффекты, связанные 
с отклонением от закона Дарси при низких градиентах давления. Критические гради-
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енты давления, при которых наблюдается переход к нелинейной фильтрации, могут 
достигать значений, сопоставимых с рабочими перепадами давления в стандартных 
измерительных установках.

Особенно выраженными нелинейные эффекты становятся при исследовании фазовых 
проницаемостей по воде и многофазной фильтрации в низкопроницаемых образцах. 
В таких условиях критический градиент давления может увеличиваться на порядок 
по сравнению с однофазной газовой фильтрацией, что делает результаты стационарных 
измерений на пермеаметре АР-608 недостаточными для валидации численных моделей, 
основанных на законе Дарси.

Дополнительно следует отметить, что существенную роль в возникновении на-
блюдаемых нелинейных эффектов при двух- и многофазной фильтрации играют 
концевые эффекты. Вблизи входного и выходного торцов керна формируются обла-
сти с неоднородным распределением насыщенности, что обусловлено градиентами 
капиллярного давления и нарушением квазистационарных условий вытеснения. Эти 
зоны, как показано в ряде работ, способны вносить значительный вклад в общую 
фильтрационную кривую, приводя к отклонениям от линейной зависимости рас-
хода от градиента давления даже при умеренных скоростях фильтрации [Макфи, 
2015]. Концевые эффекты не только искажают интерпретацию относительных фа-
зовых проницаемостей, но и способствуют появлению эффективной нелинейности 
в экспериментальных данных, несмотря на формальное соблюдение закона Дарси 
на уровне локальных уравнений. Это особенно критично для низкопроницаемых 
искусственных кернов, где масштаб этих эффектов становится сопоставим с дли-
ной образца, что требует корректного учета при построении и валидации моделей 
многофазного течения.

Таким образом, для корректной валидации искусственных кернов с проницаемостью 
менее 10⁻³ мкм² потребуется применение специализированных методов определения 
проницаемости, учитывающих нелинейные эффекты фильтрации, либо использование 
нестационарных методов измерения, менее чувствительных к проявлению критических 
градиентов давления.

Результаты исследований
В результате 3D печати были получены четыре образца искусственных кернов, изобра-
женных на рис. 2а.

На рис. 2б показан скол одного из образцов кернов, как можно видеть поверхность 
имеет пористую структуру.

Результаты численного моделирования проницаемости и пористости модельных 
кернов представлены в табл. 3. Полученные результаты численного моделирования 
расхода Q = 0,001893705 м3/c  и при разностях давления Δp = 1,38 МПа, подставленные 
в уравнение (1), с учетом вязкости гелия μ = 1,9∙10–5 Па∙с, площади поперечного сече-
ния нижней стенки S = 7,07∙10–4 м2, длины образца L = 0,03 м в (1) и дают следующие 
результаты проницаемости (табл. 3).
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а                                                                                   б

Рис. 2. Образцы искусственных кернов, полученных при 3D-печати (а); 
поперечный скол одного из образцов искусственных кернов (б) 
Fig. 2. Samples of synthetic drill cores obtained by 3D printing (а); cross chipping 
of one of the samples of synthetic drill cores (б)

Табл. 3. Результаты численного моделирования
Table 3. Results of numerical modeling

№ эксперимента Пористость, % Проницаемость, мД

Образец 1 30,87 1121,25

Образец 2 30,87 1121,24

Образец 3 30,87 1121,23

Образец 4 30,87 1121,22

Результаты исследования фильтрационно-емкостных свойств приведены в табл. 4. 
Установлено, что значение пористости, определяемое с использованием пермеаме-
тра-порозиметра, оказалось почти в два раза ниже. Это обусловлено тем, что данный 
метод измеряет исключительно открытую пористость, тогда как компьютерное модели-
рование обеспечивает возможность расчета только абсолютной пористости.

Табл. 4. Результаты лабораторных измерений
Table 4. Results of laboratory measurements

№ эксперимента Пористость, % Проницаемость, мД

Образец 1 16,24±0,06 1070,25±0,02

Образец 2 16,26±0,06 1069,87±0,02

Образец 3 16,23±0,06 1070,43±0,02

Образец 4 16,23±0,06 1071,12±0,02
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Обсуждение
Значения проницаемости, полученные методом компьютерного моделирования и с ис-
пользованием пермеаметра-порозиметра, отличаются менее чем на 5%. Это свидетель-
ствует о высокой достоверности данных и подтверждает целесообразность применения 
данного метода для производства микрофлюидных структур.

Незначительные отклонения величины проницаемости между четырьмя образцами 
свидетельствуют о высокой точности изготовления 3D-печатных кернов.

В рамках этой работы мы оценивали пригодность аддитивно изготовленных кернов 
из фотополимера Anycubic High Clear Resin для серии фильтрационных и термобариче-
ских экспериментов. Тестирование показало, что температура стеклования (Tg) смолы 
составляет ~75 °C, а температура деформации при нагрузке 0,45 МПа (HDT) — ~55 °C 
[Anycubic, 2020]. На основании этого мы рекомендуем использовать образцы при тем-
пературах не выше 50 °C и давлениях до 5 МПа. При таких условиях деформация поро-
вой структуры не превышает 2% (по оценкам по объему), что соответствует допускам 
для моделирования стандартных фильтрационных процессов.

Выбор образцов диаметром 30 мм и длиной 30 мм был основан на комплексной 
оценке, включающей как технологические, так и экспериментальные аспекты. Образцы 
объемом около 3 см³ представляют собой оптимальный баланс между репрезентативно-
стью геологической гетерогенности и экономической целесообразностью проведения 
эксперимента, что подтверждается исследованиями [Вонг, 2023]. Диаметр 30 мм хоро-
шо отражает поровую неоднородность породы и совместим с большинством лаборатор-
ных установок, что упрощает подготовку и герметизацию образцов в кернодержателях 
[Иванов, 2008].

Чтобы учесть возможное влияние концевого эффекта (L/D ≥ 2) [Акинтола, 2014], 
были изготовлены образцы с длиной 60 мм и 90 мм при том же диаметре 30 мм (рис. 3). 
Результаты по абсолютной проницаемости показали минимальные различия (менее 3%) 
между образцами разных длин, что подтверждает отсутствие значимого вклада конце-
вых зон в измерения однофазной газовой фильтрации в используемых условиях. Таким 
образом, размер 30×30 мм не только является технологически простым и экономичным, 
но и дает точные результаты, минимизируя влияние краевых эффектов.

Кроме того, при анализе петрофизических свойств и выборе методов их измерения 
следует учитывать специфику материала. Например, метод материального баланса, ко-
торый не зависит от электрофизических характеристик, идеально подходит для 3D-пе-
чатных образцов, так как основывается на измерении выталкиваемого объема или массы 
жидкости. Для повышения точности измерений важно исключить утечки жидкости, 
что обеспечивается за счет непроницаемой боковой стенки образца толщиной 10 мм.

Метод удельного электрического сопротивления (УЭС) может быть применен, но тре-
бует модификации состава фотополимера для повышения его электропроводности. В ка-
честве добавок можно использовать графен, углеродные нанотрубки или проводящие 
полимеры (например, полипиррол или полианилин). Также возможно использование рас-
творимых ионных маркеров, таких как хлориды или сульфаты металлов [Комаров, 2021].



84

Мещеряков А. А., Шабиев Ф. К. 2025

Вестник Тюменского государственного университета

Рис. 3. Образцы искусственных кернов, полученных при 3D-печати с длиной 30, 
60, 90 мм
Fig. 3. Samples of artificial cores obtained by 3D printing with a length of 30, 60, 90 mm

Методы гамма- и рентгеновского просвечивания могут быть использованы для ви-
зуализации распределения насыщенности при условии соответствующей калибровки 
оборудования под конкретные параметры образца и насыщающей жидкости. Плотность 
фотополимера, сопоставимая с плотностью осадочных пород, делает эти методы при-
менимыми [Гиар, 2020].

Метод ядерного магнитного резонанса (ЯМР) также подходит для использования, 
поскольку фотополимер не содержит ферромагнитных примесей и не создает значимого 
фонового сигнала [Разницын, 2022].

Таким образом, предложенные 3D-печатные образцы обладают необходимыми харак-
теристиками для применения большинства распространенных методов контроля насы-
щенности при условии правильной подготовки и настройки экспериментальной схемы.

Настоящее исследование было сосредоточено на воспроизведении геометрии по-
рового пространства и оценке фильтрационно-емкостных свойств искусственных 
образцов. Вопросы смачиваемости не рассматривались в рамках данной работы, однако 
они представляют собой важное направление для дальнейших исследований. В будущем 
планируется провести сравнительный анализ различных фотополимеров по показателям 
смачиваемости, а также оценить влияние модификаций рецептуры полимерной смолы 
и методов постобработки, включая плазменную активацию и нанесение силикатных 
покрытий, на формирование желаемых смачивающих свойств.

Заключение
Настоящее исследование продемонстрировало возможность применения комплекс-
ного подхода к созданию, численному моделированию и экспериментальной оценке 
3D-печатных кернов. Использование аддитивных технологий позволило воспроизвести 
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сложные фрактальные структуры пористых сред с высокой степенью точности, что 
подтверждается минимальными отклонениями значений проницаемости между экспе-
риментальными и расчетными данными.

Проведенные исследования выявили перспективы целенаправленного управления 
фильтрационно-емкостными характеристиками искусственных кернов для решения 
задач нефтегазовой гидродинамики. Возможность точного воспроизведения геометрии 
поровой структуры и ее адаптации под специфические требования открывает новые 
горизонты для изучения двухфазной фильтрации, взаимодействия буровых растворов 
с породами, а также других процессов, требующих стабильности и повторяемости 
образцов.

В отличие от прозрачных микрофлюидных чипов, предложенные 3D-печатные модели 
из непрозрачного полимера функционируют при давлениях, приближенных к пласто-
вым, исключая прямую визуализацию потоков, но обеспечивая численную визуализацию 
фильтрационных процессов в программной среде KompasFlow. Такой подход ориен-
тирован на количественную оценку фильтрационно-емкостных свойств в трехмерных 
геометриях при условиях, близких к реальным пластовым, что дополняет возможности 
микрофлюидных технологий в исследовании поровых сред.

Необходимость дальнейшего изучения корреляции между геометрическими пара-
метрами модели и ее фильтрационно-емкостными характеристиками, а также создание 
базы данных всех возможных вариаций искусственных кернов представляют собой 
важное направление для будущих исследований. Это обеспечит валидацию результатов 
численного моделирования и позволит оптимизировать структуру кернов для различ-
ных применений.

Таким образом, предложенный методический подход демонстрирует потенциал 
3D-печатных кернов в качестве универсального инструмента для экспериментальных 
исследований пористых сред, создавая основы для разработки новых решений в области 
моделирования и тестирования нефтегазовых процессов.
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работе [Simonov, 2023]. Один из наиболее распространенных способов предполагает 
замену реальной геометрии канала на систему цилиндрических капилляров с некото-
рым распределением радиусов, что принято называть капиллярной моделью. Например, 
в [Цыкунов, 2024] для моделирования фильтрации в нефтенасыщенном коллекторе 
используется классическая одномерная капиллярная модель, составленная из набора 
параллельных трубок, совместно с подходом о двойной пористости, что показало хоро-
шую сходимость с экспериментальными данными. В работе [Xiao et al., 2021] использу-
ется фрактальная капиллярная модель представления пористой среды для исследования 
пропитки через проницаемый извилистый канал. Исследование позволило установить 
влияние относительной шероховатости канала на характеристики пропитки. 

Капиллярные модели особо распространены в моделировании и исследовании филь-
трации сложных флюидов, имеющих неньютоновские свойства [Дьякова, 2019] или со-
стоящих из нескольких фаз [Blunt et al., 2012]. Согласно результатам серии эксперимен-
тов на капиллярах [Велижанин, Симонов, 2017], многофазное течение нестационарно, 
и переход к каналу постоянного сечения, называемого эффективным, — простейший 
способ учесть капиллярные эффекты, не прибегая к сложным и ресурсозатратным 
моделям.

Например, в работе [Шаббир и др., 2024] представлена двумерная сетевая модель 
пористой среды, составленная из перпендикулярных цилиндрических трубок различ-
ного радиуса. Моделирование пропитки и двухфазного вытеснения на модели показали, 
что она имеет свойства, близкие к свойствам пористой среды. Кроме того, применение 
модели позволило сделать выводы о влиянии поверхностного натяжения на характери-
стики двухфазного вытеснения. Капиллярное представление пористой среды послу-
жило основой для кластерной модели работы [Шабаров и др., 2022], предназначенной 
для задачи о трехфазной фильтрации, которая показала перспективы для моделирования 
смеси нефти, газа и воды в масштабе образца керна. Помимо этого, существуют примеры 
капиллярных моделей, состоящих из последовательно соединенных отрезков капилля-
ров, что актуально для каналов, чей радиус по длине меняется по некоторому закону 
распределения. В работе [Fatikhov, 2012] такая модель использовалась для исследования 
двухфазного течения в каналах переменного сечения с учетом возможного запирания 
вытесняющей фазы.  

Преимущества капиллярных моделей заключаются в том, что они позволяют исполь-
зовать и модифицировать простые уравнения течения. В частности, для однофазного 
течения в единичном капилляре применимо уравнение Пуазейля, описывающее течение 
несжимаемой жидкости в круглой трубе:

	

 

𝑄 =
𝜋𝑅�

8𝜇𝐿
∆𝑃,     (1) 

 
 

	 (1)

где Q — объемный расход жидкости через канал, м3/с; R — радиус канала, м; µ — ди-
намическая вязкость жидкости, Па∙с; L — длина канала, м; ΔР — перепад давления 
на концах канала, Па.
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Одним из важных этапов в использовании капиллярных моделей является обоснова-
ние способа перехода от произвольной геометрии канала к цилиндрической с эффектив-
ным радиусом, а также выбор методики ее расчета. Определение значения эффективного 
радиуса осуществляется на принципах сохранения значимых характеристик канала. 
Например, в геометрическом подходе после замены неизменным остается объем канала 
или его средняя площадь. Если в рассматриваемом канале предполагается моделиро-
вать поток, используется гидродинамический подход, согласно которому сохраняются 
характеристики течения. Для каналов, составленных из отрезков-капилляров, течение 
через которые относится к вязкому, гидродинамический подход строится на допуще-
нии, что на каждом таком отрезке реализуется течение Пуазейля согласно уравнению 
(1) и падение давления на границе отрезков, связанное с резким перепадом радиуса, 
несущественно. То есть общее падение давления вдоль канала равно сумме падений 
давлений, вызванных только вязкими силами, на каждом его отрезке ΔPi:

	

 

∆𝑃 = � ∆𝑃� .            (2) 

 
Записав уравнение (1) для каждого отрезка-капилляра одинаковой длины и 
эффективного капилляра и используя допущение (2), эффективный радиус Reff можно 
выразить следующей формулой: 
 

𝑅��� = �
𝑛

∑ 1
𝑅�

�
�
���

�

�
�

,     (3) 

 
 

	 (2)

Записав уравнение (1) для каждого отрезка-капилляра одинаковой длины и эффек-
тивного капилляра и используя допущение (2), эффективный радиус Reff можно выра-
зить следующей формулой:

	

 

∆𝑃 = � ∆𝑃� .            (2) 

 
Записав уравнение (1) для каждого отрезка-капилляра одинаковой длины и 
эффективного капилляра и используя допущение (2), эффективный радиус Reff можно 
выразить следующей формулой: 
 

𝑅��� = �
𝑛

∑ 1
𝑅�

�
�
���

�

�
�

,     (3) 

 
 

	 (3)

где n — количество отрезков-капилляров в канале; Ri — радиус i-отрезка-капилляра, м.
Формула (3) получена с допущением, что отрезки капилляров имеют одинаковую 

длину, и далее в работе это условие будет принято всегда для упрощения понимания 
подхода. В общем случае гидродинамическая замена также осуществима для капилляров 
произвольной длины. Тогда эффективный радиус будет функцией относительной длины 
капилляров и в сравнении с формулой (3) новое выражение для Reff не сильно услож-
нится. Таким образом, при гидродинамической замене эффективный радиус рассчиты-
вается из аналитической формулы и зависит только от радиусов отрезков-капилляров 
и их относительных длин, что делает подход удобным инструментом для моделирования 
комплексных капиллярных систем. Однако ключевое допущение подхода о том, что 
дополнительные потери давления в областях резко меняющегося радиуса пренебрежи-
мы, требует проверки. В условиях медленного течения локальные возмущения в зонах 
меняющегося радиуса могут вносить значительный вклад в общую картину течения, 
что ограничивает использование формулы (4) и применимость гидродинамического 
перехода к эффективному радиусу в целом.

В связи с этим был проведен анализ аналитического способа расчета эффективного 
радиуса на примере канала, состоящего из двух отрезков-капилляров. Целью работы 



97

Границы применимости способа определения эффективного радиуса канала…

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. Том 11. № 2 (42)

было определить параметры задачи, влияющие на относительную погрешность ана-
литического расчета эффективного радиуса и, исходя из этого, установить границы 
применимости подхода. 

Постановка задачи
Рассматривается однофазное установившееся течение в канале, состоящем из двух 
концентричных последовательных отрезков цилиндрических капилляров. Предпола-
гается вычислить эффективный радиус описанного канала в двух постановках — ана-
литической, основанной на уравнении Пуазейля, и численной, по результатам расчета 
характеристик течения через канал в среде для моделирования физических процессов 
COMSOL Multiphysics. Полученные значение эффективного радиуса сравниваются 
и анализируются для того, чтобы определить параметры задачи, в рамках которых ана-
литический подход дает достаточное приближение к численному. 

В обеих постановках рассмотрен симметричный канал, продольное сечение которого 
приведено на рис. 1. Радиус капилляра слева, на вход которого подается жидкость, обо-
значен R0, радиус правого капилляра — RL. Длины капилляров одинаковы и равны L/2.

Рис. 1. Геометрия моделируемого канала задачи
Fig. 1. Geometry of the channel as modeled in the problem

Численные значения геометрических характеристик канала задаются через безраз-
мерные параметры:

	

 

𝑅∗ =
𝑅�

𝑅�
, 𝐿∗ =

𝐿
𝑅�

, 

 
 

	

где R* — безразмерный радиус канала, L* — безразмерная длина канала. 
Согласно классическим представлениям механики жидкости и газа [Ландау, 1986], 

вязкое течение при низких числах Рейнольдса в расширяющемся (R* > 1) и сужающемся 
(R* < 1) каналах обратимы, что позволяет ограничиться рассмотрением одного из двух 
случаев. В работе анализируется сужающийся канал, для которого радиус входного 
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канала R0 больше, чем RL. Иными словами, для безразмерного радиуса выполняется 
условие: R* < 1.

Аналитический подход
Поскольку рассматривается канал, состоящий из двух отрезков-капилляров, то форму-
ла (3) упрощена до:
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Для представления результатов и анализа моделей использованы безразмерные пара-
метры и безразмерный эффективный радиус — форм-фактор Ф, который показывает, 
во сколько раз абсолютный эффективный радиус отличается от радиуса канала на вхо-
де R0:
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где ΔP0 — перепад давления на концах канала (рис. 1) для случая, когда радиусы отрез-
ков капилляров одинаковы и реализуется течение Пуазейля, т. е. при R* = 1; ΔPc — пере-
пад давления на концах канала (рис. 1), полученный в результате численного решения.

Ключевые параметры и модели, принятые в численном подходе:
1.	 Решается осесимметричная задача в цилиндрической системе координат. Гео-

метрия задана сечением, соответствующим рис. 1.
2.	 В качестве флюида выбрана несжимаемая вязкая жидкость плотностью  

998,2 кг/м3 и динамической вязкостью 1,0093 мПа∙с, соответствующая свой-
ствам воды при температуре 20 °С.
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3.	 На выходе канала поддерживается постоянное давление 0 Па; на вход задан 
параболический профиль скорости с ее максимальным значением vmax = 1 мм/с 
(рис. 2). Граничное условие на входе задано так, чтобы течение соответствовало 
течению Пуазейля. Стоит отметить, что используемые граничные условия нару-
шают обратимость численного решения задач с расширяющимся и сужающимся 
капиллярами. В дальнейшем необходимо провести численные эксперименты 
при других граничных условиях с целью рассмотрения других возможных ре-
жимов течения. Как было отмечено ранее, в данной работе расчеты проведены 
только для сужающегося канала, так как анализировался аналитический подход 
к расчету эффективного радиуса.

4.	 Модель течения — “Laminar Flow”, что предполагает численное решение полных 
уравнений Навье–Стокса для ламинарного режима. На стенках установлено 
условие “No slip” (без проскальзывания).

5.	 Расчетная сетка задана треугольной сеткой частотой “Extra Fine” (примерно 
10 тыс. элементов в сечении, рис. 2).

6.	 Задача стационарная, для ее решения использован встроенный прямой решатель 
линейных задач PARDISO [Уолтер, 2013], использующий метод LU-разложения, 
сравнительный анализ которого приведен в [Баранова, 2020].

Рис. 2. Схема численной задачи (сверху) и сетка (снизу)
Fig. 2. Numerical model scheme (top) and mesh (bottom)

В результате были получены численные значения давления и скорости течения по ко-
ординатам r и z, построены графики, характеризующие течение (линии тока, профили 
скорости, изменение давления вдоль канала), а также зафиксирован перепад давления 
между точками А и В (см. рис. 2), что соответствует величине ΔPc. По полученному ΔPc 
вычислен форм-фактор по формуле (6), анализ которого приведен ниже.
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Результаты и обсуждение

Анализ течения
Для анализа характера течения через канал были построены профили скоростей в его 
характерных поперечных сечениях (рис. 3а), показаны линии тока в продольном сечении 
(рис. 3б) и график падения давления вдоль оси канала (рис. 3в).

Профили скоростей на рис. 3а построены для следующих сечений: А — вход в канал, 
который показывает параболический профиль с максимальной скоростью vmax и со-
ответствует граничному условию на входе; В — 0,95∙(L/2) — сечение перед входом 
во второй капилляр; С — 1,05∙(L/2) — сечение сразу после входа во второй капилляр; 
D — 0,9∙L — сечение перед выходом из канала. Профили С и D имеют параболический 
вид, однако в сечении В при отдалении от центра к стенкам большего канала отмечены 
небольшие отрицательные значения скорости. Это связано с образованием отрыва пото-
ка в углах большего канала, визуализация линий тока на рис. 3б наглядно это показывает. 
Возникновение области отрыва потока влияет на характер падения давления у границы 
капилляров. На рис. 3в падение давления вне отрывной зоны почти линейно, а область 
его нелинейного изменения соотносится с положением и шириной отрывной зоны ΔL.

Рис. 3. Характеристики течения в канале: а — профили скорости в 4 поперечных 
сечениях канала, r/R0 — обезразмеренная на радиус канала на входе 
R0 радиальная координата, vz/vmax — обезразмеренная на максимальную скорость 
потока на входе vmax продольная составляющая скорости потока;  
б — линии тока в сечении канала; в — падение давления вдоль оси канала;  
Р/Р0 — обезразмеренное на давление на входе Р0 давление на оси,  
z/L — обезразмеренная на длину канала L продольная координата
Fig. 3. Flow characteristics in the channel: (а) velocity profiles at four cross-
sections of the channel, where r/R0 is the radial coordinate normalized by the inlet 
channel radius R0, and vz/vmax is the longitudinal velocity component normalized 
by the maximum inlet velocity vmax; (б) streamlines in the channel cross-section; 
(в) pressure drop along the channel axis, where P/P0 is the pressure on the axis 
normalized by the inlet pressure P0, and z/L is the longitudinal coordinate normalized 
by the channel length L
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Исходя из рис. 3, одним из факторов, влияющих на разницу между аналитически 
рассчитанным форм-фактором и численным, потенциально является отрывная зона. 
Для количественной оценки этого влияния был проведен параметрический анализ: 
серия численных экспериментов, в которых геометрические параметры канала варьи-
ровались в следующих диапазонах: R* = [0,01:0,01:1], L* = [1; 2; 4; 6; 10]. Для каждого 
случая был определен численный и аналитический перепад давления на концах канала, 
а также рассчитано отношение аналитического форм-фактора к численному. В резуль-
тате получено 5 кривых, показывающих это отношение в зависимости от геометрии 
канала. Кривые приведены на рис. 4.

Рис. 4. Отношение численного форм-фактора к аналитическому в зависимости 
от геометрических характеристик канала: безразмерного радиуса R* 
и безразмерной длины L*

Fig. 4. Ratio of the numerical form factor to the analytical one as a function 
of the geometric characteristics of the channel: dimensionless radius R* 
and dimensionless length L*

Исходя из графиков рис. 4, для достаточно длинных капилляров, у которых абсолют-
ная длина превосходит радиус на входе в 2 раза и более, аналитически рассчитанный 
форм-фактор близок к эталонному (кривая стремится к линии Фс/Фa = 1). В частности, 
для случаев L* = 4, 6 и 10 аналитическая модель дает близкое к эталонному значение 
форм-фактора. С уменьшением длины капилляра отличия нарастают и, например, 
для случая, когда относительная длина капилляра равна 1, разница между аналитическим 
и численным подходом составляет порядка 10%. Влияние относительной длины канала 
на кривые форм-фактора связано со вкладом отрывной зоны в общую картину течения. 
Вне этой зоны преобладает течение, параллельное оси канала, характеризующееся па-
раболическим профилем скорости. Внутри отрывной зоны существенным становится 
радиальное течение, при этом в очень коротких капиллярах (рис. 5б) оно преобладает 
над продольным. Для применения уравнения Пуазейля (1) необходимо, чтобы в канале 
радиальное течение было пренебрежимо мало, и нарушение именно этого условия объ-
ясняет несовпадение кривых форм-фактора с Фс/Фa = 1 в случае с короткими каналами.
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а   					              б
Рис. 5. Влияние относительной длины канала на линии тока: а — относительная 
длина канала L* = 3; б — L* = 1
Fig. 5. Effect of the relative channel length on streamlines: (а) relative channel length  
L* = 3; (б) L* = 1

Отношение радиусов отрезков капилляров также влияет на форм-фактор: при при-
ближении относительного радиуса канала R* к 1, при котором канал стремится к капил-
ляру одного радиуса, разница между форм-факторами уменьшается. При этом, согласно 
графику рис. 5, только с некоторого значения R* (примерно с 0,5) кривая начинает воз-
растать и стремится к 1. Аналогично у каналов с большим перепадом радиусов больше 
отрывная зона и при одинаковой длине капилляров больше ее вклад.

Исходя из проведенного анализа течения следует вывод, что на точность аналитиче-
ского расчета эффективного радиуса влияют геометрические параметры канала, а имен-
но относительный радиус R* и длина L*. Они влияют на размеры отрывной зоны и, как 
следствие, определяют, насколько результаты аналитического расчета будут отличаться 
от эталонных численных. Таким образом, применимость аналитического подхода оцени-
вается областью значений (R*; L*), при которых отрывная зона вносит незначительный 
вклад в общую картину течения. Численно границы этой области определены ниже.

Оценка области применимости  
аналитического расчета

Согласно определению и формуле (4), эффективный радиус определяется функцией, 
зависящей от длины системы L:
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В зоне отрыва ΔL закон падения давления не линеен, что приведет к ошибке в 
определении Reff. Оценить эту ошибку возможно, исключив длину области отрыва 
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Протяженность отрывной зоны различными исследователями определяются 
достаточно условно в зависимости от целей исследования. Например, в работе 
[Борзенко, 2017] вместо отрывной зоны рассматривается более широкое понятие — 
зона двумерного течения, вне которой радиальная скорость потока не превосходит 
установленного предела. Авторы установили, что между шириной зоны двумерного 
течения и разностью радиусов каналов (шириной ступеньки) существует прямая 
зависимость.  Кроме того, авторы выделили зону рециркуляции и показали, что ее 
ширина также зависит от ширины ступеньки: чем больше ширина, тем больше 
протяженность зоны рециркуляции. На основании этого для количественных оценок 
в данной работе принято, что область, в которой закон изменения давления не линеен 
— это область перед границей капилляров шириной R1 – R2, так как в ней 
гарантировано нарушается течение Пуазейля. Тогда после замены ΔL = R1 – R2: 
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В безразмерных параметрах отношение ошибки к абсолютной величине 
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авторы выделили зону рециркуляции и показали, что ее ширина также зависит от ши-
рины ступеньки: чем больше ширина, тем больше протяженность зоны рециркуляции. 
На основании этого для количественных оценок в данной работе принято, что область, 
в которой закон изменения давления не линеен — это область перед границей капилля-
ров шириной R1 – R2, так как в ней гарантировано нарушается течение Пуазейля. Тогда 
после замены ΔL = R1 – R2:
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ширина также зависит от ширины ступеньки: чем больше ширина, тем больше 
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в данной работе принято, что область, в которой закон изменения давления не линеен 
— это область перед границей капилляров шириной R1 – R2, так как в ней 
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Полагая, что относительная погрешность расчета эффективного радиуса не долж-
на превышать X%, что устанавливается исходя из целей исследования, формула (7) 
позволяет определить области (L*, R*), внутри которых это требование выпол-
няется. Граница областей будет задана кривой, уравнение которой определяется 
из формулы (7). Для случая, когда относительная погрешность не превосходит X%,  
ΔReff/Reff = X/100 и после упрощения (7) уравнение кривой примет вид:
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На рис. 6 изображены изолинии, в точках которых аналитический расчет дает по-
грешность 0,1; 1; 5; 10 и 15%. Области над изолиниями соответствуют зонам, в которых 
погрешность не превышает 0,1; 1; 5; 10 и 15% соответственно.

Исходя из рис. 6, для капилляров, чья относительная длина больше примерно 2,2, по-
грешность аналитического расчета эффективного радиуса не превышает 10% для любых 
значений отношения радиусов. При этом аналогичная точность на коротких капиллярах 
достижима только для капилляров, отношение радиусов которых близко к 1.
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Рис. 6. Изолинии относительной погрешности аналитического расчета 
эффективного радиуса
Fig. 6. Isolines of the relative error in the analytical calculation of the effective radius

Выводы
В работе выполнен анализ погрешности, возникающей при представлении двух после-
довательно соединенных цилиндрических капилляров различных радиусов модельным 
капилляром постоянного эффективного радиуса. Значение эффективного радиуса рас-
считывалось аналитически с использованием модели течения Пуазейля таким образом, 
чтобы гидродинамические параметры после замены сохранялись. Результаты сравни-
вались со значениями, полученными в ходе численных экспериментов. Установлено:

1.	 Для системы капилляров, общая длина которой превосходит радиус входного 
капилляра в два раза (L* > 2), точность расчета эффективного радиуса по анали-
тическому подходу, рассмотренному в статье, превышает 90%.

2.	 Точность анализируемого подхода определяется вкладом отрывной зоны в месте 
соединения капилляров, в которой возникает радиальное и обратное течение.

3.	 Если длина системы капилляров меньше, чем двойной входной радиус, то точ-
ность моделирования зависит от отношения этих радиусов, так как оно опре-
деляет протяженность отрывной зоны. При значениях безразмерного радиуса 
близких к 1, предложенный аналитический подход применим даже для очень 
коротких капилляров.

4.	 В работе предложен способ оценки погрешности аналитического расчета эф-
фективного радиуса, позволяющий определить область применимости возмож-
ности представления двух капилляров с различными радиусами одним с анали-
тически рассчитанным эффективным радиусом.

Рассмотренный аналитический подход к определению эффективного радиуса позво-
ляет использовать его для разработки комплексных моделей пористых сред при условии 
соблюдения границ применимости геометрических параметров. 
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Abstract. Developing multilayer reservoirs with a single grid of horizontal wells is 
chosen out of economic feasibility. The operating of low-permeability reservoirs 
often involves hydraulic fracturing. In this approach, it is difficult to determine the 
contribution of each layer to well production, which makes it impossible to correctly 
estimate reserve recovery and plan IOR/EOR technologies.
The currently known methods and tools for solving the production separation 
problem are not accurate enough, and the increasing trend towards faster workflows 
is leading to a gradual shift away from hydrodynamic modelling and towards simple 
analytical models. One of such models is the CRM, which requires a minimal set of 
input data and allows obtaining information on interwell connectivities as well as 
prediction of production dynamics.
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This paper considers the application of the multilayer CRM to calculate production 
dynamics of horizontal wells by layers with constant or varying fracture productivity 
factor. The effectiveness of the proposed approach is confirmed by numerical 
experiments using synthetic hydrodynamic model.

Keywords: material balance model, CRM, capacitance-resistive models, collaborative 
development, splitting liquid production 
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Введение
Разработка низкопроницаемых коллекторов обычно осуществляется горизонтальны-
ми скважинами с многостадийным гидроразрывом пласта. Такой подход позволяет 
значительно увеличить дренируемый объем. В случаях, когда между продуктивными 
пластами есть небольшая глинистая перемычка (до 20 м), возможно целенаправленное 
или непреднамеренное приобщение ниже/вышележащего пласта трещинами ГРП 
(рис. 1). В настоящей статье рассматривается случай, когда проводка горизонтального 
участка скважины осуществляется в одном пласте, являющимся целевым, а трещинами 
дренируется как целевой, так и нецелевой пласт. В такой ситуации определить долю 
добычи или закачки жидкости для каждого пласта в отдельности задача затруднитель-
ная. В случае, когда факт прорыва трещин ГРП в нецелевой пласт неизвестен, степень 
неопределенности возрастает. 

Самый распространенный подход к разделению добычи и закачки — разделение 
по гидропроводности — не предусматривает возможную изменчивость коэффициентов 
разделения, обусловленную нестационарностью пластового давления. Промыслово-ге-
офизические исследования (ПГИ) обладают высокой точностью и достоверностью, 
но требуют остановки скважины, что сопряжено с дополнительными затратами. Кроме 
того, при совместной разработке ПГИ с определением профиля притока для горизон-
тальных скважин с трещинами ГРП неинформативны, так как не позволяют количе-
ственно оценить приток с каждого пласта. Еще одним инструментом, позволяющим 
решать задачи разделения, является гидродинамическая модель. Однако результаты 
расчетов в значительной степени зависят от принятых предположений о геологическом 
строении пласта и его свойствах.
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Временная константа  для каждой добывающей скважины может определяться как 
общая для всех слоев, так и для каждого слоя в отдельности. Как было показано в работе 
[Moreno, 2013], на зрелых месторождениях оба подхода обеспечивают одинаковую 
точность. Моделирование притока жидкости к скважине путем моделирования притока 
отдельно для каждого слоя представляется более логичным с точки зрения строения 
пласта и более приближенным к реальности. При этом в разы увеличивается количество 
настраиваемых параметров. Пласты коллектора могут находиться в гидродинамиче-
ской связи друг с другом, что подразумевает наличие перетоков между контрольными 
объемами. Такая особенность значительно усложняет модель и увеличивает время, 
необходимое для решения оптимизационной задачи.

В ранее опубликованных работах, посвященных многослойной модели CRM, задача 
разделения добычи по пластам решалась для вертикальных скважин, причем интервалы 
притока достаточно достоверно определялись величиной перфорации. Так, в работе 
[Степанов и др., 2018] предлагают использовать уравнение ML-CRM совместно с урав-
нением для пластового давления, отмечая, что такой подход «способствует увеличению 
надежности при идентификации управляющих параметров». Однако на сегодняшний 
день частота и достоверность замеров пластового давления на практике не могут гаран-
тировать корректность полученного результата моделирования.

В работе [Prakasa, 2017] предлагают использовать систему многослойных моделей 
СRMP (CRMP-MLCr) с учетом перетоков между пластами. Большое количество настра-
иваемых параметров делают модель крайне ресурсозатратной для применения к задачам 
разделения. В работе [Moreno, 2013] показаны результаты применения модели CRM 
с использованием динамических коэффициентов взаимовлияния для воспроизведения 
дебита по пластам для вертикальных скважин. Нестационарность коэффициентов вза-
имовлияния определяется состоянием перфорации на каждом временном шаге.

Наибольший интерес представляет работа [Бекман, 2021], где для решения задачи 
разделения добычи и закачки жидкости автор предлагает ввести в целевую функцию 
разность модельных давлений, рассчитанных из уравнения Дарси и материального 
баланса. Кроме того, автор вводит дополнительное ограничение на отношение про-
дуктивностей рассматриваемых пластов, что позволяет выделять корректные решения 
из множества возможных.

Предложенные ранее модели и методики разделения добычи рассматривают ситуа-
ции, когда доли дебитов с каждого пласта не изменяются во времени, а интервал притока 
является достоверно известной и постоянной величиной. Для вертикальных скважин 
логично предположить, что добыча пропорциональна , что, в свою очередь, позволяет 
легко рассчитать пропорции добычи. Для трещин ГРП подобную оценку пропорций 
получить крайне затруднительно, а чаще всего невозможно. Более того, параметры 
трещины могут изменяться вследствие ухудшения свойств пласта, а значит приток жид-
кости к трещине и коэффициенты разделения также будут изменяться. В связи с этим 
возникает необходимость исследования применимости многопластовой модели CRM 
к задачам разделения добычи горизонтальных скважин с трещинами ГРП.
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Использование модели CRMP-ML 
для разделения добычи жидкости
В настоящей статье рассматривается новый метод разделения добычи жидкости, исполь-
зующий комбинацию моделей CRMP-ML6 [Бекман, 2021] и модели CRM, учитывающей 
изменчивость коэффициентов продуктивности [Шевцов, Степанов, 2022]. Модель 
CRMP-ML6 описывает систему из NP добывающих и NI нагнетательных скважин. 
Будем считать, что динамика приемистости для каждого из рассматриваемых пластов 
заранее известна. На практике такая информация может быть получена в ходе промыс-
лово-геофизических исследований скважины с определением профиля приемистости. 
Отметим, что в данной работе рассматривается совместный фонд горизонтальных сква-
жин на двухпластовом объекте, так как разделение добычи именно для такого объекта 
является наиболее распространенной задачей на практике.

Если в уравнении (2) опустить слагаемое, отвечающее за изменение дебита за счет 
изменения забойного давления, а за шаг по времени принять единицу, то для пласта l 
получим:
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Такое упрощение справедливо для случаев, когда забойное давление добывающей 
скважины в процессе эксплуатации изменяется незначительно.

Настраиваемые параметры  и  определяются в ходе решения оптимизаци-
онной задачи. Предложенная в модели CRMP-ML6 целевая функция включает в себя 
невязку между суммой попластовых дебитов и фактическим дебитом, разность модель-
ных оценок пластовых давлений и невязку дебитов для каждого объекта в отдельности. 
Последнее слагаемое ограничивает возможности использования модели, так как обе-
спечивает постоянство пропорций разделения дебитов. В нашей постановке мы пред-
полагаем возможную изменчивость коэффициентов разделения, поэтому используемая 
целевая функция (для одной добывающей скважины) выглядит следующим образом:
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где  — фактический дебит жидкости,  — пластовое давление, выраженное 

из уравнения Дарси,  — пластовое давление, выраженное из уравнения матери-

ального баланса,  — весовые коэффициенты, обеспечивающие наилучшую сходи-
мость к решению при условии .

Таким образом, при поиске минимума функции (4) известными параметрами являют-

ся дебиты жидкости , приемостости  и забойные давления добывающих сква-

жин . При этом для каждой скважины (для каждой трещины ГРП) принимается 

допущение: . В ходе решения оптимизационной задачи определяются 

временные константы , коэффициенты взаимовлияния  и коэффициенты про-

дуктивности .
Задание ограничений на настраиваемые параметры при нахождении минимума целе-

вой функции является принципиально важным шагом. Для модели CRMP ограничения 
обусловлены физическим смыслом величин и имеют вид:
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Для корректного разделения добычи помимо ограничений, используемых в CRMP, 
необходимо задание дополнительных, учет которых позволяет избежать неопределен-
ности. Для упомянутой выше целевой функции предлагается введение информации 
о соотношении коэффициентов продуктивности пластов (8). При этом появляется 
возможность исключить один из коэффициентов продуктивности из целевой функции.

	

 
𝐽(�)

𝐽(�) =
𝑘(�)ℎ(�)

𝑘(�)ℎ(�). (8) 

 
 

	 (8)

В уравнении (8) не учитывается вязкость , так как мы предполагаем, что для обоих 

пластов это единое значение. Величина представляет собой эффективную высоту 
трещины, приходящуюся на пласт .

Замечание. Как показывает практика, значения эффективной высоты трещины и про-
дуктивной высоты могут не совпадать. В реальности возможны случаи, когда трещины 
прорываются в нецелевой пласт, но не дренируют его запасы, так как рабочий интервал 
приходится только на целевой пласт. 
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Условие (8) предполагает постоянство соотношений продуктивности для пластов 
1 и 2. Как было отмечено ранее, вследствие естественных или техногенных повреждений 
возможно ухудшение свойств как трещины (затухание), так и дренируемой области. 
В таком случае пропорции разделения и соотношение коэффициентов продуктивности 
могут значительно изменяться со временем.
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где 𝑎  — положительный коэффициент, 𝑡 — время с момента начала работы 
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где  — положительный коэффициент,  — время с момента начала работы трещины.
Для корректного расчета дебита жидкости той части трещины, продуктивность 

которой изменяется во времени, будем использовать упомянутую ранее модификацию 
модели CRM:
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где  — общая сжимаемость системы,  — дренируемый j-й добывающей скважиной 
поровый объем.

При использовании уравнения (11) в целевой функции (4) появляется дополнитель-

ный настраиваемый параметр . Добавим, что, определив начальный коэффициент 

продуктивности , с помощью выражений (8) и (10) мы можем определить значения 
коэффициентов продуктивности для каждого пласта на каждом шаге. 

Численные эксперименты
Для исследования применимости модели CRMP-ML к задаче разделения добычи жид-
кости для горизонтальных скважин с трещинами ГРП в коммерческом симуляторе была 
построена синтетическая гидродинамическая модель. Модель состоит из 2 нефтена-
сыщенных пластов, разделенных тонким непроницаемым слоем, который имитирует 
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глинистую перемычку. Одним из допущений является то, что движение флюида рассма-
тривается только в плоскости пласта.

Размеры модели 2400*2400*30 м3. Проницаемость 1-го и 2-го  пластов 12 и 3 мД 
соответственно (рис. 2). Пористость постоянна для всего рассматриваемого объема 
и равна 20%. Заданные в симуляторе свойства воды и нефти одинаковы, то есть ис-
пользуется модель «разноцветных жидкостей». В модели имитируется пятиточечная 
система разработки из 9 горизонтальных скважин (5 добывающих и 4 нагнетательных) 
длиной L = 500 м. Для каждой скважины с помощью ключевого слова заданы 6 трещин 
ГРП. Трещины скважин PROD2 и INJ2 вскрывают пласт 2 частично. Трещины скважин 
PROD4 и INJ4 работают только на пласт 1. Забойное давление на добывающих скважи-
нах постоянно.

 

    
                                                    

 

3 мД 

12 мД 

Рис. 2. Абсолютная проницаемость пластов 1, 2 в модели
Fig. 2. Absolute permeability of layer 1, 2 in the model

Численные эксперименты проводились согласно следующему алгоритму:
1.	 Моделирование с использованием гидродинамического симулятора системы 

горизонтальных скважин с заданной динамикой приемистости.
2.	 Полученные на шаге 1 данные по суммарной добыче жидкости каждой скважины 

используются для настройки модели CRMP-ML. Настройка модели (минимиза-
ция целевой функции) осуществляется встроенным в MS Excel методом «Поиск 
решения нелинейных задач методом ОПГ». Период настройки — 15 месяцев.

3.	 Сопоставление результатов разделения добычи жидкости по пластам, получен-
ных из ГДМ (принимается за факт) и с помощью модели CRMP-ML.

В данной работе были рассмотрены следующие задачи.
Задача 1. Отношение продуктивностей трещин на пласте 1 и 2 постоянно и известно.
Задача 2. Аналогично условиям задачи 1, только продуктивность трещин на пласте 

1 для скважин PROD1, PROD3 и PROD5 задана зависимостью 
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В гидродинамическом симуляторе затухание трещин реализовано с помощью клю-
чевого слова, которое позволяет задать временную функцию множителя проводимости 
ячеек, в которых работает трещина (рис. 3).

Рис. 3. Динамика множителя продуктивности трещин в задаче 2
Fig. 3. Dynamics of fracture productivity multiplier in case 2

Разделение закачки во всех задачах выгружалось из ГДМ и при настройке моделей 
CRM считалось заранее известным.

Динамика добычи жидкости для каждого пласта приведена на рис. 4–5. Сравнение 
средней относительной ошибки (MAPE) дебита жидкости, рассчитанного с использо-
ванием CRMP-ML относительно дебита жидкости, полученного из ГДМ, представлено 
в табл. 1. Отметим, что оценка изменения настраиваемых параметров и их устойчивости 
при смене режимов работы скважин не являлись целью данной работы.

Результаты, полученные с использованием многопластовой модели CRM, удовлет-
ворительно коррелируют с результатами гидродинамического симулятора. В задаче 
1 модель CRMP-ML демонстрирует приемлемую сходимость динамики попластовых 
дебитов с фактическими данными. Слабая изменчивость коэффициентов разделе-
ния является следствием постоянства отношения коэффициентов продуктивности  
трещин.

В задаче 2 с помощью функции затухания имитируется немонотонная динамика 
коэффициентов разделения. Продуктивность части трещин ГРП, дренирующих 
пласт 1, со временем снижается по экспоненциальной зависимости (рис. 3). По-
лученные коэффициенты разделения для скважин, на которых имитируется сни-
жение продуктивности, изменяются в интервале от 0,15 до 0,82. Использование 
модификации модели CRM (11) совместно с модельными оценками пластовых 
давлений позволило получить корректную динамику дебита жидкости по пластам. 
По результатам расчетов с помощью многопластовой CRM для скважин PROD1, 
PROD3 и PROD5 на 8–10-й месяц наблюдается смена преобладающего пласта 
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с точки зрения дебита, что соотносится с результатами гидродинамического моде-
лирования.

Табл. 1. Оценка качества настройки моделей
Table 1. History matching quality estimations for considered models

Задача Скважина MAPE (q(1)), % MAPE (q(2)), %

CRMP-ML Разделение 
по kH

CRMP-ML Разделение 
по kH

1

PROD1 4,0 2,2 17,8 10,7

PROD2 0,9 2,8 5,2 17,4

PROD3 2,5 1,4 10,2 6,5

PROD4 0,6 0,0 - -

PROD5 3,0 7,6 17,7 50,0

2

PROD1 9,4 84,2 7,9 49,9

PROD2 2,8 1,5 16,6 10,5

PROD3 4,6 110,6 3,4 53,6

PROD4 1,3 0,0 - -

PROD5 10,4 46,0 14,9 42,1

Стоит отметить, что метод разделения добычи по гидропроводности изначально 
не предполагает изменение коэффициентов разделения. Такое ограничение делает 
метод неприменимым для скважин с трещинами ГРП, свойства и конфигурация 
которых могут значительно изменяться со временем. Если в задаче 1 разделение до-
бычи по гидропроводности удовлетворительно воспроизводит фактические данные, 
то при усложнении постановки, а именно при задании нестационарного коэффици-
ента продуктивности, подтверждается некорректность применения данного метода 
к задаче разделения.

Будущие исследования
В данной работе мы решаем задачу разделения добычи жидкости, упуская из внимания 
тот факт, что для задач оптимизации заводнения необходимо знать в том числе разде-
ление добычи нефти. Например, высокая доля добычи жидкости с одного из пластов 
может являться результатом как положительного воздействия (дренирование запасов 
нефти), так и отрицательного (прорыв нагнетаемой воды к трещинам ГРП). Добавим, 
что адекватное понимание выработки пластов должно стать шагом к построению карт 
остаточных запасов.
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 Пласт 1_Факт 
Пласт 1_CRMP-ML 

Пласт 2_Факт 
Пласт 2_CRMP-ML 

Рис. 4. Динамика дебита жидкости по пластам в задаче 1
Fig. 4. Dynamics of liquid rate for each layer in case 1
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 Пласт 1_Факт 
Пласт 1_CRMP-ML 

Пласт 2_Факт 
Пласт 2_CRMP-ML 

Рис. 5. Динамика дебита жидкости по пластам в задаче 2
Fig. 5. Dynamics of liquid rate for each layer in case 2
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Существенным ограничением является тот факт, что мы можем разделять добычу 
только для участков со сложившейся системой разработки, где организована система 
ППД. Для месторождений с преимущественно добывающим фондом вопрос разделения 
добычи с помощью CRM актуален и требует дальнейшего изучения.

Заключение
Проведенное исследование позволило оценить применимость многопластовой модели 
CRM к задачам разделения добычи жидкости горизонтальных скважин с трещинами 
ГРП. Предложен подход, позволяющий получить корректную динамику распределе-
ния добычи жидкости для двухпластового объекта при условии нестационарности 
коэффициентов разделения. Эффективность подхода по сравнению с принятыми под-
тверждается результатами гидродинамического моделирования. На сегодняшний день 
предложенный подход способен давать результаты, на основании которых могут быть 
сформированы геолого-технологические мероприятия.
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Одной из возможных причин возникновения дисбаланса ротора центробежного 
нагнетателя в процессе эксплуатации является образование отложений в его проточ-
ной части [Кунина и др., 2018]. В работах [Перевощиков, 2011; Перевощиков, 2016; 
Перевощиков, 2020] диагностика проточной части осуществляется путем анализа 
термодинамических характеристик перекачиваемого газа. При этом не учитывается 
возможность появления дисбаланса ввиду неравномерности распределения потока 
газа по каналам рабочего колеса, вызванной наличием отложений. В настоящее время 
существует множество различных методик очистки проточной части центробежного 
нагнетателя от отложений [Егоров и др., 2021; Дадонов, 2021; Манькина и др., 2005]. 
При этом очистка выполняется по среднему времени наработки агрегата. 

Таким образом, целью исследования является построение математической модели, 
позволяющей по данным, допускающим непосредственное измерение, оценивать вели-
чину дисбаланса ротора центробежного нагнетателя, вызванного наличием отложений. 
Это позволяет проводить мероприятия по очистке не по среднему времени наработки 
агрегата, а непосредственно по его текущему техническому состоянию. 

В работе [Степанов и др., 2024] исследуется дисбаланс, обусловленный прецессией 
ротора центробежного нагнетателя (прецессионный дисбаланс), вызванный неравно-
мерным распределением отложений по его рабочим колесам первой и второй ступени. 
В этой работе не учитывается взаимное расположение межлопаточных каналов с отло-
жениями, а также их толщина. Неравномерное распределение отложений на рабочем 
колесе первой ступени вызывает дисбаланс, обусловленный эксцентриситетом, т. е. 
отклонением центра масс вала от оси вращения. 

Отложения в проточной части центробежного нагнетателя наиболее выражены 
на рабочем колесе первой его ступени, и их наличие значительно уменьшается на по-
следующих ступенях сжатия. При этом распределение отложений по межлопаточным 
каналам рабочего колеса первой ступени может происходить геометрически нерав-
номерно.

При образовании отложений в одном из каналов рабочего колеса агрегата наблюдает-
ся тенденция на увеличение интенсивности накопления отложений в предшествующем 
(относительно направления вращения) ему канале. Ввиду того, что на входе в предше-
ствующий канал давление имеет тенденцию к увеличению, происходит торможение 
потока газа. При этом увеличивается расход газа в данном канале, что обуславливает 
неравномерность распределения расхода газа.

В каждом отдельном канале с ростом толщины слоя отложений увеличивается ше-
роховатость стенок. Толщина пристенного пограничного слоя, где происходит тор-
можение потока, увеличивается, что также ведет к увеличению интенсивности роста 
отложений.

Образование отложений в межлопаточных каналах рабочего колеса центробежного 
нагнетателя влияет на движение потока газа и приводит к изменению расхода как в кана-
лах с отложениями, так и без. В результате перераспределения расхода газа происходит 
изменение момента силы в отдельных каналах на всем рабочем колесе.
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Очевидно, что при 0b →  выполняется 
Qq
k

→  — массовый расход газа в межлопа-
точных каналах без отложений.

Идентифицируем параметры j
kA , j

kα  в выражении (4).

Поскольку 
( )Q k j q

q
j∗

− −
=  и 0q∗ ≥ , имеем 0 Qq

k j
< ≤

−
. 

Обозначим kb  — ширину канала, соответствующую максимальному возможному 
значению b . 

Тогда

	

( )k
Qq b

k j
=

−
.

Отсюда в силу (4) имеем:

	

( )

1
j j

k kj
kj

k k
Q QA b

k j k

α α
αη

   = +   −   
,

и

	 ( )

j j
k k

j
k

j
k

k

Q Q
k j k

A
b

α α

αη

   −   −   = .	 (5)

Очевидно, безразмерный показатель степени j
kα  должен зависеть от значений j и k. 

Рассмотрим графики зависимостей ( )q b , например при 4j =  и постоянном общем 

расходе Q = 205 кг/с для различных 1j
kα <  и 1j

kα ≥ .

При 1j
kα <  зависимость ( )q b  «быстро» возрастает при малых значениях b (рис. 1), 

что не соответствует физическому смыслу. Поэтому примем 1j
kα ≥  (рис. 2), поскольку 

графики ( )q b  таких зависимостей с ростом b «медленно» изменяются при малых 
значениях b, и это соответствует физическому смыслу.

Кроме этого, полагая 1j
kα ≥  в автомодельной функции для определения ( )q b , эм-

пирически будем считать j
k

k
j

α = . Построим зависимость ( )( ),j
kM q b b  при j

k
k
j

α = , 
для различных значений j.
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Рис. 1. Зависимость массового расхода газа ( )q b  в каждом межлопаточном 
канале без наличия отложений с учетом перераспределения для 4j =  и 26=  
при постоянном общем расходе Q = 205 кг/с, в предположении 1j

kα <
Fig. 1. Dependence of the mass flow rate ( )q b  of gas in each interblade channel 
without the presence of deposits, taking into account the redistribution for 4j =  
and 26k =  at a constant total flow rate of Q = 205 kg/s, assuming 1j

kα <

Рис. 2. Зависимость массового расхода газа ( )q b  в каждом межлопаточном 
канале без наличия отложений с учетом перераспределения для 4j =  и 26k =  
при постоянном общем расходе Q = 205 кг/с, в предположении 1j

kα ≥
Fig. 2. Dependence of the mass flow rate ( )q b  of gas in each interblade channel 
without the presence of deposits, taking into account the redistribution for 4j =  
and 26k =  at a constant total flow rate of Q = 205 kg/s, assuming 1j

kα ≥









137

Моделирование дисбаланса ротора нагнетателя, обусловленного отложениями…

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. Том 11. № 2 (42)

Список источников
Будзуляк Б. В., Лопатин А. С., Ляпичев Д. М. 2019. Техническое диагностирование обору-

дования и трубопроводов объектов нефтегазового комплекса с применением инноваци-
онных технологий // Автоматизация, телемеханизация и связь в нефтяной промышлен-
ности. № 11 (556). С. 21–26. DOI 10.33285/0132-2222-2019-11(556)-21-26 

Дадонов Д. Д. 2021. Исследование и совершенствование метода очистки проточных частей 
ГТД // Аллея науки. Том 1. № 11 (62). С. 116–122.

Егоров А. Г., Шарафеев Р. Ф., Сагбиев И. Р. (2021). Применение инновационного метода 
очистки сменной проточной части центробежного компрессора ГПА без остановки 
на ремонт // Компрессорная техника и пневматика. № 4. С. 41–44.

Зусман Г. В., Барков А. В. 2011. Вибродиагностика: учебное пособие / Под общей редакцией 
В.В. Клюева. М.: Издательский дом «Спектр». 215 с.

Кампсти Н. 2000. Аэродинамика компрессоров / пер. с англ. под ред. Ф. Ш. Гельмедова,  
Н. М. Савина. М.: Мир. 688 с.

Кунина П. С., Величко Е. И., Степанов М. С. [и др.]. 2018. Влияние отложений на лопатках 
на работу нагнетателя газоперекачивающего агрегата // Нефть. Газ. Новации. № 5. 
С. 55–57.

Кунина П. С., Павленко П. П., Величко Е. И. 2010. Диагностика энергетического обо-
рудования трубопроводного транспорта нефти и газа. Краснодар: Издательский дом 
«Юг». 552 с.

Ляпичев Д. М., Житомирский Б. Л., Адмакин М. М.  [и др.]. 2018. Разработка и внедрение 
системы мониторинга НДС конструкций компрессорных станций газопроводов // 
CADFEM Review. № 5. С. 14–18.

Манькина Н. Н., Овечкина О. В., Загретдинов И. Ш. 2005. Опыт применения парокис-
лородной очистки, пассивации и консервации проточных частей паровых турбин // 
Теплоэнергетика. № 2. С. 47–52.

Перевощиков, С. И. 2011. Параметрическая диагностика технического состояния центро-
бежных нагнетателей природного газа // Известия высших учебных заведений. Нефть 
и газ. № 3 (87). С. 97–107.

Перевощиков С. И. 2016. Методика параметрической диагностики газоперекачиваю-
щих агрегатов с турбоприводом // Известия высших учебных заведений. Нефть и газ. 
№ 5 (119). С. 101–108. DOI: 10.31660/0445-0108-2016-5-101-108

Перевощиков С. И. 2020. Анализ методик параметрической диагностики технического 
состояния центробежных нагнетателей природного газа // Известия высших учебных 
заведений. Нефть и газ. № 6 (144). С. 99–106. DOI: 10.31660/0445-0108-2020-6-99-106

Поздеева А. М., Петроченков А. Б. 2020. Методы технической диагностики центробежного 
нагнетателя на газоперекачивающем агрегате // Энергетика. Инновационные направ-
ления в энергетике. CALS-технологии в энергетике. Том 1. С. 40–49.

Решетникова О. А., Гордеева Г. В. 2020. Техническая диагностика и анализ надежности и со-
стояния газоперекачивающих агрегатов // Способы, методы и процессы технического 
и технологического развития: сборник статей по итогам Международной научно-прак-
тической конференции (14 декабря 2020 г., Калуга, Россия). Стерлитамак: «Агентство 
международных исследований». С. 75–79.



138

Степанов М. С., Бунякин А. В., Дунаев В. И. 2025

Вестник Тюменского государственного университета

Седов Л. И. 1977. Методы подобия и размерности в механике. 8-е изд., перераб. М.: Наука. 
440 с.

Степанов М. С., Величко Е. И. 2021. Моделирование изменения крутящего момента ротора 
центробежного нагнетателя с учетом образовавшихся отложений // Прикладная мате-
матика: современные проблемы математики, информатики и моделирования: материалы 
III всероссийской научно-практической конференции молодых ученых (21–24 апреля 
2021 г., Краснодар, Россия). Том I. Краснодар: «Российское энергетическое агентство» 
Минэнерго России Краснодарский ЦНТИ — филиал «РЭА» Минэнерго России. 
С. 53–57.

Stepanov M. S., Bunyakin A. V. 2020. Diagnostics of sediment occurrence in interblade channel 
of injector impeller of gas compressing station by changes of gas flow and torque // IOP 
Conference Series: Earth and Environmental Science: International Science and Technology 
Conference “EarthScience”. Vol. 459. Chapter 4. Article 052081. DOI 10.1088/1755-
1315/459/5/052081

References
Budzulyak, B. V., Lopatin, A. S., & Lyapichev, D. M. (2019). Technical diagnostics of equipment 

and pipelines of oil and gas facilities using innovative technologies. Automation, Telemecha-
nization and Communication in the Oil Industry, 11(556), 21–26. DOI 10.33285/0132-2222-
2019-11(556)-21-26 [In Russian]

Dadonov, D. D. (2021). Research and improvement of the method for cleaning the flow parts 
of gas turbine engines. Alley of Science, 1(11), 116–122. [In Russian]

Egorov, A. G., Sharafeev, R. F., & Sagbiev, I. R. (2021). Application of an innovative method 
for cleaning the replaceable flow part of a centrifugal compressor GPA without stopping 
for repairs. Compressor Technology, and Pneumatics, 4, 41–44. [In Russian]

Zusman, G. V., Barkov, A. V., Klyuev V. V. (2011). Vibration diagnostics. Spektr Publishing. 215 p. 
[In Russian]

Kampsti N. (2000). Aerodynamics compressors. [Translated from English under the editorship 
of F. Sh. Gelmedov, N. M. Savin]. Mir. 688 p. [In Russian]

Kunina, P. S., Velichko, E. I., Stepanov, M. S., et al. The influence of deposits on the blades 
on the operation of the supercharger of the gas pumping unit. Oil. Gas. Innovations, 5, 55–57. 
[In Russian]

Kunina, P. S., Pavlenko, P. P., & Velichko, E. I. (2010). Diagnostics of power equipment for pipeline 
transportation of oil and gas. Publishing House “South”. 552 p. [In Russian]

Lyapichev, D. M., Zhitomirsky, B. L., Admakin, M. M., et al. (2018). Development and imple-
mentation of a system for monitoring the stress-strain state of gas pipeline compressor station 
structures. CADFEM Review, 5, 14–18. [In Russian]

Mankina, N.  N., Ovechkina, O.  V., & Zagretdinov, I. Sh. (2005). Experience in the use 
of steam-oxygen cleaning, passivation and conservation flow parts of steam turbines. Thermal 
Power Engineering, 2, 47–52. [In Russian]

Perevoshchikov, S. I. (2011). Parametric diagnostics of the technical condition of centrifugal 
superchargers of natural gas. Izvestiya vuzov. Neftʹ i gaz = Oil and Gas Studies, 3(87), 97–107. 
[In Russian]









142

Пономарев Р. Ю. 2025

Вестник Тюменского государственного университета

Ключевые слова: машинное обучение, физико-информированные нейронные 
сети, PINN, искусственная нейронная сеть, функции активации

Цитирование: Пономарев Р. Ю. 2025. Вывод параметрических функций актива-
ции нейронной сети для эффективной аппроксимации решений краевых задач 
дифференциальных уравнений параболического типа // Вестник Тюменского 
государственного университета. Физико-математическое моделирование. Нефть, 
газ, энергетика. Том 11. № 2 (42). С. 141–157. https://doi.org/10.21684/2411-
7978-2025-11-2-141-157

Поступила 23.02.2025; одобрена 15.05.2025; принята 17.06.2025

Derivation of parametric activation functions 
of a neural network for effective approximation 
of solutions to boundary value problems of 
differential equations of parabolic type

Roman Yu. Ponomarev* 

Tyumen Petroleum Research Center, Tyumen, Russia
University of Tyumen, Tyumen, Russia
Corresponding author: ryponomarev@tnnc.rosneft.ru*

Abstract. Recently, the use of neural networks for approximating solutions to boundary 
value problems of differential equations has become popular. The method allows to 
obtain a grid-free approximation of the solution under predefined initial boundary 
conditions. However, for training a neural network with an arbitrary activation 
function, it is necessary to use control points in the solution area, where the 
fulfillment of the differential equation and the specified initial boundary conditions 
is checked.  The quality of the final neural network approximation consists of two 
factors: the accuracy of the initial boundary conditions and the accuracy of the 
approximation of the differential equation. This approach has limitations: performing 
the differential equation at control points does not guarantee performing the 
differential equation at arbitrary solution points other than the control points. The 
limitation can be offset by cross-checking the quality of convergence of the neural 
network on test points that are not included in the training set, but it is impossible 
to completely eliminate this effect using this method.
A new approach using parametric activation functions is proposed, which makes it 
possible to efficiently approximate solutions to boundary value problems of linear 
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Введение
В настоящее время приобретает популярность применение нейронных сетей для ап-
проксимации решений краевых задач дифференциальных уравнений. Методика позволя-
ет получить бессеточную аппроксимацию решения краевой задачи при заранее заданных 
начально-краевых условиях [Вершинин, Пономарев, 2023; Васильев и др., 2016; Васи-
льев и др., 2015; Зрелова, Ульянов, 2022; Коваленко и др., 2017; Fraces, Tchelepi, 2021; 
Fraces, Tchelepi, 2022;  Fuks, Tchelepi, 2020].  Аппроксимация формируется в процессе 
обучения нейронной сети: для этого требуется выделение в области решения кон-
трольных точек, в которых производится аналитическое вычисление слагаемых диффе-
ренциального уравнения с последующей проверкой выполнения дифференциального 
уравнения совместно с начально-краевыми условиями [Васильев и др., 2015].  Основным 
преимуществом такого подхода является универсальность: нейронная сеть, с наперед 
заданной точностью сможет аппроксимировать любое решение краевой задачи. Послед-
нее утверждение основывается на ряде теорем, таких как:

	— Теорема Колмогорова–Арнольда, утверждающая, что любая многомерная не-
прерывная функция может быть представлена в виде суперпозиции одномерных 
функций [Бутырский и др., 2010; Колмогоров, 1957]. 

	— Теорема Цыбенко, утверждающая, что любая непрерывная функция может быть 
аппроксимирована с любой заданной точностью многослойным перцептроном 
с одним скрытым слоем, если использовать сигмоидную функцию активации 
[Cybenko, 1989].

	— Теоремы об аппроксимации непрерывных функций многих переменных ней-
ронными сетями с использованием произвольной непрерывной функции одного 
переменного [Горбань, 1998].

Но у такого подхода есть ряд ограничений. Первое ограничение — выполнение 
дифференциального уравнения в контрольных точках не гарантирует сходимость ней-
ронной сети в произвольных точках решения, отличных от контрольных. Второе ограни-
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чение — качество итоговой аппроксимации складывается из двух параметров: точности 
выполнения начально-краевых условий и точности аппроксимации дифференциального 
уравнения. И третье ограничение — точность аппроксимации зависит от количества 
нейронов, и на данный момент нет явной зависимости точности аппроксимации от ко-
личества нейронов.  Поэтому требуется подбор числа нейронов при обучении модели 
для получения желаемой точности аппроксимации.

Одним из элементов нейронной сети является функция активации, позволяющая 
задать нелинейную связь между слоями в нейронную сеть и ограничить диапазон вы-
числяемых значений сети. На практике функции активации подбираются эксперимен-
тально для каждой задачи. Основным критерием отбора является скорость сходимости 
процесса обучения нейронной сети и итоговая точность аппроксимации.

В работе предложен новый подход с использованием параметрических функций акти-
ваций, позволяющих эффективно аппроксимировать решения краевых задач линейных 
дифференциальных уравнений параболического типа в декартовой системе координат.

Моделирование фильтрации однофазной 
жидкости в пористой среде
Рассмотрим задачу однофазной фильтрации, которая описывается дифференциальным 
уравнением движения упругой жидкости в упругой пористой среде — уравнением 
пьезопроводности [Басниев и др., 1993; Баренблатт и др., 1984; Бутырский и др., 2010]. 

	

��
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��� + ���

��� + ���
����  (1) 

 
В дальнейшем будет рассмотрено 2 варианта фильтрации:  

 Прямолинейный параллельный поток жидкости в одномерном 
стержне. Распространение давления описывается уравнением (2): 

  
��
��

= 𝑎 ���
���  (2) 

 
 Трехмерная фильтрация в единичном кубе с непроницаемыми 

стенками. Распространение давления описывается уравнением (1).   
Прямолинейный параллельный поток 

Для аппроксимации решения уравнения (2) используется модель 
многослойного персептрона с одним промежуточным слоем, содержащем N 
нейронов, и произвольной функцией активации f [Хайкин, 2019]. Тогда 
искомую функцию P(t,x) можно представить в виде: 
 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) + 𝑏�, (3) 
 

где 𝑊�, 𝑊�, 𝑏�, 𝑏� — векторы настроечных коэффициентов (веса модели), 
операция «∙» — матричное умножение. 
Найдем общий вид функции f, при которой обеспечивается выполнение 
уравнения (2) при подстановке выражения (3) в каждой точке пространства. 
Для этого подставим выражение (3) в уравнение (2) и воспользуемся правилом 
расчета производных сложных функций: 
 

𝑊� ∙ 𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑊� ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙  𝑊�[1]� , (4) 
 

где [0], [1] обозначают индексы строки матрицы W1. 
Выражение (4) можно упростить, сократив на  𝑊�. 
 

𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[1]� . (5) 
 

Выражение 𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏� обозначим за переменную s и запишем 
получившееся обыкновенное дифференциальное уравнение относительно 
переменной s: 

𝑓�(𝑠) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑠) ∙  𝑊�[1]� .  (6) 
 

.	 (1)

В дальнейшем будет рассмотрено 2 варианта фильтрации: 
	— Прямолинейный параллельный поток жидкости в одномерном стержне. Распро-

странение давления описывается уравнением (2):

	

��
��

= 𝑎 ����
��� + ���

��� + ���
����  (1) 

 
В дальнейшем будет рассмотрено 2 варианта фильтрации:  

 Прямолинейный параллельный поток жидкости в одномерном 
стержне. Распространение давления описывается уравнением (2): 

  
��
��

= 𝑎 ���
���  (2) 

 
 Трехмерная фильтрация в единичном кубе с непроницаемыми 

стенками. Распространение давления описывается уравнением (1).   
Прямолинейный параллельный поток 

Для аппроксимации решения уравнения (2) используется модель 
многослойного персептрона с одним промежуточным слоем, содержащем N 
нейронов, и произвольной функцией активации f [Хайкин, 2019]. Тогда 
искомую функцию P(t,x) можно представить в виде: 
 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) + 𝑏�, (3) 
 

где 𝑊�, 𝑊�, 𝑏�, 𝑏� — векторы настроечных коэффициентов (веса модели), 
операция «∙» — матричное умножение. 
Найдем общий вид функции f, при которой обеспечивается выполнение 
уравнения (2) при подстановке выражения (3) в каждой точке пространства. 
Для этого подставим выражение (3) в уравнение (2) и воспользуемся правилом 
расчета производных сложных функций: 
 

𝑊� ∙ 𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑊� ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙  𝑊�[1]� , (4) 
 

где [0], [1] обозначают индексы строки матрицы W1. 
Выражение (4) можно упростить, сократив на  𝑊�. 
 

𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[1]� . (5) 
 

Выражение 𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏� обозначим за переменную s и запишем 
получившееся обыкновенное дифференциальное уравнение относительно 
переменной s: 

𝑓�(𝑠) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑠) ∙  𝑊�[1]� .  (6) 
 

.	  (2)

	— Трехмерная фильтрация в единичном кубе с непроницаемыми стенками. Рас-
пространение давления описывается уравнением (1).

Прямолинейный параллельный поток
Для аппроксимации решения уравнения (2) используется модель многослойного пер-
септрона с одним промежуточным слоем, содержащем N нейронов, и произвольной 
функцией активации f [Хайкин, 2019]. Тогда искомую функцию P(t,x) можно предста-
вить в виде:

	

��
��

= 𝑎 ����
��� + ���

��� + ���
����  (1) 

 
В дальнейшем будет рассмотрено 2 варианта фильтрации:  

 Прямолинейный параллельный поток жидкости в одномерном 
стержне. Распространение давления описывается уравнением (2): 

  
��
��

= 𝑎 ���
���  (2) 

 
 Трехмерная фильтрация в единичном кубе с непроницаемыми 

стенками. Распространение давления описывается уравнением (1).   
Прямолинейный параллельный поток 

Для аппроксимации решения уравнения (2) используется модель 
многослойного персептрона с одним промежуточным слоем, содержащем N 
нейронов, и произвольной функцией активации f [Хайкин, 2019]. Тогда 
искомую функцию P(t,x) можно представить в виде: 
 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) + 𝑏�, (3) 
 

где 𝑊�, 𝑊�, 𝑏�, 𝑏� — векторы настроечных коэффициентов (веса модели), 
операция «∙» — матричное умножение. 
Найдем общий вид функции f, при которой обеспечивается выполнение 
уравнения (2) при подстановке выражения (3) в каждой точке пространства. 
Для этого подставим выражение (3) в уравнение (2) и воспользуемся правилом 
расчета производных сложных функций: 
 

𝑊� ∙ 𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑊� ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙  𝑊�[1]� , (4) 
 

где [0], [1] обозначают индексы строки матрицы W1. 
Выражение (4) можно упростить, сократив на  𝑊�. 
 

𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[1]� . (5) 
 

Выражение 𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏� обозначим за переменную s и запишем 
получившееся обыкновенное дифференциальное уравнение относительно 
переменной s: 

𝑓�(𝑠) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑠) ∙  𝑊�[1]� .  (6) 
 

	 (3)

где W1, W2, b1, b2 — векторы настроечных коэффициентов (веса модели), операция  
«» — матричное умножение.
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Найдем общий вид функции f, при которой обеспечивается выполнение уравнения 
(2) при подстановке выражения (3) в каждой точке пространства. Для этого подста-
вим выражение (3) в уравнение (2) и воспользуемся правилом расчета производных 
сложных функций: 

��
��

= 𝑎 ����
��� + ���

��� + ���
����  (1) 

 
В дальнейшем будет рассмотрено 2 варианта фильтрации:  

 Прямолинейный параллельный поток жидкости в одномерном 
стержне. Распространение давления описывается уравнением (2): 

  
��
��

= 𝑎 ���
���  (2) 

 
 Трехмерная фильтрация в единичном кубе с непроницаемыми 

стенками. Распространение давления описывается уравнением (1).   
Прямолинейный параллельный поток 

Для аппроксимации решения уравнения (2) используется модель 
многослойного персептрона с одним промежуточным слоем, содержащем N 
нейронов, и произвольной функцией активации f [Хайкин, 2019]. Тогда 
искомую функцию P(t,x) можно представить в виде: 
 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) + 𝑏�, (3) 
 

где 𝑊�, 𝑊�, 𝑏�, 𝑏� — векторы настроечных коэффициентов (веса модели), 
операция «∙» — матричное умножение. 
Найдем общий вид функции f, при которой обеспечивается выполнение 
уравнения (2) при подстановке выражения (3) в каждой точке пространства. 
Для этого подставим выражение (3) в уравнение (2) и воспользуемся правилом 
расчета производных сложных функций: 
 

𝑊� ∙ 𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑊� ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙  𝑊�[1]� , (4) 
 

где [0], [1] обозначают индексы строки матрицы W1. 
Выражение (4) можно упростить, сократив на  𝑊�. 
 

𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[1]� . (5) 
 

Выражение 𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏� обозначим за переменную s и запишем 
получившееся обыкновенное дифференциальное уравнение относительно 
переменной s: 

𝑓�(𝑠) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑠) ∙  𝑊�[1]� .  (6) 
 

  (4)

где [0], [1] обозначают индексы строки матрицы W1.

Выражение (4) можно упростить, сократив на W2.

	

��
��

= 𝑎 ����
��� + ���

��� + ���
���� (1)

В дальнейшем будет рассмотрено 2 варианта фильтрации: 
 Прямолинейный параллельный поток жидкости в одномерном

стержне. Распространение давления описывается уравнением (2): 
 

��
��

= 𝑎 ���
��� (2)

 Трехмерная фильтрация в единичном кубе с непроницаемыми
стенками. Распространение давления описывается уравнением (1).

Прямолинейный параллельный поток
Для аппроксимации решения уравнения (2) используется модель 
многослойного персептрона с одним промежуточным слоем, содержащем N 
нейронов, и произвольной функцией активации f [Хайкин, 2019]. Тогда
искомую функцию P(t,x) можно представить в виде: 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) + 𝑏�, (3) 

где 𝑊�, 𝑊�, 𝑏�, 𝑏� — векторы настроечных коэффициентов (веса модели),
операция «∙» — матричное умножение.
Найдем общий вид функции f, при которой обеспечивается выполнение 
уравнения (2) при подстановке выражения (3) в каждой точке пространства. 
Для этого подставим выражение (3) в уравнение (2) и воспользуемся правилом
расчета производных сложных функций: 

𝑊� ∙ 𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑊� ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙  𝑊�[1]� , (4) 

где [0], [1] обозначают индексы строки матрицы W1.

Выражение (4) можно упростить, сократив на 𝑊�. 

𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[1]� . (5) 

Выражение 𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏� обозначим за переменную s и запишем
получившееся обыкновенное дифференциальное уравнение относительно 
переменной s: 

𝑓�(𝑠) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑠) ∙  𝑊�[1]� . (6) 

 	 (5)

Выражение  обозначим за переменную s и запишем получившееся 
обыкновенное дифференциальное уравнение относительно переменной s:

	

��
��

= 𝑎 ����
��� + ���

��� + ���
����  (1) 

 
В дальнейшем будет рассмотрено 2 варианта фильтрации:  

 Прямолинейный параллельный поток жидкости в одномерном 
стержне. Распространение давления описывается уравнением (2): 

  
��
��

= 𝑎 ���
���  (2) 

 
 Трехмерная фильтрация в единичном кубе с непроницаемыми 

стенками. Распространение давления описывается уравнением (1).   
Прямолинейный параллельный поток 

Для аппроксимации решения уравнения (2) используется модель 
многослойного персептрона с одним промежуточным слоем, содержащем N 
нейронов, и произвольной функцией активации f [Хайкин, 2019]. Тогда 
искомую функцию P(t,x) можно представить в виде: 
 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) + 𝑏�, (3) 
 

где 𝑊�, 𝑊�, 𝑏�, 𝑏� — векторы настроечных коэффициентов (веса модели), 
операция «∙» — матричное умножение. 
Найдем общий вид функции f, при которой обеспечивается выполнение 
уравнения (2) при подстановке выражения (3) в каждой точке пространства. 
Для этого подставим выражение (3) в уравнение (2) и воспользуемся правилом 
расчета производных сложных функций: 
 

𝑊� ∙ 𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑊� ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏�) ∙  𝑊�[1]� , (4) 
 

где [0], [1] обозначают индексы строки матрицы W1. 
Выражение (4) можно упростить, сократив на  𝑊�. 
 

𝑓�(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�) ∙  𝑊�[1]� . (5) 
 

Выражение 𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) + 𝑏� обозначим за переменную s и запишем 
получившееся обыкновенное дифференциальное уравнение относительно 
переменной s: 

𝑓�(𝑠) ∙ 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ 𝑓��(𝑠) ∙  𝑊�[1]� .  (6) 
 

	 (6)

Уравнение (6) можно решить аналитически и найти общий вид функции f. Вводим 
замену , тогда уравнение (6) можно записать как

	

 
𝑉(𝑠) 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ ��

��
 𝑊�[1]� .   (7) 

 
Уравнение (7) решается с помощью метода разделения переменных и 

интегрирования каждой из частей уравнения.  
  ∫ ��

�(�)
=  ∫  ��[�]

�∙��[�]� 𝑑𝑠 .   (8) 
 

Решение относительно V имеет вид: 
ln(𝑉) + 𝐶� =   ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶�, (9) 
 

где 𝐶� и 𝐶�  — произвольные коэффициенты. 
Выразим V из выражения (9): 

𝑉 = exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (10) 

 
Проведем обратную замену 𝑓�(𝑠) = 𝑉(𝑠) и получим выражение: 
 

 ��(�)
��

= exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶� − 𝐶�), (11) 

 
𝑓(𝑠) = ∫ exp (  ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�)𝑑𝑠. (12) 
 

Искомую функцию f(s) можно получить, интегрируя выражение (12): 
 

𝑓(𝑠) = �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (13) 

 
Коэффициенты 𝐶� и 𝐶�  могут быть произвольными и не влияют на 

общее решение уравнения (5). Для упрощения вида функции положим, что 
𝐶� =  𝐶� = 0 . 

Запишем итоговый вид нейронной сети для аппроксимации уравнения 
(2): 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
�∙��[�]� (𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�)) + 𝑏�. (14) 

 
 

	  (7)

Уравнение (7) решается с помощью метода разделения переменных и интегрирования 
каждой из частей уравнения. 

	

 
𝑉(𝑠) 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ ��

��
 𝑊�[1]� .   (7) 

 
Уравнение (7) решается с помощью метода разделения переменных и 

интегрирования каждой из частей уравнения.  
  ∫ ��

�(�)
=  ∫  ��[�]

�∙��[�]� 𝑑𝑠 .   (8) 
 

Решение относительно V имеет вид: 
ln(𝑉) + 𝐶� =   ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶�, (9) 
 

где 𝐶� и 𝐶�  — произвольные коэффициенты. 
Выразим V из выражения (9): 

𝑉 = exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (10) 

 
Проведем обратную замену 𝑓�(𝑠) = 𝑉(𝑠) и получим выражение: 
 

 ��(�)
��

= exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶� − 𝐶�), (11) 

 
𝑓(𝑠) = ∫ exp (  ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�)𝑑𝑠. (12) 
 

Искомую функцию f(s) можно получить, интегрируя выражение (12): 
 

𝑓(𝑠) = �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (13) 

 
Коэффициенты 𝐶� и 𝐶�  могут быть произвольными и не влияют на 

общее решение уравнения (5). Для упрощения вида функции положим, что 
𝐶� =  𝐶� = 0 . 

Запишем итоговый вид нейронной сети для аппроксимации уравнения 
(2): 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
�∙��[�]� (𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�)) + 𝑏�. (14) 

 
 

 	  (8)

Решение относительно V имеет вид:

	

 
𝑉(𝑠) 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ ��

��
 𝑊�[1]� .   (7) 

 
Уравнение (7) решается с помощью метода разделения переменных и 

интегрирования каждой из частей уравнения.  
  ∫ ��

�(�)
=  ∫  ��[�]

�∙��[�]� 𝑑𝑠 .   (8) 
 

Решение относительно V имеет вид: 
ln(𝑉) + 𝐶� =   ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶�, (9) 
 

где 𝐶� и 𝐶�  — произвольные коэффициенты. 
Выразим V из выражения (9): 

𝑉 = exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (10) 

 
Проведем обратную замену 𝑓�(𝑠) = 𝑉(𝑠) и получим выражение: 
 

 ��(�)
��

= exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶� − 𝐶�), (11) 

 
𝑓(𝑠) = ∫ exp (  ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�)𝑑𝑠. (12) 
 

Искомую функцию f(s) можно получить, интегрируя выражение (12): 
 

𝑓(𝑠) = �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (13) 

 
Коэффициенты 𝐶� и 𝐶�  могут быть произвольными и не влияют на 

общее решение уравнения (5). Для упрощения вида функции положим, что 
𝐶� =  𝐶� = 0 . 

Запишем итоговый вид нейронной сети для аппроксимации уравнения 
(2): 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
�∙��[�]� (𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�)) + 𝑏�. (14) 

 
 

	 (9)

где C1 и C2   — произвольные коэффициенты.
Выразим V из выражения (9):

	

 
𝑉(𝑠) 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ ��

��
 𝑊�[1]� .   (7) 

 
Уравнение (7) решается с помощью метода разделения переменных и 

интегрирования каждой из частей уравнения.  
  ∫ ��

�(�)
=  ∫  ��[�]

�∙��[�]� 𝑑𝑠 .   (8) 
 

Решение относительно V имеет вид: 
ln(𝑉) + 𝐶� =   ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶�, (9) 
 

где 𝐶� и 𝐶�  — произвольные коэффициенты. 
Выразим V из выражения (9): 

𝑉 = exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (10) 

 
Проведем обратную замену 𝑓�(𝑠) = 𝑉(𝑠) и получим выражение: 
 

 ��(�)
��

= exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶� − 𝐶�), (11) 

 
𝑓(𝑠) = ∫ exp (  ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�)𝑑𝑠. (12) 
 

Искомую функцию f(s) можно получить, интегрируя выражение (12): 
 

𝑓(𝑠) = �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (13) 

 
Коэффициенты 𝐶� и 𝐶�  могут быть произвольными и не влияют на 

общее решение уравнения (5). Для упрощения вида функции положим, что 
𝐶� =  𝐶� = 0 . 

Запишем итоговый вид нейронной сети для аппроксимации уравнения 
(2): 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
�∙��[�]� (𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�)) + 𝑏�. (14) 

 
 

	 (10)

Проведем обратную замену  и получим выражение:

	

 
𝑉(𝑠) 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ ��

��
 𝑊�[1]� .   (7) 

 
Уравнение (7) решается с помощью метода разделения переменных и 

интегрирования каждой из частей уравнения.  
  ∫ ��

�(�)
=  ∫  ��[�]

�∙��[�]� 𝑑𝑠 .   (8) 
 

Решение относительно V имеет вид: 
ln(𝑉) + 𝐶� =   ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶�, (9) 
 

где 𝐶� и 𝐶�  — произвольные коэффициенты. 
Выразим V из выражения (9): 

𝑉 = exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (10) 

 
Проведем обратную замену 𝑓�(𝑠) = 𝑉(𝑠) и получим выражение: 
 

 ��(�)
��

= exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶� − 𝐶�), (11) 

 
𝑓(𝑠) = ∫ exp (  ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�)𝑑𝑠. (12) 
 

Искомую функцию f(s) можно получить, интегрируя выражение (12): 
 

𝑓(𝑠) = �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (13) 

 
Коэффициенты 𝐶� и 𝐶�  могут быть произвольными и не влияют на 

общее решение уравнения (5). Для упрощения вида функции положим, что 
𝐶� =  𝐶� = 0 . 

Запишем итоговый вид нейронной сети для аппроксимации уравнения 
(2): 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
�∙��[�]� (𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�)) + 𝑏�. (14) 

 
 

	 (11)

	

 
𝑉(𝑠) 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ ��

��
 𝑊�[1]� .   (7) 

 
Уравнение (7) решается с помощью метода разделения переменных и 

интегрирования каждой из частей уравнения.  
  ∫ ��

�(�)
=  ∫  ��[�]

�∙��[�]� 𝑑𝑠 .   (8) 
 

Решение относительно V имеет вид: 
ln(𝑉) + 𝐶� =   ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶�, (9) 
 

где 𝐶� и 𝐶�  — произвольные коэффициенты. 
Выразим V из выражения (9): 

𝑉 = exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (10) 

 
Проведем обратную замену 𝑓�(𝑠) = 𝑉(𝑠) и получим выражение: 
 

 ��(�)
��

= exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶� − 𝐶�), (11) 

 
𝑓(𝑠) = ∫ exp (  ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�)𝑑𝑠. (12) 
 

Искомую функцию f(s) можно получить, интегрируя выражение (12): 
 

𝑓(𝑠) = �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (13) 

 
Коэффициенты 𝐶� и 𝐶�  могут быть произвольными и не влияют на 

общее решение уравнения (5). Для упрощения вида функции положим, что 
𝐶� =  𝐶� = 0 . 

Запишем итоговый вид нейронной сети для аппроксимации уравнения 
(2): 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
�∙��[�]� (𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�)) + 𝑏�. (14) 

 
 

	 (12)
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Искомую функцию f(s) можно получить, интегрируя выражение (12):

	

 
𝑉(𝑠) 𝑊�[0] =  𝑎 ∙ ��

��
 𝑊�[1]� .   (7) 

 
Уравнение (7) решается с помощью метода разделения переменных и 

интегрирования каждой из частей уравнения.  
  ∫ ��

�(�)
=  ∫  ��[�]

�∙��[�]� 𝑑𝑠 .   (8) 
 

Решение относительно V имеет вид: 
ln(𝑉) + 𝐶� =   ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶�, (9) 
 

где 𝐶� и 𝐶�  — произвольные коэффициенты. 
Выразим V из выражения (9): 

𝑉 = exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (10) 

 
Проведем обратную замену 𝑓�(𝑠) = 𝑉(𝑠) и получим выражение: 
 

 ��(�)
��

= exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 + 𝐶� − 𝐶�), (11) 

 
𝑓(𝑠) = ∫ exp (  ��[�]

 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�)𝑑𝑠. (12) 
 

Искомую функцию f(s) можно получить, интегрируя выражение (12): 
 

𝑓(𝑠) = �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
 �∙��[�]�  𝑠 +  𝐶� − 𝐶�). (13) 

 
Коэффициенты 𝐶� и 𝐶�  могут быть произвольными и не влияют на 

общее решение уравнения (5). Для упрощения вида функции положим, что 
𝐶� =  𝐶� = 0 . 

Запишем итоговый вид нейронной сети для аппроксимации уравнения 
(2): 

𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ �∙��[�]�

 ��[�] exp (  ��[�]
�∙��[�]� (𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�)) + 𝑏�. (14) 

 
 

	 (13)

Коэффициенты C1 и C2 могут быть произвольными и не влияют на общее решение 
уравнения (5). Для упрощения вида функции положим, что C1 = C2 = 0.

Запишем итоговый вид нейронной сети для аппроксимации уравнения (2):

	
𝑃(𝑡, 𝑥) =  𝑊� ∙ �∙��[�]�

 ��[�] exp �  ��[�]
�∙��[�]� (𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥) +  𝑏�)� + 𝑏�. (14) 

 
	 (14)

Применение параметрической функции активации вида (13) позволяет не вычислять 
производные от t и x в контрольных точках пространства, поскольку дифференциальное 
уравнение (2) автоматически выполняется в каждой точке пространства при произ-
вольных весовых коэффициентах нейронной сети. Таким образом, задача аппроксимации 
сводится к задаче обучения нейронной сети для выполнения начально-краевых усло-
вий, т. е. только в начальный момент времени и на границах области (рис. 1). Данный 
подход позволяет сократить количество вычислений при обучении нейронной сети. 
Точность итоговой аппроксимации решения зависит только от точности воспроизве-
дения начально-краевых условий. 

  
а					     б

 — контрольные точки обучения

Рис. 1. Область обучения: а) при использовании произвольной функции 
активации; б) при использовании параметрической функции активации
Fig. 1. Training area: а) using an arbitrary activation function; б) using a parametric 
activation function
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Вычислительные эксперименты проводились при начальных и граничных условиях 
различного типа.

Первый эксперимент — пуск скважины с постоянным забойным давлением (гранич-
ное условие 1 рода — (15), (16), (17)).  

	 𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (15) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 0 , при  0 < 𝑡 ≤ 1;  (16) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1.  (17) 
 

 𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (18) 
 

��(�,�)
��

= 1 , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (19) 
 

��(�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 < 𝑡 ≤ 1 .  (20) 
 

	  (15)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (15) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 0 , при  0 < 𝑡 ≤ 1;  (16) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1.  (17) 
 

 𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (18) 
 

��(�,�)
��

= 1 , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (19) 
 

��(�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 < 𝑡 ≤ 1 .  (20) 
 

	  (16)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (15) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 0 , при  0 < 𝑡 ≤ 1;  (16) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1.  (17) 
 

 𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (18) 
 

��(�,�)
��

= 1 , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (19) 
 

��(�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 < 𝑡 ≤ 1 .  (20) 
 

	  (17)

Сравнения численного решения, полученного с помощью применения неявной схемы 
и итерационного метода Якоби, и нейросетевой аппроксимации представлены на рис. 2.

   
а					     б

Рис. 2. Распределение давления в пласте при запуске скважины в режиме 
постоянного забойного давления. а) Распределение давления в момент времени  
t = 0,2; б) распределение давления в момент времени t = 0,5
Fig. 2. Distribution of pressure in the reservoir on a well startup in the constant 
downhole pressure mode. а) Pressure distribution at t = 0.2; б) pressure distribution  
t = 0.5

Второй вычислительный эксперимент — запуск скважины с постоянным дебитом 
жидкости (граничное условие 2 рода — (18), (19), (20)). 

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (15) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 0 , при  0 < 𝑡 ≤ 1;  (16) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1.  (17) 
 

 𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (18) 
 

��(�,�)
��

= 1 , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (19) 
 

��(�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 < 𝑡 ≤ 1 .  (20) 
 

	 (18)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (15) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 0 , при  0 < 𝑡 ≤ 1;  (16) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1.  (17) 
 

 𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (18) 
 

��(�,�)
��

= 1 , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (19) 
 

��(�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 < 𝑡 ≤ 1 .  (20) 
 

	 (19)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (15) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 0 , при  0 < 𝑡 ≤ 1;  (16) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1.  (17) 
 

 𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (18) 
 

��(�,�)
��

= 1 , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (19) 
 

��(�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 < 𝑡 ≤ 1 .  (20) 
 

	  (20)
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а					     б

Рис. 3. Распределение давления в пласте при запуске скважины в режиме 
постоянного дебита жидкости. а) Распределение давления в момент времени  
t = 0,2; б) распределение давления в момент времени t = 0,5
Fig. 3. Pressure distribution in the reservoir on a well startup in a constant flow rate 
mode. a) Pressure distribution at t = 0.2; б) pressure distribution at t = 0.5

Третий вычислительный эксперимент — запуск скважины с линейным снижением 
забойного давления до постоянного значения (с динамическими граничными условиями 
1 типа — (21), (22), (23)) (рис. 4). 

	 𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (21)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (22)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (23)

Рис. 4. Динамика изменения забойного давления  
на скважине p3(t)
Fig. 4. Dynamics of bottom-hole pressure change  
at the well p3(t)
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а					     б

Рис. 5. Распределение давления в пласте при запуске скважины в режиме 
динамического забойного давления. а) Распределение давления в момент 
времени t = 0,2; б) распределение давления в момент времени t = 0,5
Fig. 5. Pressure distribution in the reservoir a well startup in the dynamic bottom-hole 
pressure mode. a) Pressure distribution at t = 0.2; б) pressure distribution at t = 0.5

Четвертый вычислительный эксперимент — запуск скважины с граничными услови-
ями смешанного типа — (24), (25), (26):

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	  (24)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (25)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (26)

где p0 — наперед заданное давление за границей расчетной области.

             
а					     б

Рис. 6. Распределение давления в пласте при запуске скважины с граничным 
условием 3 рода. а) Распределение давления в момент времени t = 0,2;  
б) распределение давления в момент времени t = 0,5
Fig. 6. Pressure distribution in the reservoir a well startup with a boundary condition 
of the 3rd kind. a) Pressure distribution at t = 0.2; b) pressure distribution at t = 0.5
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Средняя ошибка аппроксимации составляет 6,2% для условий первого рода, 
1,1 % для условий второго рода, 1,9% для динамического изменения забойного давления 
и 0,8% для условий смешанного типа. 

В целом, нейросетевая аппроксимация удовлетворительно соответствует численным 
значением.  Исходя из трактовки теорем об универсальной аппроксимации [7], повы-
шение точности возможно за счет увеличения числа нейронов или за счет увеличения 
количества слоев в нейронной сети, что потребует определения параметрической функ-
ций активаций для каждого слоя. Для подтверждения обозначенного выше утвержде-
ния проведены расчеты по оценке ошибки аппроксимации при различном количестве 
нейронов на промежуточном слое без изменения параметров алгоритмов оптимизации 
и без изменения количества эпох обучения.  Целевая функция потерь представляет 
собой сумму квадратов невязок:

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (27)

Значения целевой функции потерь представлены на рис. 7.

Рис. 7. Зависимость значения функции потерь от количества нейронов
Fig. 7. Dependence of the loss function value on the number of neurons

По графику 7 заметно, что на начальном этапе вычислительного эксперимента фик-
сируется нелинейное снижение ошибки при увеличении сложности структуры сети. 
Но при пересечении отметки в 100 нейронов целевая ошибка значительно не уменьша-
ется. Объяснением этому может служить «неидеальность» существующих градиентных 
оптимизаторов, которые применяются при обучении нейронных сетей. «Неидеаль-
ность» заключается в том, что зачастую градиентные алгоритмы при большом количе-
стве варьируемых параметров (весовых коэффициентов нейронной сети) могут «за-
стрять» в локальном минимуме целевой функции и не достичь глобального минимума.

Также стоит отметить определенные сложности в обучении модели с полученной 
параметрической функцией активации: экспоненциальная функция не ограничена 
верхним пределом, что зачастую приводит к проблеме «взрывающихся градиентов» 
и к неустойчивому процессу обучения. Это выражается в немонотонном поведении 
целевой функции потерь, характеризующейся резкими скачками, особенно в начальные 
периоды обучения (рис. 8). 
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Рис. 8. Динамика изменения функции потерь в зависимости от количества эпох 
обучения
Fig. 8. Dynamics of the loss function change depending on the number of training 
epochs

Трехмерная фильтрация
Рассмотрим задачу фильтрации в трехмерном единичном кубе с непроницаемыми 
стенками. Рассматривается граничное условие 2 рода: фиксированный поток через одну 
грань куба и непроницаемыми остальными гранями (28–34) (рис. 9). 

Рис. 9. Расчетная область в виде единичного куба
Fig. 9. Calculation area in the form of a single cube
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𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (28)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (29)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (30)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (31)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (32)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (33)

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (34)

Нейросетевая аппроксимация решения для трехмерного уравнения (1) задается 
в виде:

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (35)

Параметрическая функция активации имеет вид:

	

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при  0 ≤ 𝑥 ≤ 1; (21) 
 

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝з(𝑡) , при  0 < 𝑡 ≤ 1; (22) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при 0 < 𝑡 ≤ 1. (23) 
 

𝑝(𝑥, 0) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;  (24) 
 

��(�,�)
��

= (𝑝 − 𝑝�) , при 𝑥 = 0, 0 < 𝑡 ≤ 1; (25) 
 

𝑝(1, 𝑡) = 1 , при  0 < 𝑡 ≤ 1, (26) 
 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∑(𝑝факт − 𝑝инс)�. (27) 
 

𝑝(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 , при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, (28) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0.1 , при 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (29) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑦 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (30) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (31) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑥 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝑡 > 0, (32) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0, (33) 
 

��(�,�,�,�)
��

= 0 , при 𝑧 = 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 > 0. (34) 
 

𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑊� ∙ 𝑓(𝑊� ∙ (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏�) + 𝑏�. (35) 
 

𝑓(𝑠) = �∙���[�]����[�]����[�]��
 ��[�] exp �  ��[�]

 �∙(��[�]����[�]����[�]�)  𝑠�, (36) 
 
 

 

	 (36)

где s — выход с первого слоя нейронной сети ( ).
Проведем вычислительный эксперимент. Сопоставление результатов аппроксимации 

с численным решением в различные моменты времени приведено на рис. 10–12.

    
а					     б

Рис. 10. Сопоставление давлений в момент времени t = 0,2 д. ед.  
а) Численное решение; б) нейросетевая аппроксимация
Fig. 10. Pressure comparison at t = 0.2 by unit fraction. a) Numerical solution;  
б) neural network approximation
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а					     б

Рис. 11. Сопоставление давлений в момент времени t = 0,5 д. ед.  
а) Численное решение; б) нейросетевая аппроксимация
Fig. 11. Pressure comparison at t = 0.5 by fraction units. a) Numerical solution;  
б) neural network approximation

      
а					     б

Рис. 12. Сопоставление давлений в момент времени t = 1,0 д. ед.  
а) Численное решение; б) нейросетевая аппроксимация
Fig. 12. Pressure comparison at t = 1.0 by unit fraction. a) Numerical solution;  
b) neural network approximation

Средняя ошибка по расчетному кубу составляет 1%. Сопоставление динамики изме-
нения среднего давления по всей расчетной области представлено на рис. 13.

Рис. 13. Динамика изменения среднего давления по расчетной области
Fig. 13. Dynamics of the average pressure change in the calculated area
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Средняя ошибка нейросетевой аппроксимации составляет 0,5% для условий второго 
рода, что говорит об удовлетворительном качестве аппроксимации.

Анализ перспектив и ограничений
Описанные выше результаты являются промежуточной частью общего исследования 
по применимости нейронных сетей для аппроксимации решений задач подземной 
гидродинамики. Конечная цель — создать аналитический аналог численного решения 
дифференциальных уравнений подземной гидродинамики с применением методов 
нейросетевой аппроксимации, который бы позволил достаточно оперативно решать 
реальные промысловые задачи.

Уже есть ряд работ, в которых авторы успешно применяют методы нейросетевого 
моделирования для бессеточной аналитической аппроксимации решений краевых 
задач. Зачастую в работах решается конкретная задача с определенными начально-кра-
евыми условиями. Для применения метода в реальных промысловых задачах требуется 
возможность построения решений с учетом произвольных начально-краевых условий 
без переобучения сети. Полученная универсальная нейронная сеть позволит оперативно 
решать различные оптимизационные задачи, направленные на повышение эффективно-
сти производственной деятельности.

Имеющиеся работы по суррогатному моделированию с применением методов ма-
шинного обучения показывают, что нейронные сети способны аппроксимировать 
результаты прямого численного расчета в гидродинамических моделях (ГДМ) в зави-
симости от разнообразных сценариев расчета. Но возможность построения изначаль-
но бессеточного решения на основе только системы дифференциальных уравнений 
и произвольных начально-краевых условий в условиях геологической неоднородности 
пока не исследована. В дальнейших исследованиях будут изучены вопросы сходимости 
обучения нейронной сети в контексте аппроксимации краевых задач, возможности учета 
произвольных управляющих параметров режимов работы скважин и их произвольного 
расположения.

Отметим основное ограничение предлагаемого метода обоснования функции ак-
тивации: метод не является универсальным, так как получено решение для линейного 
параболического уравнения с постоянным геологическим коэффициентом, которое 
можно решить аналитически. При решении более сложных задач, записанных в виде 
системы нелинейных дифференциальных уравнений, например уравнения Бакли–Леве-
ретта, может возникнуть ситуация, где будет сложно найти аналитическое выражение 
для функций активации.

Выводы
В работе предложен способ получения параметрических функций активации для ап-
проксимации решений краевых задач линейных дифференциальных уравнений парабо-
лического типа в декартовой системе координат. Общий вид параметрической функции 
активации задается таким образом, чтобы при произвольных весовых коэффициентах 
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нейронной сети дифференциальное уравнение выполнялось в любой точке расчетной 
области. Подбор весовых коэффициентов производится в процессе обучения нейронной 
сети для выполнения заданных начальных и граничных условий. 

Приведенные результаты подтверждают применимость метода для аппроксимации 
решений уравнения распространения давления в упругой среде — уравнения пьезо-
проводности в одномерном и трехмерном варианте. Максимальная ошибка нейросе-
тевой аппроксимации по всем вариантам составляет 5% относительно аналитических 
и численных эталонных решений. Повышение точности нейросетевой аппроксимации 
возможно за счет увеличения сложности нейронной сети. 

Однако есть ряд сложностей при использовании полученных функций активаций: 
экспоненциальные функции не ограничены верхним пределом, что приводит к неу-
стойчивому процессу обучения нейронной сети. Требуются дальнейшие исследования 
влияния параметров алгоритмов оптимизации на процесс обучения нейронной сети 
при применении неограниченных параметрических функций активации.
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продуктивности скважин (на графике обозначен как Кпрод) от депрессии (рис. 1) имеет 
нестандартный характер. По определению продуктивность скважины обратно пропор-
циональна депрессии нефтяной скважины. В нашей ситуации данному определению 
соответствует 10 скважин, остальные 17 скважин показали нефизичное изменение ко-
эффициента продуктивности при изменении депрессии, 7 из которых имеют увеличение 
показателя Кпрод при снижении депрессии.

Рис. 1. График изменения Кпрод от пластового давления 
Fig. 1. Graph of the change in Кпрод from reservoir pressure

Проведенные выше результаты ГДИ показали, что на работу скважины и ее отдель-
ные участки оказывают влияние сложнопредсказуемые факторы, которые невозможно 
учесть без проведения специальных исследований.

Инструментами для определения работающих интервалов являются прямые методы 
исследования и аналитические исследования методом моделирования.

Сравнение подходов
Неработающие интервалы ствола ГС не являются новшеством и всегда существовали 
при разработке месторождений. Но проблема неработающих интервалов только начала 
обретать проблемную сущность. Неработающие интервалы возникают из-за отсутствия 
депрессии на участке ствола ГС и неравномерного распределения притока по стволу 
ГС. Для решения проблемы необходимо проводить исследования по контролю за ра-
ботой скважины. 

Существующие подходы прямых измерений заключаются в спуске специальных 
приборов для проведения замеров давления и температуры по стволу и расхода на про-
дуктивных участках скважины. Стандартный набор исследований для определения 
работающих интервалов скважины включает такие методы, как расходометрия, термо-
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После того как сегменты заданы и привязаны к интервалам перфорации, необходимо 
произвести расчет продуктивности каждого сегмента. Продуктивность скважины рассчи-
тывается как отношение дебита к депрессии. По причине того, что депрессия на сегменте 
в «тНавигатор» не рассчитывается, необходимо произвести ее расчет аналитически. 
Депрессия на сегменте будет определяться как разность пластового давления и давления 
в сегменте. На этом этапе работа с «тНавигатор» заканчивается. Полученные данные 
будут использоваться для дальнейшей адаптации модели скважины в другой программе.

Суть работы в IPM Prosper заключается в выявлении добывных возможностей сква-
жины по всей длине ствола скважины. Сбор модели начинается с того, что задается 
глубина верхних дыр перфорации как отсечка, с которой программа начинает проводить 
все свои расчеты. Далее задаются параметры стволов скважин. При расчете МЗС допол-
нительно задается узловая точка Junction. Из-за того, что в IPM Prosper нет возможности 
задать несколько точек ответвления боковых стволов, задается только первая точка. 
Остальные точки ответвления боковых стволов будут регулироваться благодаря пер-
форации. В точке, где боковый ствол фактически начинается у реальной пробуренной 
скважины, начинается интервал перфорации этого ствола.

 
Рис. 3. Иллюстрация работы функции многосегментной скважины в IPM Prosper
Fig. 3. Illustration of the multi-segment well function in the IPM Prosper 

После внесения необходимых исходных данных по траектории скважины, свойствам 
флюида и зависимости забойного и устьевого давлений программа рассчитывает пока-
затели дебита и депрессии по всей длине ГС и МЗС. По причине того, что расчет в IPM 
Prosper не учитывает фактор неоднородности пластовой системы, для получения объ-
ективных значений требуется адаптация модели с помощью скин-фактора на каждом 
сегменте, определенном в программе «тНавигатор» как участки скважины, работаю-
щие в интервалах с одинаковыми ФЕС. Скин-фактор, который задается в IPM Prosper, 
зависит от проницаемости интервала, в котором работает скважина. 

После адаптации работы скважины в IPM Prosper необходимо провести сравнитель-
ный анализ полученных результатов в двух описанных выше программных обеспечениях. 
Сходимость результатов будет показателем достоверности проведенной работы, так 
как гидродинамическая модель месторождения является инструментом по контролю 
за работой скважин и по оперативному управлению разработкой и создается на основе 
данных исследования скважин. Использование двух программ позволяет, в первую 
очередь, подтвердить достоверность результатов, а также перекрывать существующие 
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ограничения друг друга. Программа «тНавигатор» учитывает неоднородности пла-
стовой системы и учитывает это в работе скважины. Но для регулирования работы 
и управления процессом добычи скважины с помощью опции многосегментной сква-
жины необходимо вносить корректировки во всю модель и заново ее пересчитывать, 
что увеличивает расчетное время. IPM Prosper показывает работу скважины без влия-
ния на него свойств пласта. Главное достоинство программы —скорость расчетов, что 
позволяет при необходимости оперативно рассчитать и внести наиболее рациональные 
изменения в технологический режим работы скважины.

Полученный результат был визуализирован в формате гистограмм. Для расчетов 
была выбрана одна из МЗС месторождения N. Это трехствольная скважина с длиной 
боковых стволов 920–985 м, общая протяженность которой составляет 3700 м. Разде-
ление на сегменты проводилось с учетом основного ствола, который не был проперфо-
рирован, поэтому вклада в общую добычу от этого ствола не наблюдалось, но при этом 
в многосегментной модели необходимо учитывать и этот ствол в качестве связи между 
боковыми стволами, основным стволом и устьем скважины. Поэтому анализ работа-
ющих интервалов ведется с первого сегмента первого бокового ствола. Траектория 
скважины представлена на рис. 3. На рис. 4–6 представлены графики распределения де-
бита и абсолютной проницаемости по стволам скважины. Можно отметить небольшую 
погрешность при сопоставлении дебитов, которая не превышает 5–10%, что является 
допустимой величиной отклонения и не влияет на общий тренд распределения дебитов. 
По графику видно, что общий тренд распределения дебитов и проницаемостей совпа-
дает, но при сравнении показателей 30 и 33 сегмента становится заметно преобладание 
дебита приблизительно в 3 раза при разнице проницаемостей на 7–8 мД. Дальнейшая 
работа с полученной моделью позволит отмечать непродуктивные участки, проводить 
анализ полученных результатов и устанавливать причины отсутствия притока в тех 
или иных интервалах по мере снижения пластовой энергии залежи.
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Рис. 4. График распределения дебитов и проницаемости по первому 
горизонтальному стволу скважины
Fig. 4. Graph of the distribution of flow rate and permeability along the first horizontal 
wellbore
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Рис. 5. График распределения дебитов и проницаемости по второму 
горизонтальному стволу скважины
Fig. 5. Graph of the distribution of flow rate and permeability along the second 
horizontal wellbore

Fig. 5. Graph of the distribution of flow rate and permeability along the second horizontal 
wellbore 
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Рис. 6. График распределения дебитов и проницаемости по третьему 
горизонтальному стволу скважины
Fig. 6. Graph of the distribution of flow rate and permeability along the third horizontal 
wellbore

Заключение
Актуальность проведенных исследований связана с растущим числом ТрИЗ. Разработка 
подобных активов требует детального подхода к проектированию и дальнейший кон-
троль за всеми показателями работы скважины, одними из которых являются интервалы 
работы стволов скважин. 
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Существующие методы контроля за работой скважин имеют ряд недостатков, что 
сказывается на работе скважины и проекте в целом, как дополнительные затраты на про-
ведение исследований, которые, в свою очередь, не дают достоверных результатов 
в ГС и МЗС. 

Предложенная альтернатива позволяет исследовать работу скважин без послед-
ствий для ее работы при минимизации затрат на исследование. Кроме того, методика 
моделирования дает возможность для оперативного управления процессом разработ-
ки, прогнозирования изменения продуктивности и оценки возможностей по добыче 
скважины. При дальнейшей проработке указанная методика может быть использована 
и при долгосрочном планировании для локализации выработанных запасов при много-
пластовом вскрытии, сокращения метража бурения и выявления скважин-кандидатов 
для мероприятий по интенсификации притока.
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