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Аннотация
Целью работы является нахождение асимптотического решения краевой задачи о 
распространении волн по свободной поверхности дисперсной смеси неограниченной 
глубины. Многофазные среды, характеризующиеся наличием макроскопических (по 
сравнению с молекулярными масштабами) включений, встречаются в природе, широко 
распространены в технологических процессах. Дисперсные смеси, состоящие из двух 
фаз, являются самыми простыми из них. Математическое моделирование таких сред 
осложняется необходимостью учитывать эффекты межфазного взаимодействия, что 
значительно увеличивает число параметров, входящих в уравнения. Поэтому главную 
сложность при построении математической модели представляет получение замкнутой 
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системы уравнений. В данной работе использована схема совместного деформирования 
фаз, предложенная Х. А. Рахматулиным (в качестве замыкающего условия использовано 
предположение о равенстве давлений в фазах). Рассмотрена нелинейная краевая задача 
о распространении поверхностных волн по слою двухфазной смеси бесконечной глуби-
ны; в качестве несущей фазы выбрана несжимаемая идеальная жидкость, дисперсная 
фаза — твердые недеформируемые частицы. Предполагается, что длина поверхностной 
волны много больше ее высоты. Найдено асимптотическое решение задачи в линейном 
приближении по малому амплитудному параметру в виде затухающих бегущих волн. 
Определены давление, скорости волнового движения дисперсной и несущей фазы, 
форма свободной поверхности. Показано, что возмущение концентрации второй фазы 
величина более высокого порядка малости по сравнению с волновыми возмущениями 
скоростей фаз и давлении. Получены дисперсионные соотношения для определения 
фазовой скорости и декремента затухания волны. Выполнены расчеты, иллюстриру-
ющие полученные результаты.
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дисперсионные соотношения.
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Введение
Изучение волнового движения двухфазных смесей представляет как практиче-
ский, так и теоретический интерес. Математическое моделирование многофаз-
ных, и в частности двухфазных сред, требует учета эффектов межфазного вза-
имодействия, что приводит к увеличению параметров, входящих в уравнения, 
а значит и к необходимости введения дополнительных условий для получения 
замкнутой системы уравнений. В качестве примера первых работ, посвященных 
этому вопросу, можно привести [4, 7, 8, 9]. Так замкнутая модель движения 
многофазной смеси впервые была получена в работе [9]; в качестве замыкаю-
щего условия использовалось предположение о равенстве давлений в несущей 
и дисперсной фазах

Данная работа посвящена нахождению асимптотического решения краевой 
задачи о распространении волн по свободной поверхности слоя дисперсной смеси 
неограниченной глубины и исследованию влияния примесей на параметры волны.

Математическая модель
Рассматривается слой двухфазной жидкости, несущая фаза – идеальная несжи-
маемая жидкость, дисперсная фаза – твердые частицы одного размера, плотность 
которых больше плотности несущей среды. Теплоперенос и массоперенос 
между фазами отсутствуют. Для моделирования силового взаимодействия и 
совместного деформирования фаз используется схема, предложенная в работе 
[9]. В этих предположениях, согласно [6], уравнения сохранения массы и им-
пульса имеют вид
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∂ρ�
∂t � ��ρ���� � �,			ρ� d��dt � �α��� � ρ�� � �����α�α�R��� � ���,	 

α� � α� � �,			ρ� � ρ��α�,			ρ�� � ����t,			� � �,��																																��� 
 
 

	 (1)
Здесь ρi — плотность, 

 
∂ρ�
∂t � ��ρ���� � �,			ρ� d��dt � �α��� � ρ�� � �����α�α�R��� � ���,	 

α� � α� � �,			ρ� � ρ��α�,			ρ�� � ����t,			� � �,��																																��� 
 
 

 — истинная плотность, αi — объемная концентрация, 
vi — вектор скорости движения i-й фазы (индексы i = 1,2 относится к величинам, 
характеризующим несущую и дисперсную фазу соответственно), p — давление, 
g — вектор ускорения силы тяжести. Эмпирический коэффициент R характери-
зует силу вязкого трения Стокса, вызванную несовпадением скоростей фаз [6]. 
Свободная поверхность бесконечно глубокого слоя дисперсной жидкости грани-
чит со средой пренебрежимо малой плотности, Pa — атмосферное давление. 

На свободной поверхности z = ξ(t, x, z) должны выполняться условия не-
прерывности потока массы и потока импульса, известные как кинематическое 
и динамическое условия соответственно [1, 2, 3]
	

 
α�v�� � α�v�� � ��� � � ����������������������������������������������������� 

 
 

	 (2)
где 

 
α�v�� � α�v�� � ��� � � ����������������������������������������������������� 

 
 

 — нормальная проекция объемной скорости смеси, 
 

α�v�� � α�v�� � ��� � � ����������������������������������������������������� 
 
 

— нор-
мальная скорость свободной поверхности.

Краевая задача
Декартова система координат вводится так, что в отсутствие волнового движе-
ния свободная поверхность слоя совпадает с плоскостью z = 0, ось Oz направ-
лена противоположно вектору ускорения силы тяжести g. По свободной поверх-
ности слоя в положительном направлении оси Ox распространяется волна 
длиной λ. Предполагается, что длина волны много больше высоты волны и 
характерного размера твердых включений. Движение предполагается плоско-
параллельным в плоскости (x, z). В этом случае система (1) – (2) принимает вид 

ρ�� �
∂v��
∂t � v�� ∂v��∂x � v�� ∂v��∂z � �

∂p
∂x � ������α�α� α�� �R�v�� � v��� � �, 

 

ρ�� �
∂v��
∂t � v�� ∂v��∂x � v�� ∂v��∂z � �

∂p
∂z � ρ��� �	

																																																		�������α�α� α�� �R�v�� � v��� � �, 
 

∂α�
∂t �

∂�α�v���
∂x � ∂�α�v���

∂z � �,			� � �,�,			α� � α� � �, 
 
	∂ξ
∂t � α�v�� � α�v�� � ∂ξ

∂x �α�v�� � α�v��� � �, p � ��, z � ξ�t, x�.	 
 

 Полученная система уравнений и граничных условий нелинейна, поэтому 
для ее решения требуется применение асимптотических методов [5]. Предпо-
лагая, что все волновые возмущения одного порядка малости, для постановки 
краевой задачи вводятся безразмерные переменные и волновые возмущения 
неизвестных величин при помощи замены
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� � �∗ k⁄ ,			z � z∗ k⁄ ,			� � �∗ kc⁄ ,			� � ��∗ k⁄ ,			v�� � �c���	�� � �,��, 

 
v�� � α��ρ�� � ρ���g R⁄ � �c���,			v�� � �� � α���ρ�� � ρ���g R⁄ � �c���,		 

 
α� � α� � �α�γ,			α� � � � α�,			� � P� � ρ�gz∗ k⁄ � �ρ�c�P, 

 
� � �ρ�� � ρ���g Rc⁄ ,			� � R ρ�kc⁄ ,			μ� � ρ�� ρ�⁄ 	�� � �,��. 

 
 Здесь * обозначены соответствующие безразмерные переменные; γ(t*, x*, z*), 
P(t*, x*, z*), Vi(t*, x*, z*) = {Vix, Viz}, i = 1,2 — волновые возмущения концентрации 
дисперсной фазы, давления и скоростей фаз соответственно; α0 — концентрация 
дисперсной фазы в отсутствие волнового движения; c — фазовая скорость вол-
ны; ε — малый волновой параметр. В результате задача приводится к виду

�α� ∂γ∂t∗ � �� � α�� �∂V��∂x∗ �
∂V��
∂z∗ � � α��G ∂γ∂z

� �α� �γ �∂V��∂x∗ �
∂V��
∂z∗ � � V�� ∂γ∂x∗ � V�� ∂γ∂z∗� � �, 

∂γ
∂t∗ �

∂V��
∂x∗ �

∂V��
∂z∗ � �� � α��G ∂γ

∂z∗ � � �γ �∂V��∂x∗ �
∂V��
∂z∗ � � V�� ∂γ∂x∗ � V�� ∂γ∂z∗�� �, 

μ� ∂V��∂t∗ � α�μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂x∗ � α�r�V�� � V���

� ��μ� �V�� ∂V��∂x∗ � V�� ∂V��∂z∗ � � α�rγ�V�� � V���� � �, 

μ� ∂V��∂t∗ � α�μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂z∗ � α�r�V�� � V��� � α�Grγ

� � �μ� �V�� ∂V��∂x∗ � V�� ∂V��∂z∗ ��α�rγ�V�� � V���� � �,	

μ� ∂V��∂t∗ � �� � α��μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂x∗ � �� � α��r�V�� � V���

� � �μ� �V�� ∂V��∂x∗ � V�� ∂V��∂z∗ � �α�rγ�V�� � V���� � �,	

μ� ∂V��∂t∗ � �� � α��μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂z∗ � �� � α��r�V�� � V��� � α�Grγ

� ��μ� �V�� ∂V��∂x∗ � V�� ∂V��∂z∗ � � α�rγ�V�� � V���� � �, 

∂ξ
∂t∗ � �� � α��V�� � α�V�� � α�Gγ � ����� � α��V�� � α�V��� ∂ξ∂x∗ �	

�α�γ�V�� � V���� � ��α�γ ∂ξ∂x∗ �V�� � V��� � �, z∗ � �ξ∗�t∗, x∗, z∗�,		

P � �
��� ξ∗ � �, z∗ � �ξ∗�t∗, x∗, z∗�.				
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�α� ∂γ∂t∗ � �� � α�� �∂V��∂x∗ �
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∂z∗ � � α��G ∂γ∂z

� �α� �γ �∂V��∂x∗ �
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� ��μ� �V�� ∂V��∂x∗ � V�� ∂V��∂z∗ � � α�rγ�V�� � V���� � �, 

μ� ∂V��∂t∗ � α�μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂z∗ � α�r�V�� � V��� � α�Grγ

� � �μ� �V�� ∂V��∂x∗ � V�� ∂V��∂z∗ ��α�rγ�V�� � V���� � �,	

μ� ∂V��∂t∗ � �� � α��μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂x∗ � �� � α��r�V�� � V���

� � �μ� �V�� ∂V��∂x∗ � V�� ∂V��∂z∗ � �α�rγ�V�� � V���� � �,	

μ� ∂V��∂t∗ � �� � α��μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂z∗ � �� � α��r�V�� � V��� � α�Grγ

� ��μ� �V�� ∂V��∂x∗ � V�� ∂V��∂z∗ � � α�rγ�V�� � V���� � �, 

∂ξ
∂t∗ � �� � α��V�� � α�V�� � α�Gγ � ����� � α��V�� � α�V��� ∂ξ∂x∗ �	

�α�γ�V�� � V���� � ��α�γ ∂ξ∂x∗ �V�� � V��� � �, z∗ � �ξ∗�t∗, x∗, z∗�,		

P � �
��� ξ∗ � �, z∗ � �ξ∗�t∗, x∗, z∗�.				 (3)

В результате получена нелинейная краевая задача (3), позволяющая получить 
асимптотические разложения неизвестных скоростей волнового движения фаз, 
давления, возмущения концентрации и формы свободной поверхности.

Линейная задача
Предполагается, что высота волны мала по сравнению с длиной, в этом случае в 
(3) можно пренебречь слагаемыми порядка ε и рассматривать линейную задачу

	

 

��� ∂γ∂t∗ � �� � ��� �∂V��∂x∗ �
∂V��
∂z∗ � � ���G ∂γ∂z � �� 

 
∂γ
∂t∗ �

∂V��
∂x∗ �

∂V��
∂z∗ � �� � ���G ∂γ

∂z∗ � �� 
 

μ� ∂V��∂t∗ � ��μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂x∗ � ��r�V�� � V��� � �� 

 

μ� ∂V��∂t∗ � ��μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂z∗ � ��r�V�� � V��� � ��Grγ � ��� 

 

μ� ∂V��∂t∗ � �� � ���μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂x∗ � �� � ���r�V�� � V��� � ��� 

 

μ� ∂V��∂t∗ � �� � ���μ�G ∂V��∂z∗ �
∂P
∂z∗ � �� � ���r�V�� � V��� � ��Grγ � �� 

 
∂ξ
∂t∗ � �� � ���V�� � ��V�� � ��Gγ � �� z∗ � ���� 

 
P � g

kc� ξ
∗ � �� z∗ � ��������������������������������������������������� 

 
 

	 (4)

Необходимо, чтобы при равенстве истинных плотностей фаз, а также в от-
сутствие второй фазы решение задачи (4) переходило в известные [10]. Поэтому 
неизвестные величины определялись в виде затухающих бегущих волн вида

e���∗�C��z∗� sin�x∗ � �∗� � C��z∗� cos�x∗ � �∗��,	 
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где b = β/kc — безразмерный декремент затухания волны (β — размерный де-
кремент). С учетом требования затухания волнового движения на глубине, полу-
чено решение (i = 1,2)
 

� � e���∗�M cos�x∗ � �∗� � N sin�x∗ � �∗��e�∗,	 
 

� � �, 
 
V�� � e���∗��m�M � n�N� cos�x∗ � �∗� � �m�N � n�M� sin�x∗ � �∗��e�∗, 

 
V�� � e���∗��n�M �m�N� cos�x∗ � �∗� � �m�M � n�N� sin�x∗ � �∗��e�∗, 

 
ξ∗ � e���∗��s�M � s�N� cos�x∗ � �∗� � �s�N � s�M� sin�x∗ � �∗��, 

 

m� � 1
∆ ��b

� � 1�μ�μ�� � 2bμ�μ��Gμ��1 � α�� � r�
� Gμ�μ��r�3α� � 2� � Gμ��1 � α���� � r��, 

 

m� � 1
∆ ��b

� � 1�μ��μ� � 2bμ�μ��Gμ�α� � r� �	
																										�Gμ�μ��r�3α� � 1� � Gμ�α��� 	� r��, 

 

n� � 1
∆ �b�b

� � 1�μ�μ�� � b�μ�μ��Gμ��3α� � 2� � r� � b�rμ�
� bGμ�μ��r�3α� � 2� � Gμ��1 � α���� � br�
� α��Gμ�μ� � r�μ� � μ����μ� � 2bGαμ���1 � α��
� Gr�1 � α�� � G�μ��1 � α�����, 

 

n� � 1
∆ �b�b

� � 1�μ��μ� � ��μ�μ��Gμ��3α� � 1� � r� � b�rμ�
� bGμ�μ��r�3α� � 1� � Gμ�α��� � br�
� �1 � α���Gμ�μ� � r�μ� � μ����μ� � 2bGμ�α� � Grα�
� G�μ�α����,	 

 
s� � �1 � α���m� � bn�� � α��m� � bn�� �b� � 1�⁄ , 

 
s� � �1 � α���bm� � n�� � α��bm� � n�� �b� � 1�⁄ , 

 
∆� ��b� � 1�μ�μ� � α��1 � α��G�Gμ�μ� � r�μ��μ���

� b�r � Gμ�μ��2α� � 1���� � ��Gμ�μ� � r�� � �α�Grμ�μ���.	 
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Возмущение концентрации дисперсной фазы γ = 0, то есть является вели-
чиной более высокого порядка малости по сравнению с возмущением давления 
и скоростями волнового движения фаз. Коэффициенты M и N определяются из 
дополнительных начальных условий. Из динамического условия получены дис-
персионные соотношения для определения неизвестных декремента затухания 
β и фазовой скорости волны c

 
�b� � ��kc� � �b��� � ���n� � ��n�� � ���� � ���m� � ��m�� � �� 

 
b��� � ���m� � ��m�� � ��� � ���n� � ��n�� � �����b � � kc⁄ . 

 
 Для иллюстрации полученных результатов были выполнены расчеты пара-
метров волнового движения при распространении по поверхности слоя смеси 
волны длиной λ = 1 м. Предполагается, что несущая фаза имеет плотность 

 
∂ρ�
∂t � ��ρ���� � �,			ρ� d��dt � �α��� � ρ�� � �����α�α�R��� � ���,	 

α� � α� � �,			ρ� � ρ��α�,			ρ�� � ����t,			� � �,��																																��� 
 
 

 = 
= 1 000 кг/м3 и динамическую вязкость η = 1,004∙10-3 кг/(м∙с), дисперсная фаза — 
недеформируемые сферические частицы радиуса а = 10-3 м. На рисунке 1 пред-
ставлена зависимость фазовой скорости волны с от концентрации дисперсной 
фазы α0. При α0 = 0 фазовая скорость волны равна с0 = 1,2495 м/с (фазовая 
скорость гравитационной волны для моносреды). С увеличением концентрации 
дисперсной фазы фазовая скорость падает.

 
Рис. 1. Зависимость фазовой скорости 
волны с (м/с) от концентрации  
дисперсной фазы α0:  
–––––– ρ��  = 1 700 кг/м3, 
– – – –  ρ��  = 2 000 кг/м3, 
– ∙ – ∙ – ρ��  = 2 200 кг/м3

Fig. 1. Dependence of the phase velocity 
of the wave c (m/s) on the concentration 
of the dispersed phase α0: 
–––––– ρ��  = 1,700 kg/m3, 
– – – –  ρ��  = 2,000 kg/m3, 
– ∙ – ∙ – ρ��  = 2,200 kg/m3

Н. Н. Бутакова
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Заключение 
На основе схемы совместного деформирования фаз Х.А. Рахматулина постав-
лена нелинейная краевая задача о распространении поверхностных волн по 
слою двухфазной смеси неограниченной глубины. В линейном приближении 
найдено решение задачи в виде затухающих бегущих волн, получены диспер-
сионные соотношения для определения фазовой скорости и декремента затуха-
ния волны.
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Abstract
This article considers the problem of the propagation of waves on the free surface of a two-
phase mixture of infinite depth. The author finds the asymptotic solution of the problem in 
the linear approximation. Multiphase media characterized by the presence of macroscopic 
inclusions (in comparison with molecular scales) are present in nature, widely distributed 
in technological processes. Disperse mixtures consisting of two phases are the simplest of 
them. Mathematical modeling of such media is complicated by the need to take into account 
the effects of interfacial interaction; that significantly increases the number of parameters 
in the equations. 
Therefore, the main difficulty in constructing a mathematical model is the creation of a closed 
system of equations. This paper uses the scheme of joint phase deformation proposed by 
H. A. Rakhmatullin (as a closing condition, the assumption of equal pressure in phases is used). 
The author considers a nonlinear boundary value problem of the propagation of surface waves 
along a layer of a two-phase mixture of infinite depth; as the carrier phase, an incompressible 
ideal liquid is chosen, the dispersed phase is solid non-deformable particles. The author assumes 
that the length of the surface wave is much greater than its height. The asymptotic solution 
of the problem in the linear approximation with respect to a small amplitude parameter in the 
form of damped traveling waves is found. The pressure, the velocity of the wave motion of 
the dispersed and carrier phase, and the shape of the free surface are determined. The paper 
shows that the perturbation of the concentration of the second phase is of a higher order of 
smallness in comparison with the wave perturbations of the phase and pressure velocities. 
Dispersion relations are obtained to determine the phase velocity and the damping decrement 
of the wave. Calculations are performed to illustrate the results obtained.
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