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Аннотация
Представлены результаты численного моделирования свободных огненных вихрей, 
возникающих в лабораторных условиях. Возможность получения такого рода концен-
трированных огненных вихрей была продемонстрирована в серии экспериментальных 
работ, проведенных под руководством члена-корреспондента РАН А. Ю. Вараксина в 
Объединенном институте высоких температур РАН.
Аналитические и численные исследования возникающих сложных закрученных течений 
газа при локальном нагреве металлической подстилающей поверхности несколькими 
источниками предлагается рассматривать с точки зрения газовой динамики. При рассмо-
трении сложных течений нагревающегося газа как движения вязкой, теплопроводной  
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и сжимаемой сплошной среды использована полная система уравнений Навье — Стокса. 
Предложенные начально-краевые условия позволили численно определить основные 
газодинамические характеристики возникающих трехмерных и нестационарных тече-
ний газа в свободных огненных вихрях.
Результаты расчетов показали, что при формировании огненных вихрей выделяется 
несколько этапов в их развитии. Первый этап характеризуется возникновением ло-
кальных течений газа, расходящихся в радиальном направлении от областей нагрева. 
Второй этап сопровождается формированием в областях расположения источников 
нагрева локальных вихрей с противоположными направлениями закрутки. Третий этап 
характерен тем, что из более мелких вихрей за счет интенсивного притока внешнего 
воздуха образуется общий крупный тепловой вихрь, который получает положитель-
ную закрутку под действием силы Кориолиса. На четвертом этапе с возрастанием 
скорости вращения наблюдается уменьшение вертикальных размеров теплового 
вихря и его распад на несколько мелких. Таким образом, завершение жизненного 
цикла одного концентрированного вихря сменяется формированием нового. Для ис-
ходных параметров время жизни концентрированного теплового вихря составляет 
порядка одной минуты. 
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Введение
Вихревое движение является распространенной формой движения сплошных 
сред. К природным вихревым течениям относятся так называемые пыльные 
«дьяволы», водяные, воздушные и огненные смерчи [22, 23]. Вихри применя-
ются в промышленных устройствах [27]. Физическое моделирование такого 
рода концентрированных вихрей в условиях лаборатории является весьма ак-
туальной задачей. До настоящего времени фактически отсутствуют экспери-
ментальные работы, в которых были бы получены свободные тепловые вихри, 
кроме работ [10-16, 18-21, 30-33].

В работе [17] демонстрируется возможность физически смоделировать 
свободные огненные вихри в условиях лаборатории, не используя какие-либо 
закручивающие устройства. Для этого использовалась простая установка, схема 
которой приведена на рис. 1.

В рамках эксперимента поджигались таблетки уротропина. «Масса каждой 
таблетки 21 г (диаметр 40 мм). Теплота сгорания уротропина 30 МДж/кг. Де-
вятнадцать таблеток располагались в центре подстилающей поверхности, фор-
мируя вписанный в окружность (диаметр 300 мм) шестиугольник» [17, с. 160], 
как показано на рис. 2.

Баутин С. П., Обухов А. Г.
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 Рис. 1. Установка генерирования 
огненных свободных вихрей: 
1 — металлическая поверхность; 
2 — таблетки уротропина; 
3 — пламя; 
4 — огненный вихрь; 
5 — стойка; 
6 — цифровой фотоаппарат

Источник: [17].

Fig. 1. Installation diagram  
for the generation of free fire vortexes: 
1 — metal surface; 
2 — urotropic tablets; 
3 — fire; 
4 — fire vortex; 
5 — stand; 
6 — digital camera

Source: [17].

 

Рис. 2. Таблетки горючего  
на подстилающей поверхности

Источник: [17].

Fig. 2. Tablets of fuel on the underlying 
surface

Source: [17].
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Во время опыта подожженные на металлической поверхности (1) таблетки 
уротропина (2) образовывали пламя (3) и также могли сгенерировать огненные 
вихри (4), «высота которых значительно превосходила высоту пламени над об-
ластью расположения горючего» [17, с. 160], что отображено на рис. 3. «При-
знаком возникновения огненных вихревых структур также служило появление 
винтовых траекторий у нагретых частиц продуктов сгорания» [17, с. 160]. Весь 
процесс горения и генерации огненных вихрей записывался с помощью рас-
положенного на стойке (5) цифрового фотоаппарата (6) (рис. 1).

 

Рис. 3. Изображение горения таблеток: 
а) обычное горение таблеток; 
б) зафиксированный огненный вихрь

Источник: [17].

Fig. 3. Tablet burning: 
а) normal burning; 
б) a fixed fire vortex

Source: [17].

В результате многократного повторения эксперимента было выявлено, что 
«самые первые вихревые огненные структуры начинали образовываться через 
3 мин, а самые последние — через 12 мин после поджига таблеток. Полное 
сгорание таблеток происходило за 15-17 мин. Образование огненных вихрей 
происходило как в центре области расположения горючего, так и на ее перифе-
рии» [17, с. 160-161]. За один эксперимент можно было наблюдать до 15 вихре-
вых структур со следующими параметрами: время жизни — от 1 до 5 с; наи-
большая высота — 0,7 м; максимальный диаметр — 0,05 м [17, с. 161].

«Процесс формирования огненного вихря… сопровождается заметным ради-
альным притоком воздуха со всех направлений к основанию основного (централь-
ного) конвективного потока и сопутствующим закручиванием потока относительно 
вертикальной оси вследствие наличия градиентов скоростей и температур. Поток 
продуктов сгорания в огненном вихре состоит из комбинации относительно тонких 
вихревых нитей, вращающихся и взаимодействующих друг с другом» [17, с. 161].

Баутин С. П., Обухов А. Г.
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Физически смоделированные в результате описанного эксперимента «ог-
ненные вихри являются лабораторными аналогами огненных смерчей, возни-
кающих при крупных лесных пожарах, возгораниях на больших площадях в 
городских районах при плотной застройке, на лесоперерабатывающих пред-
приятиях» [17, с. 161], на участках сельскохозяйственных угодий.

Численное моделирование генерирования огненных свободных лаборатор-
ных вихрей без использования специальных устройств для закрутки и явилось 
одной из задач данной работы. Приведенные далее результаты аналитических 
и численных исследований продолжают и развивают сформированное направ-
ление в области численного моделирования нестационарных трехмерных тече-
ний сжимаемого вязкого теплопроводного газа в тепловых закрученных потоках 
и огненных вихрях [2, 9, 25, 28].

Математическая модель. Начальные и граничные условия

Чтобы описать сложные течения сжимаемого вязкого теплопроводного газа с 
диссипативными свойствами вязкости и теплопроводности, в работе использу-
ется полная система уравнений Навье — Стокса, которая в безразмерных пере-
менных с учетом действия сил тяжести и Кориолиса в векторной форме имеет 
следующий вид [3, 6-8]: 

���
��
�� ρ� � � � ∇ρ � ρ���� = 0,�� � �� � ∇�� � �γρ ∇ρ � �γ ∇� = � � 2� � � � μ�ρ ��4 ∇������ � 34 ��� ,�� � � � ∇� � �γ � ������� = κ�ρ �� � μ�γ�γ � ��2ρ ����� � ���� � ���� � ���� � ��� � ����� � 32 ���� � ���� � ��� � ���� � ��� � ������ ,

 (1)

где безразмерные коэффициенты вязкости и теплопроводности имеют следую-
щие значения: μ

0
 = 0,001, κ

0
 ≈ 1,46μ

0
.

В системе (1): t — время; x, y, z — декартовы координаты; ρ — плотность 
газа; V = (u, v, w) — вектор скорости газа с проекциями на соответствующие 
декартовы оси; T — температура газа; g = (0, 0, −g) — вектор ускорения силы 
тяжести, а g = const > 0; −2Ω × V = (av − bw, −au, bu) — вектор ускорения силы 
Кориолиса, где a = 2Ωsinψ, b = 2Ωcosψ, Ω = |Ω|; Ω — вектор угловой скорости 
вращения Земли; ψ — широта точки O — начала декартовой системы коорди-
нат Oxyz, вращающейся вместе с Землей [3, 6-8].

В качестве начальных условий при описании соответствующих течений 
сжимаемого вязкого теплопроводного газа в случае постоянных значений коэф-
фициентов вязкости и теплопроводности взяты функции, задающие точное 
решение [5] системы (1): 
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� = 0, � = 0, � = 0, ����� = � � ��, 

� = ������� , � = 0,00�� �м, ��� = � м, ��� = 288 �K, 

 

                     (2)

ρ���� = �� � ������, � = ��� = const > 0.                 (3)

Расчетная область представляет собой куб с единичными длинами сторон 
x
0
 = y

0
 = z

0
 = 1, изображенный на рис. 4.

Рис. 4. Кубическая расчетная область Fig. 4. Calculated area in the form  
of a cube

Граничные условия и способы вычисления газодинамических характери-
стик на гранях расчетной области представлены следующим образом [4]. 
Значения плотности на боковых гранях куба x = 0, x = x

0
, y = 0, y = y

0
 и на 

верхней грани z = z
0
 вычисляются из условия непрерывности, т. е. значения 

плотности на боковых гранях рассчитываются линейной интерполяцией из 
внутренних узлов расчетной области. На нижней грани z = 0 для плотности 
ставится условие симметрии. Это значит, что значения плотности на нижней 
грани рассчитываются из условия равенства нулю их производных по нормали 
к грани. На боковых гранях и верхней грани расчетной области на значения 
всех составляющих векторов скорости накладываются условия непрерывности, 

Баутин С. П., Обухов А. Г.
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т. е. значения всех составляющих скоростей на границе рассчитываются ли-
нейной интерполяцией из внутренних узлов расчетной области. На нижней 
грани для компонент скорости заданы условия непротекания. При этом третья 
компонента скорости равна нулю w|

z = 0 = 0, а первая и вторая компоненты 
вектора скорости определяются из условия симметрии, т. е. считаются из 
условия равенства нулю их производных по нормали к грани. Для температу-
ры на боковых гранях и верхней грани значения рассчитываются из условия 
непрерывности [1, 4].

Постепенный нагрев 19 областей нижней грани до температуры 300 °C 
смоделирован такой функцией времени и координат [1, 24, 26, 29]:

���, �, �� = � � �∗�� � ������ � ���
���

� ������������������ , 
       

 (4)

где T* = 0,99 — коэффициент, определяющий добавку к значению темпера-
туры, принятому за единичное масштабное значение; r

0
 = 0,02 — безраз-

мерное значение радиусов нагрева; xl, yl, l = 1 ÷ 19 — координаты центров 
источников нагрева, расположенных в центре нижней грани расчетной об-
ласти внутри круга с радиусом R = 0,15. Таким образом, поставленные гра-
ничные условия моделируют появление нестационарных трехмерных течений 
сжимаемого газа (со свойствами вязкости и теплопроводности), иницииру-
емых нагревом 19 источников тепла. Граничные условия предполагают воз-
можность свободного перемещения газа через все грани расчетной области, 
кроме нижней грани. Масштабные размерные значения плотности, скорости, 
расстояния и времени в расчетах принимались такими: ρ

00
 = 1,29 кг/м3, 

u
00

 = 333 м/с, x
00

 = 1 м,  ��� = ������ = 0,003 с. Разностные шаги дискретизации по 
трем координатам ∆x = ∆y = 0,005, ∆z = 0,05, а шаг дискретизации по времени 
∆t = 0,001 [1, 24, 26, 29].

Результаты расчетов 
На рис. 5-16 представлены характерные результаты проведенных расчетов 
термодинамических характеристик потока нагретого воздуха при нагревании 
нижней плоскости. На рисунках представлены характеристики, рассчитанные 
для высоты 0,1 м и для моментов времени 10, 20, 30, 40 секунд. На осях коор-
динат Ox и Oy отмечены номера узлов вычислительной сетки.

На рис. 5-8 приведены графики рассчитанных распределений температуры 
в указанные выше моменты времени. На представленных рисунках видно, что 
в начальные моменты нагрева температура газа имеет локальные повышенные 
значения в областях расположения источников нагрева. В дальнейшем эти 
области размываются в горизонтальных направлениях и объединяются друг 
с другом. 
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Периферийные значения температуры в начале нагрева соответствуют еди-
ничному масштабному значению 288 °K (рис. 5, 6). С течением времени наблю-
дается их уменьшение (рис. 7), а затем — неравномерное возрастание (рис. 8).

На рис. 9-12 изображены графические распределения вычисленных плот-
ностей газа соответствующих моментов времени. Из расчетов следует, что  

 

  

 
Рис. 5. Температура при t

1
 = 10 с

Fig. 5. Temperature at t
1
 = 10 s 

Рис. 6. Температура при t
2
 = 20 с

Fig. 6. Temperature at t
2
 = 20 s

  

 
Рис. 7. Температура при t

3
 = 30 с  

Fig. 7. Temperature at t
3
 = 30 s

Рис. 8. Температура при t
4
 = 40 с 

Fig. 8. Temperature at t
4
 = 40 s

Баутин С. П., Обухов А. Г.
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Рис. 9. Плотность при t

1
 = 10 с

Fig. 9. Density at t
1
 = 10 s

Рис. 10. Плотность при t
2
 = 20 с

Fig. 10. Density at t
2
 = 20 s

  

 
Рис. 11. Плотность при t

3
 = 30 с

Fig. 11. Density at t
3
 = 30 s

Рис. 12. Плотность при t
4
 = 40 с

Fig. 12. Density at t
4
 = 40 s

в начале нагрева плотность газа имеет вид воронок с пониженными значения-
ми, расположенных локально в областях нагрева (рис. 9). Локально располо-
женные области пониженной плотности достаточно быстро объединяются в 
одну (рис. 10), и с течением времени эта область расширяется вдоль радиусов 
к периферийным участкам (рис. 11). Расчеты говорят о том, что периферийные 
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значения плотности, аналогично температуре, в начале нагрева подвержены 
неравномерным изменениям. Например, значения плотности газа в момент 
времени t

4
 = 40 с вблизи начала прямоугольной системы координат выше, чем 

в противоположной части расчетной области (рис. 12). Однако это соотношение 
между значениями плотности изменяется как от времени, так и от координат.

На рис. 13-16 отражены графические распределения вычисленных значений 
давления газа в соответствующих моментах времени. Проведенные расчеты говорят 
о том, что в начале процесса нагрева давление газа имеет локальные максимумы, 
расположенные в областях нагрева (рис. 13). Со временем вокруг каждой локальной 
области повышенного давления формируются расширяющиеся области понижен-
ного давления, которые имеют форму кольца. При этом давление газа на периферии 
соответствует первоначальному значению стационарного распределения. При на-
греве значения давления в периферических областях начинают изменяться, форми-
руя область пониженного давления в центре расчетной области (рис. 14). Затем по 
аналогии с изменениями температуры и плотности наблюдается неравномерное 
изменение давления в горизонтальной плоскости (рис. 16).

Выполненные в работе расчеты температуры, плотности и давления иссле-
дуемых течений газа показали адекватность предложенной математической 
модели, которая позволяет выполнять численные эксперименты для описания 
возникающих сложных нестационарных трехмерных течений. Установленные 
при расчетах локальные перепады температуры, плотности и давления приводят 
к соответствующим изменениям течения газа в горизонтальных и в вертикальных 
плоскостях. Следует отметить, что наблюдаемая в расчетах мелкая структура в 
изменениях температуры, плотности и давления более отчетливо проявляется 
вблизи нижней грани расчетной области.

Далее проводится анализ результатов расчета скоростей течений воздуха в за-
крученном восходящем потоке при нагревании нижней поверхности 19 источни-
ками тепла. На рис. 17-20 представлены графические распределения вычисленных 
значений первой компоненты скорости газа при нагревании 19 источниками нижней 
грани для высоты 0,1 м в соответствующих моментах времени. На осях коорди-
нат Ox и Oy отмечены номера узлов вычислительной сетки.

Первая компонента скорости газа позволяет выделить следующие фазы раз-
вития тепловых вихрей. Для первой фазы характерно появление вблизи каждого 
из 19 источников тепла множественных мелких вихревых образований с противо-
положным направлением закрутки (рис. 17). Желтый и красный цвет на рисунке 
соответствует положительной скорости течения газа (вдоль оси Ox), а синий 
цвет — отрицательной скорости течения газа (против направления оси Ox). Вто-
рая фаза характеризуется наложением на мелкую вихревую структуру более 
крупного течения газа, расходящегося от области нагрева (рис. 18, в том числе 
стрелки). Наступление третьей фазы характеризуется возникновением двух вих-
рей с противоположными направлениями вращения (рис. 19, в том числе стрелки): 
ближнее к наблюдателю имеет положительное направление закрутки, а дальнее 

Баутин С. П., Обухов А. Г.
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 Рис. 13. Давление при t
1
 = 10 с

Fig. 13. Pressure at t
1
 = 10 s

Рис. 14. Давление при t
2
 = 20 с

Fig. 14. Pressure at t
2
 = 20 s

 

Рис. 15. Давление при t
3
 = 30 с

Fig. 15. Pressure at t
3
 = 30 s

Рис. 16. Давление при t
4
 = 40 с

Fig. 16. Pressure at t
4
 = 40 s

от наблюдателя — отрицательное. И, наконец, расчеты показывают наличие еще 
одной стадии в развитии огненного вихря. На этой стадии за счет интенсивного 
притока внешнего воздуха и действия на него силы Кориолиса происходит по-
степенное преобладание положительного направления закрутки всего потока 
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(рис. 20, в том числе стрелки), в результате чего образуется огненный вихрь, на-
блюдаемый в экспериментах (рис. 3б). Отмеченные этапы формирования концен-
трированного теплового вихря не следуют последовательно строго друг за другом. 
Однако характерные их особенности позволяют расположить каждый из этапов 
в некоторой хронологической последовательности. 

Баутин С. П., Обухов А. Г.

  

 Рис. 17. Скорость u при t
1
 = 10 с

Fig. 17. Speed u at t
1
 = 10 s

Рис. 18. Скорость u при t
2
 = 20 с

Fig. 18. Speed u at t
2
 = 20 s

 

Рис. 19. Скорость u при t
3
 = 30 с

Fig. 19. Speed u at t
3
 = 30 s

Рис. 20. Скорость u при t
4
 = 40 с

Fig. 20. Speed u at t
4
 = 40 s
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Рис. 21. Скорость v при t

1
 = 10 с

Fig. 21. Speed v at t
1
 = 10 s 

Рис. 22. Скорость v при t
2
 = 20 с

Fig. 22. Speed v at t
2
 = 20 s

   

 
 

Рис. 23. Скорость v при t
3
 = 30 с

Fig. 23. Speed v at t
3
 = 30 s 

Рис. 24. Скорость v при t
4
 = 40 с

Fig. 24. Speed v at t
4
 = 40 s

На рис. 21-24 показаны графики вычисленных значений второй компоненты 
скорости течения газа в соответствующих моментах времени.
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На рис. 25-26 приводятся графические распределения вычисленной третей 
компоненты скорости в соответствующие моменты времени t

1
 = 10 с и t

4
 = 40 с 

на высоте 0,1 м от подстилающей поверхности.

 

Рис. 25. Скорость w при t
1
 = 10 с

Fig. 25. Speed w at t
1
 = 10 s 

Рис. 26. Скорость w при t
4
 = 40 с

Fig. 26. Speed w at t
4
 = 40 s

Из рис. 25 вытекает, что в данный фиксированный момент времени t
1
 = 10 с 

возникают вертикальные потоки воздуха над 19 источниками нагрева. Макси-
мальные значения вертикальных компонент скоростей точно соответствуют 
точкам расположения источников нагрева, а при удалении к периферийным 
участкам уменьшаются до нуля. Для момента времени t

4
 = 40 с максимальные 

значения третьей компоненты скорости течения газа принимают значения 0,1 
(33 м/с). Вокруг области локальных максимумов вертикальная компонента 
скорости приобретает отрицательные значения, которые означают движение 
газа вертикально вниз.

Результаты вычисления трех компонент вектора скорости течения газа го-
ворят о сложном характере возникающего движения воздуха при нагреве ниж-
ней поверхности 19 источниками.

Сложное течение в огненных концентрированных вихрях проиллюстри-
ровано на рис. 27-30, показывающих построенные линии тока в некоторые 
расчетные моменты.

Представленные на рисунках линии тока демонстрируют нестационарный и 
сложный характер потоков воздуха, появляющихся при локальном нагреве не-
сколькими источниками. Одной из основных особенностей появляющихся тече-
ний является их закрутка в противоположных направлениях, что свидетельствует 
о перемешивании потоков воздуха как в горизонтальных, так и в вертикальных 
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плоскостях. Кроме того, на представленных рисунках хорошо видно формирова-
ние сгущения линий тока в центральной части расчетной области над источни-
ками нагрева. Это можно трактовать как возникновение концентрированного 
огненного вихря над 19 источниками тепла в виде горящих таблеток.

  

 Рис. 27. Линии тока газа для t
1
 = 10 с

Fig. 27. Stream lines at t
1
 = 10 s 

Рис. 28. Линии тока газа для t
2
 = 20 с

Fig. 28. Stream lines at t
2
 = 20 s

 

 Рис. 29. Линии тока газа для t
3
 = 30 с

Fig. 29. Stream lines at t
3
 = 30 s

Рис. 30. Линии тока газа для t
4
 = 40 с

Fig. 30. Stream lines at t
4
 = 40 s

Заключение
Выполненные расчеты фиксируют сложную структуру исследуемых течений, 
которые имеют четко выраженный нестационарный характер. В работе приве-
дены результаты расчетов всех газодинамических параметров течений как 
функций времени, а также построены мгновенные линии тока частиц газа. 

Результаты проведенных расчетов показали, что при формировании огнен-
ных вихрей можно выделить несколько характерных этапов, последовательная 
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смена которых приводит к появлению из мелких вихревых образований общего 
крупного теплового вихря, приобретающего под действием силы Кориолиса 
закрутку положительного направления. При росте значений скорости вращения 
наблюдается резкое сокращение вертикального размера и, в конце концов, рас-
пад общего концентрированного теплового вихря на несколько мелких. Жиз-
ненный цикл одного огненного концентрированного вихря завершается выбро-
сом газа из расчетной области, после которого постепенно начинается процесс 
формирования нового огненного вихря. При заданных начальных параметрах 
время жизни одного теплового закрученного потока воздуха равен одной минуте. 

Установленная в результате проведенных расчетов нестационарная струк-
тура течения вызвана одновременным действием на физический процесс сжи-
маемости, вязкости и теплопроводности движущейся среды, а также действием 
сил тяжести и Кориолиса. Все эти факторы обуславливают градиенты давления 
в локальных частях потока. Рассчитанные картины тепловых газодинамических 
потоков во многих элементах совпадают с наблюдаемыми в экспериментах 
характерными особенностями течений.
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Abstract
This article presents the results of numerical simulation of free fire vortices arising in laboratory 
conditions. The authors demonstrate the possibility of obtaining such concentrated fire vortices 
in a series of experimental studies conducted under the supervision of A. Yu. Varaksin, a 
corresponding member of the Russian Academy of Sciences, at the Joint Institute for High 
Temperatures of the Russian Academy of Sciences. 
The authors propose to consider the analytical and numerical studies of arising complex 
swirling gas flows during local heating of a metal underlying surface by several sources from 
the point of view of gas dynamics. When considering complex flows of a heating gas as a 
motion of a viscous, heat-conducting, and compressible continuous medium, the complete 
system of Navier — Stokes equations is used. The proposed initial-boundary conditions made 

* This work was supported by the Ministry of Science and Higher Education  
(Project No 1.4539.2017/8.9).

Citation: Bautin S. P., Obukhov A. G. 2019. “Numerical simulation of complex gas flows in 
concentrated fire vortices”. Tyumen State University Herald. Physical and Mathematical 
Modeling. Oil, Gas, Energy, vol. 5, no 3, pp. 47-68.
DOI: 10.21684/2411-7978-2019-5-3-47-68



Tyumen State University Herald

66

it possible to numerically determine the main gas-dynamic characteristics of the resulting 
three-dimensional and unsteady gas flows in free fire vortices.
The calculation results showed that during the formation of fiery vortices, several stages 
are distinguished in their development. The first stage is characterized by the occurrence of 
local gas flows diverging in the radial direction from the heating regions. The second stage 
is accompanied by the formation in the regions of the location of the heating sources of 
local vortices with opposite spin directions. The third stage is characterized by the fact that 
from smaller vortices due to the intense influx of external air a common large thermal vortex 
is formed, which receives a positive twist under the influence of the Coriolis force. At the 
fourth stage, with an increase in the rotation speed, a decrease in the vertical dimensions of 
the thermal vortex and its decay into several small ones is observed. Thus, the completion 
of the life cycle of one concentrated vortex is replaced by the formation of a new one.  
For the initial parameters, the lifetime of the concentrated thermal vortex is about one minute.
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Three-dimensional unsteady gas flow, fire vortices, complete system of Navier — Stokes 
equations, initial-boundary value problems, numerical solutions.
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