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Аннотация. В статье выполнен цикл численных экспериментов с целью рас-
ширения области применения популярного метода математического моде-
лирования естественной конвекции, так называемой «задачи Буссинеска». 
Исследуемая область представляет собой куб с непроницаемыми гранями, 
заполненный воздухом. На нижней грани куба расположен микрорадиоэле-
мент, представляющий собой прямоугольный параллелепипед с квадратным 
основанием. Вертикальные грани куба теплоизолированные, верхняя и нижняя 
грани поддерживаются при постоянной температуре. Внутри микроради-
оэлемента присутствует постоянный источник тепла заданной мощности. 
Трехмерное численное моделирование выполнялось с учетом диссипативной 
функции при изменении чисел Грасгофа от 36989 до 262051, чисел Эккерта  
от 7,79 10–12 до 5,67 10–11, чисел Рэлея от 51937 до 190974 и мощностях 
источника тепла от 0,7 мВт/мм3 до  10 мВт/мм3. При таких параметрах темпе-
ратура корпуса микрорадиоэлемента менялась от 20 оС до 32,66 оС. При ус-
ловии малой разницы температур теплофизические свойства воздуха приняты 
равными его свойствам при температуре 20 оС. Дискретные аналоги системы 
уравнений математической модели получены методом контрольных объемов, 
поиск решения осуществлен программной реализацией модифицированного 
алгоритма SIMPLER. Проведено сопоставление полученного поля течения 
в центральном вертикальном сечении исследуемого объема с результатами 
экспериментальных исследований других авторов и отмечено качественное 
соответствие результатов.  При разных мощностях внутреннего источника 
тепла показано влияние естественной конвекции на спад (после первоначаль-
ного подъема) и последующую стабилизацию температуры корпуса микро-
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радиоэлемента. На примере полей температуры продемонстрирован эффект 
переориентации крупномасштабной циркуляции.

Ключевые слова: естественная конвекция, численное моделирование, матема-
тическая модель, охлаждение микрорадиоэлемента, приближение Буссинеска, 
кубическая область, динамика движения воздуха
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Abstract. The article presents a series of numerical experiments aimed at expand-
ing the scope of application of a popular method of mathematical modeling of 
natural convection, the so-called “Boussinesq problem”. The studied area is a 
cube with impenetrable faces filled with air. On the lower face of the cube there 
is a microradioelement, which is a rectangular parallelepiped with a square base. 
The vertical faces of the cube are heat-insulated, the upper and lower faces are 
maintained at a constant temperature. Inside the microradioelement there is a 
constant heat source of a given power. Three-dimensional numerical modeling 
was performed taking into account the dissipative function with a change in the 
Grashof numbers from 36989 to 262051, Eckert numbers from 7,79 10–12  to 
5,67 10–11, Rayleigh numbers from 51937 to 190974 and heat source powers 



55

Численное моделирование охлаждения микрорадиоэлемента…

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. Том 11. № 2 (42)

from 0.7 mW/mm3 to 10 mW/mm3. With such parameters, the temperature of 
the microradioelement case changed from 20 °C to 32.66 °C. Under the con-
dition of a small temperature difference, the thermophysical properties of air 
are taken equal to its properties at a temperature of 20 °C. Discrete analogs of 
the system of equations of the mathematical model are obtained by the control 
volume method, the solution is searched for by the software implementation of 
the modified SIMPLER algorithm. The obtained flow field in the central verti-
cal section of the studied volume is compared with the results of experimental 
studies by other authors, and a qualitative agreement of the results is noted. At 
different powers of the internal heat source, the effect of natural convection on 
the decline (after the initial rise) and subsequent stabilization of the temperature 
of the microradioelement case is shown. The effect of reorientation of large-scale 
circulation is demonstrated using temperature fields as an example.

Keywords: natural convection, numerical modeling, mathematical model, micro-radio-
element cooling, Boussinesq approximation, cubic domain, air movement dynamics
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Введение
Диапазон исследований в области использования естественной конвекции широ-
чайший: материаловедение [Lyubimova, 2020], [Melnikov, 2007], [Santamaria, 2020], 
[Seta, 2023], [Bontoux, 1986], [Gelfgat, 1999], [El Ganaoui, 2002], [Bennacer, 2006], 
[Lappa, 2005, 2007], биология [Benoit, 2008], геофизика [Delgado-Buscalioni, 1999], 
[Yanagisawa, 2005], [Glatzmaier, 1997], метеорология [Rotunno, 2013], океанография, 
астрофизика [Heng, 2015] и т. д.  Большое значение имеет экспериментальное изучение 
естественной конвекции в различных постановках краевых задач. Следует отметить, что 
исследования течений в кубической полости являются основной базой для моделирова-
ния различных конвективных процессов в инженерных задачах, при этом конфигурация 
с вертикальным градиентом температур является значительно более сложной по срав-
нению с горизонтальным [De Vahl Davis, 1983], [Hortmann, 1990], [Christon, 2002], 
[Tian, 2000а], [Tian, 2000].
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В частности, Гермес Фериальди и Марчелло Лаппа [Ferialdi, Lappa, 2024] экспери-
ментально изучили влияние теплообмена через боковые стенки кубического объема 
на рэлеевскую конвекцию, акцентируя внимание на ее пространственном поведении 
и иерархии бифуркаций. Специальная установка для изучения течений жидкости в раз-
личных контейнерах с возможностью их произвольного расположения в поле действия 
силы тяжести, использованная в ходе эксперимента, представлена на рис. 1.

    
а) б)

Рис. 1. Экспериментальная установка по изучению естественной конвекции 
[Ferialdi, Lappa, 2024]: а) штатив оригинальной конструкции; б) фотография 
экспериментальной установки с плексигласовым кубическим контейнером 
с жидкостью
Fig. 1. Experimental setup for studying natural convection [Ferialdi, Lappa, 2024]: 
а) support stand of the original design; б) photograph of the experimental setup 
with perspex cubic fluid container

Температурный градиент, необходимый для каждого эксперимента, создается двумя 
противостоящими модулями Пельтье, каждый из которых управляется отдельным ре-
гулятором температуры. Таким образом достигается высокая точность нагрева на по-
верхности термоэлементов (+/−0,3 °C и менее). В ходе эксперимента цифровым ми-
кроскопом снимается экспериментальное видео движения частиц-трассеров (размера 
50 мкм). Высокое разрешение съемки достигается с помощью светового разреза лучом 
лазера по методу PIV (Particle Image Velocimetry).

Существенный недостаток экспериментальных методов изучения конвекции заключается 
в макроскопических масштабах исследуемых объемов (десятки сантиметров) в силу габа-
ритных размеров имеющихся аппаратных средств видеофиксации и лазерной подсветки. 
Данный недостаток делает практически невозможным проведение экспериментов в микро-
скопических масштабах, в масштабе пористых сред или микроэлементов радиоэлектронной 
аппаратуры. В этих случаях изучение конвекции проводится с помощью численного моде-
лирования тепломассопереноса в соответствии с определенными эмпирическими законо-
мерностями конвективных течений с использованием критериев подобия. 
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Целью нашего исследования является расширение области применения приближе-
ния Буссинеска на задачи моделирования течений газов в малых объемах при малых 
изменениях температуры. В качестве практической задачи такого исследования рас-
смотрен теплообмен при воздушном охлаждении корпусированного микроэлемента 
радиоаппаратуры.

Постановка задачи и математическая модель
Микроэлемент радиоаппаратуры представлен в виде прямоугольного параллелепипеда 
высотой h = 2 мм с квадратным основанием со стороной b = 5 мм. Микроэлемент нахо-
дится на нижней грани куба 10х10х10 см, заполненного воздухом (рис. 2). Сила тяжести 
направлена вертикально вниз. Боковые стенки куба теплоизолированы, а на верхней 
и нижней гранях поддерживается постоянная температура Tc = 20 оС. Внутри микро-
элемента расположен постоянный источник тепла заданной мощности. Все грани куба 
непроницаемы для воздуха.

Схема расположения микроэлемента представлена на рис. 2, где буквой А обозначено 
центральное вертикальное сечение кубического объема, в котором строился график 
конвективного течения для сопоставления с результатами эксперимента.

Для учета возможного влияния вязкой диссипации [Тананаев, 1979], [Корота-
ев и др., 2011], [Зубков, 2018] базовую систему уравнений в приближении Буссинеска 
следует дополнить диссипативной функцией Ф(x, y, z) [Ландау, 1988], [Шлихтинг, 
1974]:
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Здесь x, y, z — пространственные координаты, u, v, w — составляющие скорости, 
µ — динамическая вязкость, ν — кинематическая вязкость, a —коэффициент темпе-
ратуропроводности, β — коэффициент объемного теплового расширения, Th – Tc — 
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характерный перепад температур, l — сторона кубического объема, окружающего 
микроэлемент, ρ0 — плотность, сp — удельная теплоемкость при постоянном давлении.

Рис. 2. Схема модели охлаждения корпусированного микроэлемента 
радиоаппаратуры
Fig. 2. Schematic diagram of the cooling model for a packaged microelement of radio 
equipment

Максимальное допустимое значение температуры граней микрорадиоэлемен-
та ограничено особенностями конструкции корпусированных радиоэлементов по-
рядка 200250  оС, однако с учетом ранее определенной границы применимости 
приближения Буссинеска [Томчик, 2024] верхний порог ограничен более низким 
значением температуры 33 oC (Ra = 190974.45). В силу малого перепада темпера-
тур в качестве теплофизических свойств газа выбраны свойства воздуха при темпе-
ратуре T0 = Tc, таким образом, задача сводится к приближению Буссинеска [Чер-
касов и др., 2018]. При расчетах использовались числа Грасгофа 72865, 107628, 
171222 и 262051, которые соответствуют перепадам температур Th – Tc равным 2, 
3, 5 и 13 оС. В этом случае числа Рэлея (Ra =Gr Pr) будут равны 51937, 76963, 
123635 и 190974, а числа Эккерта будут равны 2,87 10–11, 1,93 10–11, и 7,79 10–12 со-
ответственно. Мощности источника тепла S задавались равными 0,7 мВт/мм3,  
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2,2 мВт/мм3, 3,5 мВт/мм3 и 10 мВт/мм3 соответственно. Значения источника тепла S 
выбирались таким образом, чтобы максимальная температура корпуса микроэлемента 
была близка к заданным значениям Th для данного случая.

В декартовой системе координат система уравнений математической модели имеет 
следующий вид:

	

В декартовой системе координат система уравнений математической 
модели имеет следующий вид: 
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+
𝜕�𝑢
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑧�

� ,              (5) 

 

𝜌�
𝜕𝑣
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑣
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦

+ 𝜇 �
𝜕�𝑣
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑧�

� ,               (6) 

 

𝜌�
𝜕𝑤
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑤
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑤
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧

+ 𝜇 �
𝜕�𝑤
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑧�

� + 𝜌�𝘨[1− 𝛽(𝑇 − 𝑇�)],              (7) 

 
𝜕𝑇
𝜕𝑡

+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥

+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦

+𝑤
𝜕𝑇
𝜕𝑧

=  
𝑘

𝜌�𝑐�
�
𝜕�𝑇
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑇
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑇
𝜕𝑧�

�+ 

+
1

𝜌�𝑐�
Φ(𝑥,𝑦, 𝑧) +

1
𝜌�𝑐�

𝑆,    (8) 

 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 0,                                                     (9) 

 
где источниковый член 𝑆 вне микроэлемента равен 0. 
 Соответствие твердому материалу корпуса микроэлемента обеспечено 
заданием на границе расчетной области скорости равной нулю и заданием 
параметра обобщенной диффузии программного комплекса «Двумерные 
эллиптические течения» в данных контрольных объемах равным большому 
числу (1030). Таким образом скорость во всей области корпуса будет 
постоянной и равной нулевой скорости на границе [Патанкар, 2003]. 

Система уравнений (5)–(9) приведена к безразмерному виду [Зубков, 2018], 
[Томчик, 2024]: 

 
𝜕𝑈
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑈
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑈
𝜕𝑌

+𝑊
𝜕𝑈
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑋

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑍�

,                                 (10) 
 
𝜕𝑉
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑉
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+ 𝑊
𝜕𝑉
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑌

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑍�

,                                   (11) 

 

	 (5)

	

В декартовой системе координат система уравнений математической 
модели имеет следующий вид: 

 

𝜌�
𝜕𝑢
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑢
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥

+ 𝜇 �
𝜕�𝑢
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑧�

� ,              (5) 

 

𝜌�
𝜕𝑣
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑣
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦

+ 𝜇 �
𝜕�𝑣
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑧�

� ,               (6) 

 

𝜌�
𝜕𝑤
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑤
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑤
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧

+ 𝜇 �
𝜕�𝑤
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑧�

� + 𝜌�𝘨[1− 𝛽(𝑇 − 𝑇�)],              (7) 

 
𝜕𝑇
𝜕𝑡

+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥

+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦

+𝑤
𝜕𝑇
𝜕𝑧

=  
𝑘

𝜌�𝑐�
�
𝜕�𝑇
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑇
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑇
𝜕𝑧�

�+ 

+
1

𝜌�𝑐�
Φ(𝑥,𝑦, 𝑧) +

1
𝜌�𝑐�

𝑆,    (8) 

 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 0,                                                     (9) 

 
где источниковый член 𝑆 вне микроэлемента равен 0. 
 Соответствие твердому материалу корпуса микроэлемента обеспечено 
заданием на границе расчетной области скорости равной нулю и заданием 
параметра обобщенной диффузии программного комплекса «Двумерные 
эллиптические течения» в данных контрольных объемах равным большому 
числу (1030). Таким образом скорость во всей области корпуса будет 
постоянной и равной нулевой скорости на границе [Патанкар, 2003]. 

Система уравнений (5)–(9) приведена к безразмерному виду [Зубков, 2018], 
[Томчик, 2024]: 

 
𝜕𝑈
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑈
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑈
𝜕𝑌

+𝑊
𝜕𝑈
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑋

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑍�

,                                 (10) 
 
𝜕𝑉
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑉
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+ 𝑊
𝜕𝑉
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑌

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑍�

,                                   (11) 

 

	 (6)

	

В декартовой системе координат система уравнений математической 
модели имеет следующий вид: 

 

𝜌�
𝜕𝑢
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑢
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥

+ 𝜇 �
𝜕�𝑢
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑧�

� ,              (5) 

 

𝜌�
𝜕𝑣
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑣
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦

+ 𝜇 �
𝜕�𝑣
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑧�

� ,               (6) 

 

𝜌�
𝜕𝑤
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑤
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑤
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧

+ 𝜇 �
𝜕�𝑤
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑧�

� + 𝜌�𝘨[1− 𝛽(𝑇 − 𝑇�)],              (7) 

 
𝜕𝑇
𝜕𝑡

+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥

+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦

+𝑤
𝜕𝑇
𝜕𝑧

=  
𝑘

𝜌�𝑐�
�
𝜕�𝑇
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑇
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑇
𝜕𝑧�

�+ 

+
1

𝜌�𝑐�
Φ(𝑥,𝑦, 𝑧) +

1
𝜌�𝑐�

𝑆,    (8) 

 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 0,                                                     (9) 

 
где источниковый член 𝑆 вне микроэлемента равен 0. 
 Соответствие твердому материалу корпуса микроэлемента обеспечено 
заданием на границе расчетной области скорости равной нулю и заданием 
параметра обобщенной диффузии программного комплекса «Двумерные 
эллиптические течения» в данных контрольных объемах равным большому 
числу (1030). Таким образом скорость во всей области корпуса будет 
постоянной и равной нулевой скорости на границе [Патанкар, 2003]. 

Система уравнений (5)–(9) приведена к безразмерному виду [Зубков, 2018], 
[Томчик, 2024]: 

 
𝜕𝑈
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑈
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑈
𝜕𝑌

+𝑊
𝜕𝑈
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑋

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑍�

,                                 (10) 
 
𝜕𝑉
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑉
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+ 𝑊
𝜕𝑉
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑌

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑍�

,                                   (11) 

 

	 (7)

В декартовой системе координат система уравнений математической 
модели имеет следующий вид: 

 

𝜌�
𝜕𝑢
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑢
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥

+ 𝜇 �
𝜕�𝑢
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑧�

� ,              (5) 

 

𝜌�
𝜕𝑣
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑣
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦

+ 𝜇 �
𝜕�𝑣
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑧�

� ,               (6) 

 

𝜌�
𝜕𝑤
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑤
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑤
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧

+ 𝜇 �
𝜕�𝑤
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑧�

� + 𝜌�𝘨[1− 𝛽(𝑇 − 𝑇�)],              (7) 

 
𝜕𝑇
𝜕𝑡

+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥

+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦

+𝑤
𝜕𝑇
𝜕𝑧

=  
𝑘

𝜌�𝑐�
�
𝜕�𝑇
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑇
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑇
𝜕𝑧�

�+ 

+
1

𝜌�𝑐�
Φ(𝑥,𝑦, 𝑧) +

1
𝜌�𝑐�

𝑆,    (8) 

 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 0,                                                     (9) 

 
где источниковый член 𝑆 вне микроэлемента равен 0. 
 Соответствие твердому материалу корпуса микроэлемента обеспечено 
заданием на границе расчетной области скорости равной нулю и заданием 
параметра обобщенной диффузии программного комплекса «Двумерные 
эллиптические течения» в данных контрольных объемах равным большому 
числу (1030). Таким образом скорость во всей области корпуса будет 
постоянной и равной нулевой скорости на границе [Патанкар, 2003]. 

Система уравнений (5)–(9) приведена к безразмерному виду [Зубков, 2018], 
[Томчик, 2024]: 

 
𝜕𝑈
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑈
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑈
𝜕𝑌

+𝑊
𝜕𝑈
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑋

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑍�

,                                 (10) 
 
𝜕𝑉
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑉
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+ 𝑊
𝜕𝑉
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑌

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑍�

,                                   (11) 

 

	 (8)

	

В декартовой системе координат система уравнений математической 
модели имеет следующий вид: 

 

𝜌�
𝜕𝑢
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑢
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥

+ 𝜇 �
𝜕�𝑢
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑧�

� ,              (5) 

 

𝜌�
𝜕𝑣
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑣
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦

+ 𝜇 �
𝜕�𝑣
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑧�

� ,               (6) 

 

𝜌�
𝜕𝑤
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑤
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑤
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧

+ 𝜇 �
𝜕�𝑤
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑧�

� + 𝜌�𝘨[1− 𝛽(𝑇 − 𝑇�)],              (7) 

 
𝜕𝑇
𝜕𝑡

+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥

+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦

+𝑤
𝜕𝑇
𝜕𝑧

=  
𝑘

𝜌�𝑐�
�
𝜕�𝑇
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑇
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑇
𝜕𝑧�

�+ 

+
1

𝜌�𝑐�
Φ(𝑥,𝑦, 𝑧) +

1
𝜌�𝑐�

𝑆,    (8) 

 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 0,                                                     (9) 

 
где источниковый член 𝑆 вне микроэлемента равен 0. 
 Соответствие твердому материалу корпуса микроэлемента обеспечено 
заданием на границе расчетной области скорости равной нулю и заданием 
параметра обобщенной диффузии программного комплекса «Двумерные 
эллиптические течения» в данных контрольных объемах равным большому 
числу (1030). Таким образом скорость во всей области корпуса будет 
постоянной и равной нулевой скорости на границе [Патанкар, 2003]. 

Система уравнений (5)–(9) приведена к безразмерному виду [Зубков, 2018], 
[Томчик, 2024]: 

 
𝜕𝑈
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑈
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑈
𝜕𝑌

+𝑊
𝜕𝑈
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑋

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑍�

,                                 (10) 
 
𝜕𝑉
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑉
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+ 𝑊
𝜕𝑉
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑌

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑍�

,                                   (11) 

 

	 (9)
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чик, 2024]:
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𝜕𝑢
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑢
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥

+ 𝜇 �
𝜕�𝑢
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑢
𝜕𝑧�

� ,              (5) 

 

𝜌�
𝜕𝑣
𝜕𝑡

+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑣
𝜕𝑧
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𝜕𝑝
𝜕𝑦
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𝜕�𝑣
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𝜕�𝑣
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑣
𝜕𝑧�

� ,               (6) 

 

𝜌�
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+ 𝜌�𝑢
𝜕𝑤
𝜕𝑥

+ 𝜌�𝑣
𝜕𝑤
𝜕𝑦

+ 𝜌�𝑤
𝜕𝑤
𝜕𝑧
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= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧

+ 𝜇 �
𝜕�𝑤
𝜕𝑥�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑦�

+
𝜕�𝑤
𝜕𝑧�

� + 𝜌�𝘨[1− 𝛽(𝑇 − 𝑇�)],              (7) 

 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
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𝜕𝑇
𝜕𝑥
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𝜕𝑦

+
𝜕𝑤
𝜕𝑧
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где источниковый член 𝑆 вне микроэлемента равен 0. 
 Соответствие твердому материалу корпуса микроэлемента обеспечено 
заданием на границе расчетной области скорости равной нулю и заданием 
параметра обобщенной диффузии программного комплекса «Двумерные 
эллиптические течения» в данных контрольных объемах равным большому 
числу (1030). Таким образом скорость во всей области корпуса будет 
постоянной и равной нулевой скорости на границе [Патанкар, 2003]. 

Система уравнений (5)–(9) приведена к безразмерному виду [Зубков, 2018], 
[Томчик, 2024]: 
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Φ(𝑥,𝑦, 𝑧) +

1
𝜌�𝑐�

𝑆,    (8) 

 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣
𝜕𝑦

+
𝜕𝑤
𝜕𝑧

= 0,                                                     (9) 

 
где источниковый член 𝑆 вне микроэлемента равен 0. 
 Соответствие твердому материалу корпуса микроэлемента обеспечено 
заданием на границе расчетной области скорости равной нулю и заданием 
параметра обобщенной диффузии программного комплекса «Двумерные 
эллиптические течения» в данных контрольных объемах равным большому 
числу (1030). Таким образом скорость во всей области корпуса будет 
постоянной и равной нулевой скорости на границе [Патанкар, 2003]. 

Система уравнений (5)–(9) приведена к безразмерному виду [Зубков, 2018], 
[Томчик, 2024]: 

 
𝜕𝑈
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𝜕𝑈
𝜕𝑌

+𝑊
𝜕𝑈
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑋

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑈
𝜕𝑍�

,                                 (10) 
 
𝜕𝑉
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑉
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+ 𝑊
𝜕𝑉
𝜕𝑍

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑌

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑉
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑉
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𝜕𝑊
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑊
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑊
𝜕𝑌

+𝑊
𝜕𝑊
𝜕𝑍

= 
 

= −
𝜕𝑝�
𝜕𝑍

+
𝜕�𝑊
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑊
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑊
𝜕𝑍�

+ 𝐺𝑟 ∙ (𝛩 − 0.5), (12) 
 
𝜕𝛩
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝛩
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝛩
𝜕𝑌

+𝑊
𝜕𝛩
𝜕𝑍

=  
1
𝑃𝑟

�
𝜕�𝛩
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝛩
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝛩
𝜕𝑍�

� + 
 

+𝐸𝑐 ∙ �2��
𝜕𝑈
𝜕𝑋

�
�

+ �
𝜕𝑉
𝜕𝑌
�
�

+ �
𝜕𝑊
𝜕𝑍

�
�

�+ 
 

+ �
𝜕𝑈
𝜕𝑌

+
𝜕𝑉
𝜕𝑋
�
�

+ �
𝜕𝑉
𝜕𝑍

+
𝜕𝑊
𝜕𝑌

�
�

+ �
𝜕𝑊
𝜕𝑋

+
𝜕𝑈
𝜕𝑍
�
�

�+ 𝑆�,    (13) 

 
𝜕𝑈
𝜕𝑋

+
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+
𝜕𝑊
𝜕𝑍

= 0,                                                        (14) 
 

Безразмерные переменные: 

𝑋 = 𝑥
𝑙� , 𝑌 = 𝑥

𝑙� , 𝑍 = 𝑧
𝑙� ; 𝑈 = 𝑢

𝑣�� , 𝑉 = 𝑣
𝑣�� , 𝑊 = 𝑤

𝑣�� , где 𝑣� = 
𝑙�  — 

характерная скорость;   𝜏 = 𝑡
𝜏̃� , где t — время, 𝜏̃ = 𝑙� �  — характерное время; 

Θ = (𝑇 − 𝑇�)
(𝑇� − 𝑇�)�  ;  𝑝� = (𝑝 + 𝜌�𝑔𝑧)

(𝜌�𝑣��)� , где p — давление, 𝜌�𝑣�� — 

характерное давление [Томчик, 2024]. 
Безразмерный источник тепла имеет вид: 
 

𝑆� =
𝑆·𝑙²

𝜌�𝑐�(𝑇� − 𝑇�)
 .                                           (15) 

 
В цикле численных экспериментов использованы следующие начальные 

(16) и граничные (17) условия: 
 

𝜏 = 0:  𝛩 = 0, 𝑈 = 𝑉 = 𝑊 = 0,                                (16) 
 

 

	 (12)

	

𝜕𝑊
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝑊
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝑊
𝜕𝑌

+𝑊
𝜕𝑊
𝜕𝑍
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𝜕𝑝�
𝜕𝑍

+
𝜕�𝑊
𝜕𝑋�

+
𝜕�𝑊
𝜕𝑌�

+
𝜕�𝑊
𝜕𝑍�

+ 𝐺𝑟 ∙ (𝛩 − 0.5), (12) 

𝜕𝛩
𝜕𝜏

+ 𝑈
𝜕𝛩
𝜕𝑋

+ 𝑉
𝜕𝛩
𝜕𝑌

+𝑊
𝜕𝛩
𝜕𝑍
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1
𝑃𝑟
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�
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� + 𝑆�,  

𝜕𝑈
𝜕𝑋

+
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+
𝜕𝑊
𝜕𝑍

= 0,  (14) 

Безразмерные переменные: 

𝑋 = 𝑥
𝑙� , 𝑌 = 𝑥

𝑙� , 𝑍 = 𝑧
𝑙� ; 𝑈 = 𝑢

𝑣�� , 𝑉 = 𝑣
𝑣�� , 𝑊 = 𝑤

𝑣�� , где 𝑣� = 
𝑙�  —

характерная скорость;   𝜏 = 𝑡
𝜏̃� , где t — время, 𝜏̃ = 𝑙� �  — характерное время;

Θ = (𝑇 − 𝑇�)
(𝑇� − 𝑇�)�  ;  𝑝� = (𝑝 + 𝜌�𝑔𝑧)

(𝜌�𝑣��)� , где p — давление, 𝜌�𝑣�� —

характерное давление [Томчик, 2024]. 
Безразмерный источник тепла имеет вид: 

𝑆� =
𝑆·𝑙²

𝜌�𝑐�(𝑇� − 𝑇�)
 .         (15) 

В цикле численных экспериментов использованы следующие начальные 
(16) и граничные (17) условия:

𝜏 = 0:  𝛩 = 0, 𝑈 = 𝑉 = 𝑊 = 0, (16)
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𝜕𝑈
𝜕𝑋

+
𝜕𝑉
𝜕𝑌

+
𝜕𝑊
𝜕𝑍

= 0,  (14) 

Безразмерные переменные: 

𝑋 = 𝑥
𝑙� , 𝑌 = 𝑥

𝑙� , 𝑍 = 𝑧
𝑙� ; 𝑈 = 𝑢
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Поиск численного решения обезразмеренной системы уравнений выполнен с приме-
нением лабораторного программного комплекса «Двумерные эллиптические течения», 
который был адаптирован для решения задач в трехмерных системах координат. Ком-
плекс реализует модифицированный алгоритм SIMPLER. Расчеты выполнены с при-
менением неравномерной расчетной сетки 25х25х25, в которой размеры контрольных 
объемов увеличиваются по направлению от граней микроэлемента к границам расчет-
ной области. Вид неравномерной расчетной сетки представлен на рис. 3.

Рис. 3. Неравномерная расчетная сетка 25х25 в сечении А
Fig. 3. Non-uniform computational grid 25х25 in slice A

Результаты моделирования
В начальный момент времени воздух вокруг корпуса микроэлемента неподвижен. С те-
чением времени по мере распространения тепла появляется восходящий поток воздуха, 
переходящий в вихрь. Снимок движения трассеров экспериментального видео однових-
ревого конвективного течения (а), полученный Фериальди и Лаппой [Ferialdi, Lappa, 
2024], и векторный график вихря в сечении А (б), полученный в результате численного 
эксперимента, представлены на рис. 4.
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Следует отметить качественное соответствие между рис. 4а и 4б.

a) б)

Рис. 4. Одновихревое конвективное течение: а) снимок экспериментального 
видео [Ferialdi, Lappa, 2024]; б) векторный график по результатам моделирования 
(Gr = 262051, Ra = 190974, Ec = 7,79  10–12, S = 10 мВТ/мм3)
Fig. 4. Single-vortex convective flow: а) snapshot of the experimental video [Ferialdi, 
Lappa, 2024]; б) vector graph based on simulation results (Gr = 262051, Ra = 190974, 
Ec = 7.79  10–12, S = 10 mW/mm3)

На рис. 5–8 представлены графики изменения температуры в центре корпуса микро-
элемента (в максимальной точке нагрева), соответствующие различным мощностям 
внутреннего источника энергии и различным безразмерным параметрам. Возникно-
вение и развитие вихревого течения естественной конвекции, как видно из графиков, 
приводит к снижению температуры корпуса после первоначального нагрева. С течением 
времени температура корпуса стабилизируется. Можно отметить, что при увеличении 
мощности внутреннего источника тепла охлаждение корпуса микроэлемента наступает 
быстрее и происходит на большую величину.

Рис. 5. Изменение температуры корпуса микроэлемента при мощности внутреннего 
источника 10 мВт/мм3 (Gr = 262051, Ra = 190974, Ec = 7,79  10–12, S = 10 мВТ/мм3)
Fig. 5. Change in the temperature of the microelement housing at an internal power 
source of 10 mW/mm3 (Gr = 262051, Ra = 190974, Ec = 7.79  10–12, S = 10 mW/mm3)
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Рис. 6. Изменение температуры корпуса микроэлемента при мощности  
внутреннего источника 3,5 мВт/мм3 (Gr = 171222, Ra = 123635, Ec = 1,2  10–11)
Fig. 6. Change in the temperature of the microelement housing at an internal  
power source of 3.5 mW/mm3 (Gr = 171222, Ra = 123635, Ec = 1.2  10–11)

Рис. 7. Изменение температуры корпуса микроэлемента при мощности 
внутреннего источника 2,2 мВт/мм3 (Gr = 107628, Ra = 76963, Ec = 1,93  10–11)
Fig. 7. Change in the temperature of the microelement housing at an internal power 
source of 2.2 mW/mm3 (Gr = 107628, Ra = 76963, Ec = 1.93  10–11)

Рис. 8. Изменение температуры корпуса микроэлемента при мощности 
внутреннего источника 0,7 мВт/мм3 (Gr = 72865, Ra = 51937, Ec = 2,87  10–11)
Fig. 8. Change in the temperature of the microelement housing at an internal  
power source of 0.7 mW/mm3 (Gr = 72865, Ra = 51937, Ec = 2.87  10–11)

На рис. 9 приведены поля безразмерной температуры в горизонтальных сечениях 
на разном удалении от корпуса микроэлемента после выхода на стабилизированный 
режим для случая S = 10 мВт/мм3, Gr = 262051, Ra = 190974, Ec = 7,79  10–12. 
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а) б)

в) г)

д) е)

Рис. 9. Поля безразмерной температуры в горизонтальных сечениях кубического 
объема (10 мВт/мм3, Gr = 262051, Ra = 190974, Ec = 7,79  10–12) а) в прилегающем 
к микроэлементу слое; при удалении от микроэлемента на б) 2 мм , в) 4 мм, 
г) 12 мм, д) 22 мм, е) 63 мм
Fig. 9. Fields of dimensionless temperature in sections of a cubic volume parallel 
to the upper face of the microelement case (10 mW/mm3, Gr = 262051, Ra = 190974,  
Ec = 7.79  10–12),  at a distance from the case: a) in the adjacent layer; б) 2 mm;  
в) 4 mm; г) 12 mm; д) 22 mm; е) 63 mm
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Анализ динамики восходящего течения, возникновения и развития вихря позво-
ляет сделать заключение о стремлении течения занять всю окружающую корпус 
микроэлемента область. На этапе зарождения одновихревого течения плоскость 
вращения вихря расположена параллельно одной из вертикальных граней куба. 
В процессе развития течения плоскость вращения вихря меняется и после стабили-
зации течения становится параллельной плоскости, проходящей через диагональное 
вертикальное сечение куба, что также видно из рис. 9 (смещение области высокой 
температуры к углу сечения). Данный эффект носит название переориентации 
крупномасштабной циркуляции (large-scale flow reorientation) в кубической области 
[Сухановский, 2021].

Заключение
Численно исследован теплообмен при воздушном охлаждении корпусированного ми-
кроэлемента радиоаппаратуры за счет влияния естественной конвекции в кубической 
области, заполненной воздухом. Внутри микроэлемента задан постоянный источник 
тепла, при этом нижняя и верхняя грани кубической области поддерживаются при по-
стоянной температуре, а вертикальные грани теплоизолированные. 

При разных значениях мощности источника тепла (0,7–10 мВт/мм3) и безразмерных 
параметрах (Gr = 36989–262051, Ec = 7,79  10–12–5,67  10–11 и Ra = 51937–190974) 
получены зависимости максимальной температуры корпуса микроэлемента от време-
ни. Установлено, что после первоначального нагрева корпус микроэлемента охлажда-
ется, и в дальнейшем его температура стабилизируется. При увеличении мощности 
внутреннего источника тепла охлаждение корпуса микроэлемента наступает быстрее 
и происходит на большую величину. На примере поля температуры показан эффект 
переориентации крупномасштабной циркуляции.

Таким образом, в задачах моделирования течений газов в малых объемах при малых 
изменениях температуры может использоваться приближение Буссинеска, что следует 
из общей физической непротиворечивости полученных результатов и их сопоставления 
с результатами других авторов. Однако для более точного определения границ приме-
нимости приближения Буссинеска для сжимаемых сред требуются дополнительные 
исследования. 
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