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Аннотация
В статье рассмотрена задача об остывании идеально теплопроводящей пластины, нахо-
дящейся в тепловом контакте с неподвижной средой, имеющей однородную начальную 
температуру, меньшую начальной температуры пластины. Получено интегральное 
уравнение, описывающее релаксацию безразмерной температуры пластины и зависящее 
только от одной автомодельной переменной. Найдено точное аналитическое решение  
интегрального уравнения, из которого получены с контролируемой точностью асим-
птотические формулы, справедливые при малых и больших значениях безразмерного 
времени. Выполнен анализ графиков, полученных с помощью аналитического решения 
и асимптотических формул. Исследовано точное аналитическое решение, описывающее 
температурное поле среды вокруг пластины.
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Введение
Почти все процессы в природе в той или иной степени связаны с переносом те-
плоты и изменением температурного состояния. В связи с тем, что тепловые яв-
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ления в природе играют важную роль, то изучение процессов теплопроводности 
аналитическим методом стало одним из основных разделов современных инже-
нерных исследований в энергетической, машиностроительной и атомной про-
мышленности, а также в технологических процессах пищевой, строительной, 
химической, геологической, текстильной и других отраслях промышленности [5]. 

В последние десятилетия происходит бурное развитие теории теплообмена 
в разных областях науки, в частности, в дифференциальных уравнениях мате-
матической физики в связи с созданием и развитием аналитических методов 
решения краевых задач уравнения теплопроводности и ему родственных [5]. 

Первые теоретические работы по аналитическим методам решения краевых 
задач уравнения теплопроводности появились еще в середине прошлого века 
[3, 4, 12, 13]. Дальнейшее развитие теория теплопроводности получила в рабо-
тах А. В. Лыкова [8], С. С. Кутателадзе [7], Э. М. Карташова [6] и в работах 
многих других ученых. 

С развитием инженерной техники и технологии не прекращается поиск 
новых эффективных методов решения проблемы терморегулирования. Решение 
задачи нагревания и остывания тел особенно значимо для ракетно-космической 
технологии [9]. 

При термической обработке металлов важным является знание, за какое 
время созданная заготовка формы пластины прогреется в печи до нужной тем-
пературы или остынет при закалке в ванне с маслом [1]. 

В данной статье исследована задача об остывании идеально теплопрово-
дящей пластины, находящейся в неподвижной среде. 

Основные уравнения
Пусть в момент времени t = 0 в среду с коэффициентами теплопроводности, те-
плоемкости и плотности λ, c, ρ и температурой T

0
 помещается пластина с темпе-

ратурой T
p0

, имеющая более высокий коэффициент теплопроводности λ
p 
(λ

p
>>λ). 

За счет теплопроводности теплота из пластины будет распространяться в окру-
жающую среду, и температура пластины будет стремиться к значению T

0
. 

При описании исследуемого процесса примем следующие допущения: тем-
пература внутри пластины однородна; пластина и окружающая среда имеют 
идеальный тепловой контакт; теплофизические коэффициенты среды и пласти-
ны не зависят от температуры; высота и ширина пластины достаточно большие 
по сравнению с ее толщиной, чтобы пренебречь краевыми эффектами. Теплота 
из пластины в окружающую среду будет распространяться только через две 
боковые поверхности. Так как распространение теплоты через боковые поверх-
ности симметричны, то будем рассматривать только половину пластины и одну 
боковую поверхность. 

В рамках вышеизложенных допущений уравнение сохранения теплоты 
внутри пластины с толщиной 2а запишем в виде [11]:

 ������ ����� � ��� ���� |���,  (1)
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где V
p
 — объем половины пластины, который определяется через площадь бо-

ковой поверхности S
p
 по формуле V

p 
= aS

p
, ρ

p
, c

p
 — плотность и теплоемкость 

пластины, T
p
 — температура пластины, зависящая только от времени t, T — 

температура окружающей среды, зависящая от координаты x и времени.
Формулу (1) можно представить в виде

 
����� � ������ ���� |���,  (2)

Начальное условие для температуры пластины имеет вид:
 �� � ���, t=0, a≥x≥0.  (3)
Температурное поле среды вокруг пластины описывается с помощью урав-

нения теплопроводности:

 
����� � � ������, � � ���,a<x<∞.   (4) 

 
 (4)

Здесь χ — коэффициент температуропроводности.
Начальное условие для температуры среды можно записать в виде:
 � � ��, t=0, x>a.    (5) 

 
 (5)

На границе между окружающей средой и поверхностью пластины выпол-
няется условие непрерывности температуры

 � � �����,t>0, x=a.    (6) 
 

 (6)

Второе граничное условие для уравнения теплопроводности имеет вид
 � � ��, t>0, x→ ∞.    (7) 

 
 (7)

Из принципа Дюамеля [5, 10] следует, что решение краевой задачи неста-
ционарной теплопроводности с граничными условиями, зависящими от време-
ни, можно выразить через решение соответствующей задачи, в которой гранич-
ные условия не зависят от времени. Тогда для уравнения (4) с переменным 
граничным условием (6) может быть получено следующее решение, описыва-
ющее распределение температуры в окружающей среде:

 � � �� � � ����,������� ���������������� , � � �, � � 0,  (8) ���, � � ��� �  � ������������, �� � � � �√� ��������� . 

 

 (8)

Здесь функция U(x, t) является решением уравнения теплопроводности (4) с 
нулевым начальным и постоянными граничными условиями, а Ф(ξ) — допол-
нительная функция ошибок.

Подставляя решение (8) в правую часть уравнения (2), получаем интеграль-
ное уравнение, описывающее эволюцию температуры пластины �� � ��� � �������� ���������√���� ����� . 
 Для дальнейшего анализа это интегральное уравнение представим в безраз-
мерной форме:

И. Г. Хусаинов
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  � � � √� ���√�� ��� ,    (9) 
 

 (9)

где безразмерная температура Θ, безразмерные времена τ и τ' определяются по 
следующим формулам:

 � �����������,  � ���∗, � � ����∗, �∗ � ��


,  � ������. 

 Здесь параметр η выражает отношение объемной теплоемкости окружающей 
среды к объемной теплоемкости пластины, а параметр t

*
 означает характерное 

время, за которое возмущение температуры в окружающей среде распростра-
няется на расстояние порядка полутолщины пластины a. 

Уравнение (9) можно преобразовать дальше, введя вместо безразмерного 
времени τ новую безразмерную переменную γ следующим образом:

  � 
�  .    (10) 

 
 (10)

При этом размерное время t и новое безразмерное время γ связаны в виде:
 � � ��, �� � 

� �∗.    (11) 
 

 (11)

В результате вместо уравнения (9) можем записать 

  � � � � �′���′ �′0 .    (12) 

 
 (12)

Из уравнения (12) следует, что релаксация безразмерной температуры за-
висит только от одного безразмерного параметра, следовательно, переменная γ 
является автомодельной. 

Найдем точное аналитическое решение интегрального уравнения (12). По-
сле применения преобразования Лапласа получаем следующее уравнение для 
изображения:

� � ���√�, 
 где изображение формуле � � � ��������������� . Данное уравнение для изображения яв  определяется по формуле формуле � � � ��������������� . Данное уравнение для изображения яв . Данное 
уравнение для изображения является табличным [2]. Находим оригинал и полу-
чаем аналитическое решение интегрального уравнения (12):

  � ���	�� ή���,  � .   (13) 
 

 (13)

Таким образом, получили универсальную зависимость релаксации темпе-
ратуры пластины от параметров системы в безразмерном виде. График этой 
зависимости построен на рис. 1. Из этого рисунка следует, что безразмерная 
температура Θ стремится к нулю при ψ→∞ (или t→∞).

С учетом выражений для параметров ψ, τ, γ и t
*
 можно найти универсальную 

зависимость размерного времени релаксации температуры пластины tr от без-
размерного времени релаксации ψr�� � ��

��. 
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Рис. 1. Универсальная зависимость 
релаксации температуры пластины  
в безразмерном виде

Fig. 1. The universal dependence  
of the temperature relaxation of a plate 
in the dimensionless form

Подставляя вместо параметра χ выражение из (4) окончательно будем иметь 
следующую формулу для размерного времени релаксации температуры пластины

 �� � ��������
� �.   (14) 

 

 (14)

Из формулы (14) видно, что время релаксации температуры пластины прямо 
пропорционально квадратам полутолщины и объемной теплоемкости пластины, 
а также обратно пропорционально объемной теплоемкости и теплопроводности 
окружающей среды. 

Используя рис. 1 и формулу (14), при известных значениях параметров систе-
мы можно найти характерное размерное время релаксации температуры пласти-
ны до определенного значения. Найдем формулу для вычисления времени полу-
распада температуры пластины. Время полураспада – это время, за которое 
снижение перепада температуры между значениями в пластине и окружающей 
среде происходит до половины от начального перепада. Из рис. 1 находим, что 
значение безразмерного времени полураспада температуры равно 0.592. Тогда 
размерное время полураспада температуры пластины вычисляется по формуле

 �� � ��������
� 0.592.    (15) 

 

 (15)

Если пользоваться формулой (13) при больших значениях ψr, то возникают 
сложности, связанные с точностью компьютерного вычисления. Найдем более 
простые формулы для вычисления безразмерного времени релаксации темпе-
ратуры пластины на начальном и конечном этапах процесса релаксации. 

Используя асимптотические разложения функций Ф(ξ) и exp(ξ) при малых 
значениях ξ (ξ << 1):

И. Г. Хусаинов
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�� � � � �√ + ��√ � � ���,		����� � � � +���, 
 из решения (13) можно получить более простую зависимость для динамики 
релаксации температуры пластины в начальной стадии (ψ << 1):

  � � � �√�+ � ���.    (16) 
 

 (16)

С учетом разложения интеграла вероятностей для больших значений аргу-
мента (ξ >> 1) можно получить следующее приближение для функции Ф(ξ), 
допускающую ошибку меньше абсолютной величины последнего еще не от-
брошенного члена [2]:

�� � �√ ������� �� � ��� � ��� � � ��

��.

 На основании решения (13) для конечной стадии (ψ >> 1) процесса релак-
сации температуры пластины получим:

  � �� �� � ��� ��� � � ��

��.   (17) 

 
 (17)

Таким образом, получили достаточно простую формулу по сравнению с 
формулой (13) для вычисления температуры пластины при больших значениях 
времени. 

На рис. 2. представлены зависимости безразмерной температуры пластины 
от безразмерного времени ψ. Линия 1 получена с помощью асимптотической 
формулы (16), линия 2 - с помощью формулы (13), линия 3 - (17), линия 4 соот-
ветствует случаю, когда в правой части формулы (17) оставляем только первый 
член. 

Анализ рисунка 2 показывает, что формула (16) неплохо описывает релак-
сацию температуры пластины в начальный период при значениях ψ≤0.3. Фор-
мулой (17) можно пользоваться при значениях ψ≥3. При этом относительная 
ошибка счета для этих формул составляет 1%, которая быстро снижается, со-
ответственно, при уменьшении (формула 16) и увеличении (формула 17) значе-
ния ψ. Для случая, когда в правой части формулы (17) оставляем только первый 
член, аналогичную относительную ошибку получаем при значениях ψ≥10.

В соответствии с решением, полученным выше, релаксация температуры 
пластины совершается за бесконечный промежуток времени (tr→∞). Однако с 
помощью формулы (17) можно получить простую оценку для полного безраз-
мерного времени релаксации температуры пластины ψr. Для этого в правой 
части формулы (17) оставляем только первый член и после преобразования 
получаем выражение для величины ψr

 � � � ��⁄ .      (18) 
 

 (18)
Если за характерный период полной релаксации температуры принять вре-

мя, за которое значение безразмерной температуры пластины уменьшается до 
величины Θr=0.01, то с помощью формулы (18) находим значение безразмерно-
го времени релаксации ψr≈3 200. 
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Рис. 2. Зависимости безразмерной 
температуры пластины от безразмерного 
времени ψ. Линия 1 получена  
с помощью формулы (16), 2 — (13),  
3 — (17), 4 соответствует случаю,  
когда в правой части формулы (17) 
оставляем только первый член

Fig. 2. Dependences of the dimensionless 
plate temperature on the dimensionless 
time ψ. Line 1 is obtained with the help of 
formula (16), 2 — (13), 3 — (17),  
4 corresponds to the case when only the 
first term in the right-hand side of formula 
(17)

Найдем распределение температуры в окружающей пластину среде. Урав-
нение теплопроводности (4), когда на границе x = a температура описывается 
по закону (13), имеет следующее точное аналитическое решение

 � � ���� � �� ��� �� �  �����.   (19) 

 

 (19)

Здесь Θ' — безразмерная температура среды вокруг пластины, которая опреде-
ляется по формуле Θ' = (T – T

0
 )/(Tp0 – T

0
), δ — безразмерная координата (δ=x/a).

Рис. 3. Распределение безразмерной 
температуры в окружающей среде  
при разных значениях параметра η:  
1 —  η=1, 2 — η=0,1 , 3 — η=0,01

Fig. 3. The distribution of the dimensionless 
temperature in the environment for different 
values of the parameter η:  
1 — η=1, 2 — η=0,1, 3 — η=0,01
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На рис. 3 приведена зависимость безразмерной температуры среды вокруг 
пластины от координаты при разных значениях параметра η в момент времени, 
когда безразмерная температура пластины Θ уменьшается до 0,9. Видно, что 
распределение температуры поля вокруг пластины сильно зависит от отношения 
объемной теплоемкости окружающей среды к объемной теплоемкости пластины. 

Заключение
Исследована задача об остывании идеально теплопроводящей пластины, на-
ходящейся в тепловом контакте с неподвижной средой. Получено автомодельное 
интегральное уравнение, описывающее релаксацию безразмерной температуры 
пластины. Найдено точное аналитическое решение интегрального уравнения и 
получены с контролируемой точностью асимптотические формулы, справедли-
вые при малых и больших значениях безразмерного времени. Построены гра-
фики аналитического решения и асимптотических формул и выполнен их анализ.
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Abstract
The present study considers the problem of cooling a perfectly heat-conducting plate in thermal 
contact with a stationary medium with uniform distribution of lower temperature than the 
initial plate’s temperature. An integral equation is obtained that describes the relaxation of 
the dimensionless plate temperature and depends only on one self-similar variable. An exact 
analytic solution of the integral equation is found, from which asymptotic formulas valid for 
small and large values of the dimensionless time are obtained with controlled accuracy. The 
analysis of graphs obtained with the help of an analytical solution and asymptotic formulas 
is performed. An exact analytical solution describing the temperature field of the medium 
around the plate is examined.
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