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Аннотация
В данной работе рассматривается линейная задача роста одиночного метанового зародыша 
в воде, находящегося изначально в термодинамическом и силовом равновесии с жидкостью. 
Показано, что в результате действия сил Лапласа на поверхность зародыша его состояние 
неустойчиво. Для решения данной задачи линеаризовались основные дифференциальные 
уравнения, описывающие динамику роста зародыша в перенасыщенной метаном воде.  
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Из решения системы линеаризованных уравнений было получено единое характеристическое 
уравнение, в котором учитывались такие факторы, влияющие на рост зародыша, как радиаль-
ная инерция, диффузия и вязкость воды. Количественной характеристикой роста зародыша в 
работе является инкремент, показывающий время, в течение которого амплитуда возмущений 
зародыша возрастает в е раз. Исходя из результатов исследования, можно сделать вывод, 
что основной ролью в росте зародыша (а теперь, очевидно, и любого газового зародыша) 
является эффект диффузии. Входящий в эффект диффузии параметр — число Оствальда, 
показывающее количество растворимого метана на единицу объема жидкости, показало, 
что в зависимости от объема растворимого метана в воде скорость роста зародыша разная. 
Полученный факт позволяет регулировать процесс кипения газонасыщенной жидкости.
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Введение
Задача роста газового зародыша имеет определяющее значение для понимания 
процесса кипения газонасыщенной жидкости. Данная тема весьма актуальна на 
сегодняшний день, так как процессы кипения газонасыщенных жидкостей име-
ют широкое применение в различных областях науки, таких, например, как 
нефтяная и газовая промышленность, тепловая энергетика, химические техно-
логии и многие другие. Зная закономерности протекания вышеупомянутых 
процессов, можно усовершенствовать технологию их использования в пере-
численных областях, предотвращая возможные технологические аварии. 

Поэтому создание теоретической модели для системы «газовый зародыш — 
жидкость» является важной задачей.

Целью работы является построение математической модели роста газового 
зародыша в перенасыщенной газом жидкости и исследование основных зако-
номерностей процесса кипения. 

Постановка задачи и основные уравнения
«Известно, что зародыш в жидкости, как результат действия капиллярных сил 
на межфазной поверхности, имеет неустойчивое состояние [8]. Пусть a0, p0, pg0 
и T0 — радиус зародыша, давление жидкости, давление газа в пузырьке, темпе-
ратура жидкости соответственно. При этих параметрах пузырек находится в 
состоянии равновесия, тогда имеем [5]:
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где σ — коэффициент поверхностного натяжения; Ts(pg0) — равновесная темпе-
ратура фазовых переходов, соответствующая значению давления pg0, при усло-
вии плоской межфазной поверхности.
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Согласно выражению (1), давление в пузырьке всегда больше, чем давление 
в жидкости (pg0 > p0). Откуда имеем, что температура жидкости, находящейся в 
равновесии с газовым зародышем, всегда выше значения равновесной темпера-
туры Ts(p0), соответствующей давлению p0 вне зародыша (T0 > Ts(p0)).

Для изучения динамики выхода газового зародыша из состояния равновесия 
приведены фундаментальные нелинейные уравнения, описывающие радиальные 
движения газового зародыша в несжимаемой жидкости [3]»:
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Выражение (2) представляет собой уравнение Релея — Ламба. Параметры 
ρl

0, νl
(μ), pg, pl — плотность жидкости, кинематическая вязкость, давление газа, 

давление жидкости соответственно.
В уравнении (2) недостающее давление газа найдем из закона сохранения 

массы для газового зародыша: 

	 .0 gg mm  	 (3)

Текущая масса газового зародыша, с учетом, что: mg = ρg Vg, где 3

3
4 aVg  , — 

равна: 

	 .
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Аналогично для исходной массы газового зародыша, получим: 
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Исходя из выражения (3), запишем:
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В итоге зависимость текущей плотности от исходной имеет вид: 
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Полагая, что газ в зародыше калорически совершенный, используем урав-
нение Менделеева — Клапейрона для текущего давления в виде:
	 .gggg TRp  	 (7)

С учетом выражения (6) уравнение (7) примет вид:
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Продифференцировав выражение (4), получим:
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С другой стороны, изменение массы газового зародыша происходит за счет 
диффузионного потока газа из жидкости в зародыш:
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где Dl — коэффициент диффузии, индекс a градиента концентрации газа от-
несен к значению на поверхности зародыша.

Приравнивая (9) и (10), получим:
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Заменяя во втором слагаемом 
gg

g
g TR

p
  и преобразуя уравнение, получим 

уравнение для изменения давления газа в виде:
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Здесь выражение (12) представляет собой уравнение для изменения давления 
газа. В уравнении (12) «первое слагаемое в правой части представляет собой 
изменение давления за счет скорости изменения радиуса зародыша. Второе 
слагаемое в правой части этого уравнения отвечает за интенсивность раство-
рения газа, лимитируемую процессом диффузии газа вблизи межфазной поверх-
ности. Поэтому для определения интенсивности массообмена необходимо за-
писать уравнение диффузии в жидкости. Следовательно, для определения 
диффузионных потоков необходимо добавить уравнение диффузии в жидкости 
вокруг зародыша: 
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где g и Dl — концентрация газа в жидкости и коэффициент диффузии соответственно.
Граничные условия для величины концентрации газа в жидкости будем считать 
[3]»:

agg   при ar   и 0gg   при .r  
 Здесь ga — концентрация газа на поверхности зародыша, для которой можем 

записать закон Генри в виде: ga = G pg.
В итоге получаем систему нелинейных дифференциальных уравнений, ко-

торая принимает вид:
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Линейный анализ
Рассмотрим отклонения радиуса газового зародыша от первоначального значе-
ния, взятого за a0. Пусть давление жидкости постоянно и равно начальному 
значению p0. Текущие значения радиуса, давления газа, плотности и концентра-
ции газа запишем в виде: 
	 aaa  0 , g0gg ppp  , g0gg   , .0 gggl  	 (14)

В рамках линейного анализа для возмущений примем:
	 ,0aa  ,0gg pp  ,0g g .0gg  	 (15)

Линеаризуем последовательно каждое уравнение системы (13). 
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так как a' << a0, то 0
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В свою очередь, последнее слагаемое за малостью возмущения a' разложим 
как функцию по степеням 

0a
a  в ряд Тейлора:
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В итоге преобразований получим линеаризованное уравнение Релея — Ламба 
в виде:
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Знак штрих после преобразований убираем:

	
 

.24
2
00

2

2

0
0 a

a
p

dt
da

adt
ada g

l
l
















 ,	 (18)

где pg — возмущение давления. 
Линеаризуем уравнение для изменения давления:
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Приводя соответствующие преобразования с малыми величинами, получим 
линеаризованное уравнение для изменения давления газового зародыша:
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Аналогично избавимся от штрихов:
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Линеаризуя уравнение для диффузии газа в жидкости вокруг зародыша, получим:
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Граничные условия для величины концентрации газа в жидкости будем 
считать:
	

0agg   при 0ar   и 0g  при .r  	 (22)
Здесь ga0 — концентрация газа на поверхности зародыша, которая связана с за-
коном Генри выражением:
	 .ga Gpg  	 (23)

В конечном счете получаем систему линеаризованных уравнений в виде:
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Решение данной системы найдем в следующем «виде: 
	 t
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где λ и Aa, Ap, AT(r) — соответственно инкремент (определяющий промежуток 
времени τ = 1/λ, в течение которого амплитуда возмущений возрастает в е раз) 
и амплитуды возмущений радиуса зародыша, давления газа и концентрации газа 
в жидкости при t = 0» [3].

Подставив (25) в систему уравнений (24), получаем следующие результаты:
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Общее решение уравнения (28) имеет вид:
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Из граничных условий (22) и условия (23) получаем:
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С учетом (30) выражение (29) принимает вид:
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На основании этого решения получаем:
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После подстановки (32) в уравнение (27) получим:
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Решая линейно-однородную систему уравнений (26) и (33) при неизвестных 
Aa и Ap, получаем уравнение вида: 
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где Κ0 — это коэффициент Оствальда, равный отношению объемного содержа-
ния растворяемого газа в газовой фазе к его объемному содержанию в жидкой 
фазе в условиях равновесия между фазами [4].

В уравнении (34) первые три слагаемых выражают эффекты радиальной 
инерции жидкости, вязкости жидкости и процесса диффузии на развитие неу-
стойчивости соответственно. 

В том случае, когда на развитие неустойчивости оказывает влияние только 
радиальная инерция (можем пренебречь остальными двумя слагаемыми в (34)), 
для величины инкремента имеем:

	   .2
3
0

0al

R


  	 (36)

Если неустойчивость определяется только вязкостью жидкости, то выраже-
ние для инкремента будет иметь вид:

	
 

  .
2 0

0







lla
 	 (37)

Если же неустойчивость обеспечивается в основном только эффектами 
диффузии газа в зародыш, в этом случае получаем:
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где Π, Σ — безразмерные величины.



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

40 ﻿

Результаты расчетов
На основании решений уравнения (34) проведен анализ влияния вязкости, ра-
диальной инерции и диффузии на величину инкремента для воды.

На рис. 1 представлена зависимость инкремента λ от исходного радиуса a0 
для метанового зародыша при различных коэффициентах Оствальда (a) — 
Kо = 0,2314 (Т0 = 273 К), (b) — Kо = 0,3156 (Т0 = 278 К), (c) — Kо = 0,05041 
(Т0 = 303 К) и (d) Kо = 0,05729 (Т0 = 358 К) при значении давления p0 = 0,1 МПа. 
При численном решении использовались теплофизические параметры из [1]. 

Сплошная линия отражает общее решение уравнения (34), а точечные, пун-
ктирные и штрихпунктирные линии рассчитаны соответственно по формулам 
(36) — (38). По представленным графикам можно сделать вывод, что при дав-
лении жидкости в 1 атм на начальном этапе роста зародыша для а0 =  10-9 м 
вязкость жидкости оказывает определяющее влияние. Для достаточно крупных 

	 (a)	 (b)

        

	 (c)	 (d)

        
Рис. 1. Зависимость инкремента λ  
от исходного радиуса a0 для метанового 
зародыша в воде при различных 
коэффициентах Оствальда,  
(a) — Kо = 0,2314, (b) — Kо = 0,3156,  
(c) — Kо = 0,05041 и (d) Kо = 0,05729  
при давлении жидкости p0 = 0,1 МПа

Fig. 1. Dependence of the increment λ  
on the initial radius a0 for the methane 
nucleus in water at various Ostwald 
coefficients,  
(a) — Kо = 0.2314, (b) — Kо = 0.3156,  
(c) — Kо = 0.05041 and (d) Kо = 0.05729 
at liquid pressure p0 = 0.1 MPa
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зародышей от а0 = 10-7  и выше рост метанового зародыша лимитируется в ос-
новном диффузионными эффектами. Радиальная инерция на всем диапазоне 
роста зародышей не существенна.

На рис. 2 можно наблюдать зависимость инкремента λ от исходного радиу-
са a0 при различных статических давлениях (a) — p0 = 0,1 МПа и (b) — p0 = 1 МПа. 
Штрихпунктирная, точечная, пунктирная и сплошная линии соответствуют 
коэффициентам Оствальда Kо = 0,2314, Kо = 0,3156, Kо = 0,05041 и Kо = 0,05729.

Как видно из графиков, для зародышей в диапазоне от а0 = 10-9 м примерно 
до а0 = 10-7 м штрихпунктирная линия, соответствующая коэффициенту Остваль-
да Kо = 0,2314, находится ниже остальных. Это означает, что для данного диа-
пазона зародышей при давлении в 1 атм значения инкремента малы, а, следова-
тельно, времена релаксации сравнимо большие, а это значит, газовые зародыши 
более устойчивы (инертны) к росту. От а0 = 10-7 м картина устойчивости заро-
дышей выглядит в точности до наоборот. Сплошная линия, соответствующая 
коэффициенту Оствальда Kо = 0,05729, оказывается ниже остальных. Это озна-
чает, что зародыши с большим содержанием газа метана в воде оказываются 
более устойчивыми. 

На рис. 3 изображена зависимость инкремента, выражающая темп развития 
процесса выхода метанового зародыша из неустойчивого состояния, от перво-
начального радиуса a0 при различных значениях давления. Точечная и пунктир-
ная линии соответствуют коэффициенту Оствальда Kо = 0,05041 при постоянном 
давлении жидкости p0 = 0,1 МПа и 1 МПа.

Штриховая линия находится ниже точечной, это означает, что для коэффи-
циента Оствальда Kо = 0,05041 выполняется зависимость: чем больше давление 
жидкости, тем зародыш более устойчивый.

	 (a)	 (b)

        
Рис. 2. Зависимость инкремента λ  
от исходного радиуса a0 для метанового 
зародыша в воде при различных 
статических давлениях,  
(a) — p0 = 0,1 МПа, и (b) — p0 = 1 МПа

Fig. 2. Dependence of the increment λ 
on the initial radius a0 for the methane 
bubble in water at various static  
pressures, (a) — p0 = 0.1 MPa, and  
(b) — p0 = 1 MPa
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Рис. 3. Зависимость инкремента λ  
от исходного радиуса a0 для метанового 
зародыша в воде при Kо = 0,2314  
для давлений жидкости p0 = 0,1 МПа и 1 МПа

Fig. 3. Dependence of the increment λ 
on the initial radius a0 for the methane 
nucleus in water at Kо = 0.2314 for fluid 
pressures p0 = 0.1 MPa and 1 MPa

Заключение
В предложенной статье детально исследован процесс роста газового зародыша 
в перенасыщенной метаном жидкости. Предполагалось, что в первоначальном 
состоянии система «газовый зародыш — жидкость» находится в механическом 
и термодинамическом равновесии; однако было выяснено, что данное состояние 
равновесия такой системы является неустойчивым, как результат действия ка-
пиллярных сил на границе раздела фаз. В ходе проведенных исследований были 
найдены линейные уравнения, которые описывают процесс выхода газового 
зародыша из неустойчивого состояния. Линейный анализ полученных решений 
дает полную информацию о влиянии на рост газового зародыша различных 
факторов, таких как диффузия, эффект радиальной инерции и вязкости жидко-
сти. Также было выяснено, как влияет эффект диффузии на развитие неустой-
чивости для всех исходных радиусов газового зародыша. 

Исходя из полученных результатов, можно сделать вывод, что, зная коэф-
фициент Оствальда, можно регулировать темп выхода зародыша из неустойчи-
вого состояния, а следовательно, регулировать процесс кипения жидкости.
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Abstract
This paper considers a linear problem of growing a single methane nucleus in water, which is 
initially in thermodynamic and force equilibrium with a liquid. It shows that as a result of the 
action of Laplace forces on the surface of the embryo, its state is unstable. To solve this problem, 
the basic differential equations describing the growth dynamics of the embryo in methane-
saturated water were linearized. From the solution of the system of linearized equations, a unified 
characteristic equation was obtained in which such factors as the growth of the embryo as radial 
inertia, diffusion and viscosity of water were taken into account. The quantitative characteristic 
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of the embryo growth in the work is the growth rate, which shows the time during which the 
amplitude of perturbations of the embryo increases by a factor of e. Based on the results of the 
study, we can conclude that the main role in the embryo growth (and, obviously, of any gas 
one) is the diffusion effect. The input parameter in the diffusion effect — Ostwald’s number, 
showing the amount of soluble methane per unit volume of liquid, showed that, depending on 
the volume of soluble methane in water, the growth rate of the embryo is different. This fact 
makes it possible to control the boiling process of a gas-saturated liquid.
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