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Аннотация. В районах строительства с преобладанием вечной мерзлоты часто 
используется надземная прокладка трубопроводов. Нормативные документы 
регламентируют величину пролета между опорами, однако для учета вихрево-
го возбуждения, вызванного ветровой нагрузкой, необходимо предусмотреть 
корректировку этой величины. В этой работе предложен метод нахождения 
длины участка между опорами в зависимости от ветровой нагрузки, вызыва-
ющей колебания трубопровода. Для его реализации необходимо определение 
частот свободных колебаний. В статье изложено описание подхода, позволяю-
щего определить собственные частоты колебаний надземных трубопроводов 
с учетом внутреннего давления и скорости фаз перекачиваемой многофазной 
жидкости, рассматриваемых при стационарных режимах течения. Представлена 
математическая модель, разработанная на основе стержневой теории с учетом 
транспортирующей многофазной жидкости. Численное решение приведено 
с использованием метода Бубнова — Галеркина, при этом найдено достаточное 
количество членов, которые надо сохранить в приближенном решении.
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Abstract. In construction areas with prevailing permafrost, above-ground pipeline in-
stallation is often used. Regulatory documents determine the span between supports; 
however, this value’s correction should be possible to account for the vortex excitation 
caused by the wind load. This paper proposes a method for finding the length of the 
section between supports depending on the wind load that causes vibrations of the 
pipeline. Its implementation requires determining the frequency of the external voltage. 
The article describes a coupling that allows one to determine the natural vibrations of 
above-ground pipelines, accounting at stationary flow conditions for the internal pres-
sure and phase velocity of the pumped multiphase liquid. A mathematical model de-
veloped on the rod theory accounting for a transporting multiphase fluid is presented. 
A numerical solution was carried out using the Bubnov–Galerkin method, and enough 
members were found that require preservation in an approximate state.

Keywords: mathematical modeling, numerical methods, free vibration frequencies, pipe-
line design, above-ground pipelines, multiphase fluid, determination of pipeline span

Acknowledgements: the work was supported by the National Project “Science and Uni-
versities” of the Ministry of Science and Higher Education of the Russian Federation 
(grant No. FEWN-2024-0005).

Citation: Cherentsov, D. A., & Pirogov, S. P. (2024). Mathematical model of free vibra-
tions in above-ground pipelines sections transporting multiphase fluid. Tyumen State 
University Herald. Physical and Mathematical Modeling. Oil, Gas, Energy, 10(4), 68–78. 
https://doi.org/10.21684/2411-7978-2024-10-4-68-78

Received May 6, 2024; Reviewed Oct. 10, 2024; Accepted Dec. 16, 2024

https://doi.org/10.21684/2411-7978-2024-10-4-68-78
mailto:cherentsovda@bk.ru
https://doi.org/10.21684/2411-7978-2024-10-4-68-78


70

Черенцов Д. А., Пирогов С. П. 2024

Вестник Тюменского государственного университета

Введение
Преимущественный выбор надземного способа прокладки трубопроводов обуслов-
лен преобладающим наличием вечной мерзлоты в районах строительства объектов 
транспорта нефти и газа в многофазном состоянии.

Определение величины пролета между опорами трубопровода является основной 
задачей при использовании надземного способа прокладки. Минимальное значение 
величины расстояний между опорами трубопроводов регламентируется нормативными 
документами Российской Федерации i, а также зачастую используется программный 
комплекс «Старт-Проф» ii. При возникновении случая невыполнения условий отстройки 
от резонансных частот, соответствующей проверке на резонанс от ветровой нагрузки, 
необходимо уточнить величину пролета.

Требуемое значение длины участка трубопровода между строительными опорами 
может быть определено по следующему алгоритму (рис. 1).

Выполнение условия отстройки
от резонансных частот

Рассчитывается от ветровой нагрузки

Учитываются все собственные частоты
в энергетическом значимом диапазоне

Определяется согласно нормативным документам

Требуется выполнение условия: напряжение изгиба 
не превышает допустимых значений

да

нет

Требуемое
расстояние
определено

Расчет частот
свободных
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трубопровода

Расчет
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Рис. 1. Алгоритм для определения шага между опорами надземного трубопровода 
с учетом вихревого резонанса
Fig. 1. Algorithm for determining the pitch between the supports of an overhead 
pipeline considering vortex resonance

i СА 03-003-07. Расчеты на прочность и вибрацию стальных технологических трубопрово-
дов. М.: НТП Трубопровод, 2007. 70 с.; ГОСТ Р 58367—2019. Обустройство месторождений 
нефти на суше. Технологическое проектирование. М.: Стандартинформ, 2019. 120 с.
ii Старт-Проф. Текущая версия 4.86 R4 // НТП Трубопровод. https://www.truboprovod.ru/
software/start (дата обращения: 01.01.2024).

https://www.truboprovod.ru/software/start
https://www.truboprovod.ru/software/start
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При некорректном расчете частот свободных колебаний трубопровода возможен 
рост амплитуд колебаний пролета выше предельных значений, что может привести 
к аварийным режимам. Поэтому оценке свободных частот трубопроводов должно уде-
ляться особое значение.

В СА 03-003-07 при определении собственных частот используется стержневая 
теория; параметры перекачиваемой жидкости, такие как давление и скорость, не учи-
тываются, однако учтена дополнительная масса потока. В рассмотренных авторами 
исследованиях [Феодосьев, 1952; Соколов, Березнёв, 2004, 2005; Чуба и др., 2007; Ефи-
мов, 2008; Ильин, Соколов, 2010; Миронов и др., 2010; Черенцов и др., 2014; Зарипов, 
2016; Шакирьянов, 2016; Ганиев и др., 2017; Pirogov и др., 2018, 2020; Пирогов и др., 
2019; Петров и др., 2023] собственные частоты трубопроводов определены с помощью 
стержневой и оболочечной теории (и та и другая позволяют учесть давление и скорость 
однофазной жидкости).

В данной работе представлена математическая модель определения собственных 
частот колебаний трубопроводов, учитывающая внутреннее давление и параметры 
перекачиваемой многофазной жидкости при стационарных режимах течения.

Методы
Было получено [Брилл, Мукерджи, 2006; Пирогов, Черенцов, 2023] уравнение колеба-
ний трубопровода с учетом изменения давления вдоль длины:

  
2 2 2 2

тр вн
тр тр ж ж 2 2 2 2

ρ ρ μ 0,
2δx

S dw w w
S S EJ P

t x x x
                

  (1)

где w — прогиб оси трубопровода в поперечном направлении; Рх — внутреннее дав-
ление в координате х; E — модуль упругости материала трубопровода; J — момент 
инерции сечения трубопровода; µ — коэффициент Пуассона; dвн — внутренний диа-
метр трубопровода; δ — толщина стенки трубы; Sтр — площадь сечения трубопровода; 
ρтр — плотность материала трубы; Sж — площадь сечения, занимаемая жидкостью; 
ρж — плотность многофазной жидкости.

Давление в сечении с координатой x при известном начальном давлении (Рн) может 
быть определено как

 н ,x

dP
P P x

dx
    (2)

где dP/dx — градиент давления (потеря давления на единицу длины трубопровода).
Выражение для определения градиента давления для многофазного потока получено 

из условия представления флюида в виде однородной смеси:

 
2

ж ж ж
ж ж ж

вн

ρ υ υ
ρ sinθ ρ υ ,

2
f ddP

g
dx d dx

     (3)
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где f — коэффициент гидравлического сопротивления потока многофазной жидкости; 
ρж — плотность многофазной жидкости; υж — приведенная скорость многофазной 
жидкости; θ — угол отклонения от вертикали участка трубопровода.

Для определения градиента давления используются эмпирические и механистические 
корреляции [Pirogov и др., 2018], учитывающие эффект проскальзывания фаз на восхо-
дящих и нисходящих участках и режимы течения. Режим течения многофазной жидко-
сти зависит от соотношения приведенных скоростей фаз (от объемного соотношения 
жидкой и газовой фазы, рис. 2).

 

Рис. 2. Режимы течения многофазной жидкости
Fig. 2. Multiphase fluid flow regimes

Прерывистый (пробковый) режим течения относится к нестационарным режимам 
течения, характеризующимся непостоянной структурой течения жидкости во времени. 
Перекачка в таком режиме может вызвать интенсивные колебания трубы. Далее будут 
рассматриваться стационарные режимы течения (расслоенный гладкий, дисперсный, 
кольцевой) с целью определения собственных частот колебаний.

Решение (1) с учетом (3) может быть получено методом Бубнова — Галеркина. 
В качестве граничных условий используются жесткие заделки (ϑ = w = 0) — аналог 
неподвижных опор.

Искомая функция может быть представлена как

      , sin β ,w x t w x kt     (4)

где w(x) — функция перемещений в поперечном направлении; k — круговая частота 
колебаний; β — сдвиг фаз.

После подстановки (4) в (1) и преобразований получено уравнение:

        2 22
тр вн2

тр тр ж ж 2 2 2
ρ ρ μ 0.

2δx

S dw x w x
S S w x k EJ P

x x x
              

  (5)
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Приближенное решение w(x) представляется в виде ряда

   1 1 2 2
1

    .
n

i i n n
i

w x a w a w a w a w


      (6)

При подстановке (6) в (5) получим неравенство нулю — невязку решения, зависящую 
от неопределенных коэффициентов ai, входящих в (6). Базисная функция wi примет вид:

   sin π .i

x
w x i

l
   
 

  (7)

Получено условие ортогональности невязки решения и базисной функции:

  
2 22

тр вн1 12
1 тр тр ж ж 1 12 2 2
0

ρ ρ μ
2δ
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x
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a S S k w EJ P w dx

x x x
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x n
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a S S k w EJ P w dx
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2 22
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тр тр ж ж 2 2 2

0

     ρ ρ μ 0.
2δ

L
n n

n n x n

S dw w
a S S k w EJ P w dx

x x x

                    
  

Удерживая различное количество членов в приближенном решении wi, получим сис тему 
линейных уравнений порядка n. Выражение для определения собственных частот может 
быть получено из условия равенства нулю определителя матрицы такой сис темы уравнений.

Результаты
Определение необходимого количества членов ряда в (6) производилось для надземного 
участка трубопровода со следующими характеристиками:

 — диаметр и толщина стенки — 159 × 8 мм;
 — длина участка — 3 км;
 — длина пролета — 10 м;
 — расход жидкости — 800 м3/сут;
 — обводненность объемная — 50%;
 — газовый фактор — 200 м3/м3;
 — давление в конце участка — 10 кгс/см2 (избыточное).

Изменение давления и скоростей фаз вдоль участка трубопровода по корреляции 
Беггза и Брилла [Брилл, Мукерджи, 2006] представлены на рис. 3.
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При увеличении количества членов ряда в (6) первая собственная частота колебаний 
стремится к предельному значению (рис. 4).

Устойчивое решение может быть получено при удержании трех членов в приближен-
ном решении.

 
Рис. 3. Результаты гидравлического расчета по корреляции Беггза и Брилла
Fig. 3. Results of hydraulic calculations using Beggs and Brill correlation

 
Рис. 4. Определение необходимого количества членов ряда в (6)
Fig. 4. It is necessary to determine the number of terms of the series in (6)
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Заключение
Требуемое значение длины участка трубопровода между строительными опорами, опре-
деляемое по предложенному алгоритму на рис. 1, позволит избавиться от итеративных 
расчетов при расстановке опор вдоль всей трассы трубопроводов при проектировании 
объектов сбора скважинной продукции.

Полученная математическая модель дает возможность оценить влияние внутреннего 
давления и параметров перекачиваемой многофазной жидкости при стационарных 
режимах течения на частоты свободных колебаний надземных участков трубопроводов.

С помощью данной модели возможно оценить влияние параметров многофазной 
жидкости, таких как объем жидкости, обводненность и газовый фактор, на собственные 
частоты колебаний и, как следствие, величину пролета между опорами.
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