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Аннотация
Один из способов моделирования пористых сред — использование периодических 
структур. Преимуществом такого подхода является необходимость описания течения 
жидкости в объеме одной поры (ячейки). В работе рассмотрены течения вязкой жид-
кости в периодических канальных моделях пористых сред, образованных структурами 
трех типов: кубической простой (КП), кубической объемноцентрированной (КОЦ) и ку-
бической гранецентрированной (КГЦ). Указанные структуры позволяют моделировать 
пористые среды в широком диапазоне значений пористости (1 ÷ 48%).
В выбранных структурах выделены три особых направления течения: вдоль ребра куба, 
вдоль диагонали квадрата (основания куба), вдоль диагонали куба. Для выбранных на-
правлений разработана методика построения порового пространства в масштабе одной 
ячейки. Прямое гидродинамическое моделирование было проведено путем численного 
решения уравнений Навье — Стокса. Течение жидкости рассчитано во всем диапазоне 
безразмерного модельного параметра α — степени пересечения сфер, — который ха-
рактеризует микронеоднородности пористой среды и позволяет легко воспроизводить 
геометрию порового пространства.
По результатам расчетов на основе уравнения Дарси определены коэффициенты про-
ницаемости для трех основных направлений течения и проведен анализ анизотропии 
проницаемости в выбранных структурах. В простой кубической структуре наиболь-
шая проницаемость достигается во 2-м направлении (вдоль диагонали основания 
куба), наименьшая — вдоль основного направления (вдоль ребра куба). В кубической 
объемноцентрированной структуре наибольшая проницаемость достигается в 3-м на-
правлении (вдоль диагонали куба), наименьшая — вдоль 2-го направления (вдоль диа-
гонали основания куба). В кубической гранецентрированной структуре наибольшая 
проницаемость достигается во 2-м направлении (вдоль диагонали основания куба), 
наименьшая — вдоль 3-го направления (вдоль диагонали куба).

Ключевые слова
Пористая среда, вычислительная гидродинамика, закон Дарси, объемный расход, по-
ристость, проницаемость, анизотропия проницаемости, OpenFOAM.
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Введение
Основными параметрами, характеризующими пористые среды, являются пори-
стость и проницаемость. Для многофазных течений в них — это функции от-
носительных фазовых проницаемостей (ОФП). Экспериментальное определение 
ОФП затратно как по времени проведения, так и по стоимости самого оборудо-
вания. В связи с этим активно разрабатываются численные и аналитические 
методы, позволяющие описать течения флюидов в пористых средах. Одним 
из подходов к моделированию, который впервые был предложен Ч. Слихте-
ром [14], является представление пористой среды в виде регулярных упаковок 
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шаров. Основным допущением в таких моделях является то, что скелет породы 
считается неподвижным и недеформируемым. Описание фильтрационно-ем-
костных свойств периодической пористой среды происходит в объеме одной 
поры (ячейки). Обычно, если рассматриваются регулярные упаковки, то пола-
гается, что сферы являются непересекающимися [7-9]. Данный подход облег-
чает определение характеристик пористой среды, однако не дает возможности 
варьировать пористость в широком диапазоне значений, соответствующих по-
ристости реальных горных пород.

В работах [1-4] были рассмотрены периодические структуры с возможностью 
задавать требуемую пористость. В [1, 3, 4] скелет пористой среды образован 
примыкающими друг к другу шаровыми сегментами с различной степенью пе-
рекрытия, которую можно интерпретировать как сцементированность частиц 
горной породы между собой. Радиус и степень перекрытия определяются сле-
дующим образом:
ݎ  � �ݎ

1 � ߙ , 
 

 (1)

ߙ  � ߜ
ݎ , 

 
 (2)

где r0 — радиус, соответствующий случаю касания сфер; δ — разница между 
текущим радиусом и радиусом в случае касания сфер. В таблице 1 приведена 
связь длины ребра куба L с радиусом сфер в случае касания.

Пористость в структурах, описанных в [1, 3], определена аналитически. 
Значения пористости представлены в таблице 2, где α* — предельное значение 
параметра перекрытия сфер, при котором поры становятся замкнутыми. В ку-
бической объемноцентрированной структуре из-за особого расположения сфер 
появляются дополнительные пересечения при α = 0,134, что при переходе через 
это значение ведет к дополнительному понижению пористости и проницаемости 
в меньшую сторону.

На рис. 1 приведена зависимость пористости от параметра α для каждой 
из кубических структур.

Таблица 1 Table 1
Связь длины ребра куба 
с радиусом сфер в случае  
касания

Relation of the edge length 
of the cube to the radius 
of the spheres in the case  
of tangency

Структура L

КП 2r0

КОЦ 4r0 / √2

КГЦ 4r0 / √3
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Таблица 2 Table 2
Пористость в зависимости 
от безразмерного параметра 
перекрытия сфер α

Porosity depending 
on the dimensionless sphere  
overlap parameter α

Структура Пористость, m = m(α) m(0) α* m(α*)

КП 1 � �(2 � 3)�ߙ3 � ((ߙ
12(1 � �(ߙ

 0,476 4 0,292 9 0,034 9

КОЦ

1 � �√3�1 � 3��ߙ2 � ��ߙ
8�1 � ��ߙ  

0,319 8

0,134 0 0,060 5

1 � �√3�1 � 3��ߙ2 � ��ߙ
8�1 � ��ߙ � 

�� �√3 � 2�1 � 3√����ߙ � �1 � ��ߙ
8�1 � ��ߙ  

 

0,183 5 0,005 5

КГЦ 1 � ��1 � 3��ߙ3 � ��ߙ
3√2�1 � ��ߙ  0,259 5 0,134 0 0,035 9

В настоящей работе исследуется анизотропия проницаемости модельных 
пористых сред, построенных на основе рассмотренных в [1, 3] кубических 
структур трех типов: кубической простой, кубической объемноцентрированной 
и кубической гранецентрированной.

Рис. 1. Пористость в зависимости 
от безразмерного параметра 
перекрытия сфер α для кубических 
структур

Fig. 1. Porosity depending 
on the dimensionless sphere overlap 
parameter α for cubic structures
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Методика построения порового пространства
Для определения анизотропии проницаемости пористой среды были выделены 
особые направления течения флюида в рассмотренных периодических структурах: 
вдоль ребра куба, вдоль диагонали квадрата (основания куба), вдоль диагонали куба.

На рис. 2-3 изображены данные структуры, где сплошным цветом окрашены 
поровые каналы, а цифры указывают на выделенные особые направления течения. 
Следует отметить, что для первых двух направлений течения в качестве ячейки 

 
Рис. 2. Кубическая простая структура 
с направлениями течения: 1 — вдоль 
ребра куба; 2 — вдоль диагонали 
квадрата (основания куба); 3 — вдоль 
диагонали куба

Fig. 2. Cubic simple structure with flow 
directions: 1 — along the edge 
of the cube; 2 — along the diagonal 
of the square (base of the cube); 3 — 
along the diagonal of the cube

Рис. 3. Кубическая объемноцентрированная 
(слева) и кубическая гранецентрированная 
(справа) структуры с направлениями 
течения: 1 — вдоль ребра куба; 2 — вдоль 
диагонали квадрата (основания куба); 
3 — вдоль диагонали куба

Fig. 3. Cubic body-centered (left) 
and cubic face-centered (right) structures 
with flow directions: 1 — along the edge 
of the cube; 2 — along the diagonal 
of the square (base of the cube); 3 — 
along the diagonal of the cube



Вåсòниê Òþìåнсêого госуäарсòвåнного унивåрсиòåòа

106

Таблица 3 Table 3
Основные геометрические параметры 
для периодических структур

Basic geometric parameters 
for periodic structures

Структура

Направления течения

Вдоль ребра куба Вдоль диагонали 
квадрата

Вдоль диагонали 
куба

H1 S1 H2 S2 H3 S3

КП L 2L2 L√2 L2√2 L√3 L2√3

КОЦ L L2 / 2 L / √2 L2 / √2 L√3 L2√3

КГЦ L 2L2 L / √2 L2√2 L√3 L2√3

используется параллелепипед, а для третьего — призма с шестиугольником в осно-
вании (соответствующие контуры ячеек выделены сплошной линией). Построение 
порового пространства выполняется с помощью ядра Open Cascade Technology [12], 
предназ наченного для операций со сплошной конструктивной геометрией.

Основные геометрические параметры представлены в таблице 3, где Si — пло-
щадь поперечного сечения ячейки для выбранного направления; Hi — длина ячей-
ки вдоль выбранного направления течения; L — длина ребра куба.

Для повышения стабильности и скорости сходимости численного решения были 
применены скругления каналов. Данный подход обусловлен тем, что большинство 
острых элементов полученной геометрии негативно влияет в итоге на качество 
вычислительной сетки, а сами узкие места не вносят существенного вклада в од-
нофазное течение жидкости. Радиусы скругления каналов в структурах определены 
аналитически путем вписывания окружности в наименьшее сечение канала и пред-
ставлены в таблице 4.

Таблица 4 Table 4
Радиусы скругления каналов 
для периодических структур

Channels rounding radiuses 
for periodic structures

Структура Радиус скругления

КП �ݎ �√2 � 1
1 �  �ߙ

КОЦ �ݎ �2√33 � 1
1 �  �ߙ

КГЦ �ݎ
⎝
⎛ √2
�1 � cos�� � 2 arccos�2/3�

� 1
1 � ߙ

⎠
⎞ 
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Рис. 4. Простая кубическая структура 
без скруглений каналов (слева) 
и со скруглениями (справа)

Fig. 4. A simple cubic structure without 
channel fillets (left) and with fillets 
(right)

Пример применения скруглений каналов для простой кубической структуры 
изображен на рис. 4. Доля пористости в структурах со скруглениями каналов 
составляет в среднем 86 ÷ 91% от исходных значений.

Математическая постановка
В построенных каналах пористой среды рассматривается ламинарное течение 
несжимаемой линейно-вязкой изотропной жидкости. В объеме одной поры 
решается система уравнений Навье — Стокса в стационарной постановке:

ݒ⃗�  ڄ ݒ⃗�׏ � ݒȟ⃗ߥ � 1
� (3)  ,�׏

׏  ڄ ݒ⃗ � 0, 
 

 (4)

где ׏ ڄ ݒ⃗ � 0, 
 

 — векторное поле скорости; p — давление; ρ — плотность; ν — кинема-
тическая вязкость.

Граничные условия соответствуют условию прилипания на стенках, задан-
ному перепаду давления на входе и выходе из ячейки и отсутствию течения 
через плоскости симметрии (боковые горловины):

 — вход:

 
ݒ⃗݀
݀� � 0,  � � ��; 

 
 (5)

 — выход:

 
ݒ⃗݀
݀� � 0,  � � ��; 

 
 (6)

 — стенки:
ݒ⃗  � 0; 

 
 (7)

 — горловины:

 
ݒ⃗݀
݀� � 0,   ݀�݀� � 0. 

 

 (8)
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По результатам численного решения определяется объемный расход флюи-
да Qi через поперечное сечение канала. Далее на основе определения скорости 
фильтрации и уравнения Дарси с учетом геометрии находится проницаемость 
структуры в рассматриваемом направлении:

 
��
�ܵ
� ݇�
ߤ
�߂
�� ,  (9)

 ݇� � ����ߤ
�߂ܵ� ,  (10)

где ∆p = p1 − p2 — перепад давления; ki — проницаемость среды для выбранно-
го направления; μ — динамическая вязкость флюида.

Численная реализация расчетов
Дискретизация расчетных областей в выбранных структурах производилась 
с помощью генератора сеток Netgen [13]. Ввиду сложности геометрии были 
построены нерегулярные сетки, образованные тетраэдрами. Также стоит отме-
тить, что в зависимости от увеличения параметра пересечения сфер α возника-
ют геометрические особенности, при разрешении которых увеличивается общее 
число контрольных объемов.

Численное моделирование течения несжимаемой жидкости выполнялись 
с помощью программного пакета OpenFOAM [5, 6, 11, 15] с использованием ал-
горитма SIMPLE.1 Для численного решения системы уравнений Навье — Сток-
са [10] применялись: при аппроксимации градиента давления — линейная схема 
Гаусса; для оператора дивергенции — линейная правосторонняя схема Гаусса; 
для оператора Лапласа — линейная схема Гаусса с коррекцией; для интерполя-
ции — линейные схемы. Также при аппроксимации диффузионных членов были 
использованы неортогональные корректоры. Перед основным расчетом был за-
действован решатель potentialFoam, позволяющий на основе уравнения Лапласа 
или Пуассона задать внутренние поля, которые используются в качестве началь-
ного приближения и увеличивают скорость сходимости решения.

Анализ результатов
В расчетах были использованы следующие значения геометрических парамет-
ров: r0 = 10−5. Параметры флюида: ρ = 103 кг/м3, μ = 10−3 Па · с. Давление на вхо-
де и выходе: p1 = 1 Па, p2 = 0 Па.

Введем безразмерный коэффициент анизотропии как отношение проница-
емости в дополнительном направлении к проницаемости в основном:

 �௠,௡ � ݇௠
݇௡ ,  � � 1,  � � 2,3.  (11)

1 SIMPLE (semi-implicit method for pressure linked equations) — метод численного ре-
шения уравнений Навье — Стокса (англ.).

Кусайко Г. Н., Игошин Д. Е., Губкин А. С.



109Анизотропия проницаемости в модельных пористых средах ...

Физиêо-ìаòåìаòичåсêоå ìоäåлированиå. Нåфòь, газ, энåргåòиêа.  2022.  Òоì 8. № 2 (30)

В простой кубической структуре наибольшая проницаемость достигается 
во 2-м направлении (вдоль диагонали основания куба), наименьшая — вдоль 
основного направления (вдоль ребра куба) (рис. 5). В кубической объемноцен-
трированной структуре наибольшая проницаемость достигается в среднем 
в 3-м направлении (вдоль диагонали куба), наименьшая — вдоль 2-го направле-
ния (вдоль диагонали основания куба) (рис. 6). В кубической гранецентрирован-
ной структуре наибольшая проницаемость достигается во 2-м направлении (вдоль 
диагонали основания куба), наименьшая — вдоль 3-го направления (вдоль диа-
гонали куба) (рис. 7). Осредненные значения безразмерного параметра анизотро-
пии для каждой из структур представлены в таблице 5.

Рис. 5. Анизотропия проницаемости 
для простой кубической структуры

Fig. 5. Permeability anisotropy 
for a simple cubic structure

Рис. 6. Анизотропия проницаемости 
для кубической объемноцентрированной 
структуры

Fig. 6. Permeability anisotropy 
for a cubic body-centered structure
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Рис. 7. Анизотропия проницаемости 
для кубической гранецентрированной 
структуры

Fig. 7. Permeability anisotropy 
for a cubic face-centered structure

Таблица 5 Table 5
Осредненные значения безразмерного 
параметра анизотропии 
для кубических структур

Averaged values of the dimensionless 
anisotropy parameter for cubic 
structures

Структура  ෩૜,૚ࡷ ෩૛,૚ࡷ

КП 2,259 1 1,566 0

КОЦ 0,757 1 1,003 6

КГЦ 1,131 2 0,914 8

Выводы
Рассмотрены модели периодических пористых сред на основе трех кубических 
структур: простой, объемноцентрированной и гранецентрированной. Для каждой 
из указанных структур рассчитано стационарное течение ньютоновской жидко-
сти по трем особым направлениям: по основному направлению (вдоль ребра 
куба), по двум дополнительным направлениям (вдоль диагонали основания куба 
и вдоль диагонали куба) во всем диапазоне значений безразмерного параметра 
пересечения сфер. На основе уравнения Дарси определены коэффициенты про-
ницаемости для рассмотренных направлений течения. Самым высоким значени-
ем коэффициента анизотропии проницаемости характеризуется простая куби-
ческая структура. Этот факт следует учитывать при моделировании сложных 
пространственных течений в периодических кубических структурах как с целью 
увеличения, так и с целью уменьшения проницаемости среды в зависимости 
от направления течения.

Кусайко Г. Н., Игошин Д. Е., Губкин А. С.
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types — cubic simple (CS), cubic body-centered (BCC), and cubic face-centered (FCC) are 
considered. These structures make it possible to simulate porous media in a wide range of 
porosity values (1 ÷ 48%).
In the selected structures, three special flow directions are distinguished — along the edge 
of the cube, along the diagonal of the square (the base of the cube), along the diagonal 
of the cube. For the chosen directions, the fluid flow was calculated over the entire range 
of the dimensionless parameter α — the degree of intersection of the spheres, which is a model 
parameter that characterizes the microheterogeneities of the porous medium and makes it easy 
to reproduce the geometry of the pore space in the numerical solution of the Navier-Stokes 
equations in direct hydrodynamic modeling.
Based on the results of calculations based on the Darcy equation, the permeability coeffi-
cients for the three main flow directions were determined and an analysis was carried out on 
the permeability anisotropy in the selected structures. In a simple cubic structure, the greatest 
permeability is achieved in the 2nd direction (along the diagonal of the base of the cube), 
the smallest — along the main direction (along the edge of the cube). In a cubic body-cen-
tered structure, the highest permeability is achieved in the 3rd direction (along the diagonal of 
the cube), the lowest — along the 2nd direction (along the diagonal of the base of the cube). 
In a cubic face-centered structure, the highest permeability is achieved in the 2nd direction 
(along the diagonal of the base of the cube), the smallest — along the 3rd direction (along 
the diagonal of the cube).

Keywords
Porous media, computational fluid dynamics, Darcy’s law, volume flow, porosity, permeability, 
permeability anisotropy, OpenFOAM.
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