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Аннотация
Исследованы фильтрационные поля давления в пластах, когда интервал перфорации 
не совпадает с границами пласта. Для этого пористая среда представлена в виде трех 
слоев, для которых сформулирована задача сопряжения. В соответствии с реальными 
условиями принято, что зависимость проницаемостей от вертикальной координаты 
в интервале отбора нефти является произвольной. Это привело к необходимости 
решения задачи сопряжения для уравнения пьезопроводности с переменными ко-
эффициентами.
Показано, что для такого случая локальное граничное условие, которое обычно ис-
пользуется для однородных пластов для случая заданного отбора, следует заменить 
на интегральное нелокальное, что определяет новизну задачи.
С использованием развитой модификации асимптотического метода найдено решение 
задачи о поле давления в слоисто-неоднородном анизотропном пористом пласте, экс-
плуатируемом в режиме заданного отбора.
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Введение
В реальных условиях границы интервалов перфорации не совпадают с грани-
цами пласта. Это, с одной стороны, связано с технологическими трудностями, 
поскольку удлинение кабеля, на котором опускается перфоратор, за счет соб-
ственного веса часто превышает толщину пласта. С другой стороны, часто гео-
логические условия, например, при наличии водонефтяного контакта, позволя-
ют перфорировать только часть пласта. Это обстоятельство приводит к необхо-
димости решения задач о полях давления в трехслойной системе пластов, в 
которой только центральный подвержен эксплуатации. Такие задачи важны для 
учета вертикальных потоков в пластах, которые определяют нефтеотдачу из 
неперфорированных частей пласта.

Классические аналитические решения задач о поле давления при фильтрации 
в пористой среде получены преимущественно для однородных изотропных 
пластов. Однако все природные коллекторы неоднородны по толщине и прости-
ранию [2-4, 6, 7, 11]. По этой причине исследование фильтрационных процессов 
приводит к необходимости учета неоднородности пластов и зависимости коэф-
фициента проницаемости от пространственных координат. Это существенно 
усложняет решение данных задач, в сравнении с рассмотренными в [1, 7-10], 
поскольку входящие в эти задачи дифференциальные уравнения в частных про-
изводных содержат переменные коэффициенты. 

Основными методами при исследовании процессов фильтрации в таких усло-
виях являются конечно-разностные [3]. Аналитические методы построения решений 
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таких задач слабо развиты, хотя их результаты важны для анализа процессов. Ре-
шение задачи удалось осуществить на основе асимптотического метода.

В статье иллюстрируются возможности модификации «в среднем точного» 
асимптотического метода, примененного для исследования полей давления в 
неоднородных анизотропных пластах [8]. Показано, что развитый метод по-
зволяет находить решения, когда проницаемость пласта зависит от вертикальной 
координаты произвольным образом krd = krd (zd), kzd = kzd (zd). Построение решений 
такого рода задач важно для теории фильтрации, а развитый метод представля-
ется существенным достижением в задачах для уравнений с переменными ко-
эффициентами.

Задача о поле давления при заданном отборе  
в слоисто-неоднородной среде
Модель представляет собой анизотропный пласт, условно разделенный на три 
области (рис. 1). Координаты границы сопряжения пластов zd = ±h. Значения 
компонент проницаемости центральной области (−h < zd < h) произвольным 
образом распределены по толщине средней области.

Перфорация осуществляется в наиболее проницаемой части пласта. Окру-
жающие породы обычно обладают ухудшенной проницаемостью. Оценки по-
казывают, что в таких условиях наблюдается быстрый спад возмущений давле-
ния при удалении от центрального пласта в окружающих перфорированный 
пласт породах. Применительно к рассматриваемым задачам это позволяет без 
уменьшения общности считать окружающие породы полубесконечными.

Далее дополнительно следует учесть, что горизонтальные градиенты дав-
ления вблизи скважины в окружающих породах значительно меньше, чем вер-
тикальные, т. к. подстилающий и настилающий пласты изолированы от сква-

 

Рис. 1. Геометрия задачи 

 
Рис. 1. Геометрия задач Fig. 1. Task geometry
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жины [10]. Соответственно, радиальные производные в уравнениях для окру-
жающих пород можно опустить.

Математическая постановка гидродинамической задачи для осесимметрич-
ного случая в таких предположениях запишется следующим образом:

На границах сред заданы равенства давлений и потоков:

hzhz PP



dd

d1d , 
hzhz PP




dd
d2d , (1.3) 

 
hz

z
hz

z z
P

zk
z
P

k









dd
d

d
dd

d

1d
1 , 

 
hz

z
hz

z z
P

zk
z
P

k









dd
d

d
dd

d

2d
2 . 

(1.4) 

 В начальный момент времени фильтрационное возмущение давления от-
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002d01d0d 


PPP . (1.5) 
 

На границах окружающих пород следует задать условие непроницаемости, 
однако при малых значениях проницаемости в реальных пластах наблюдается 
быстрый спад давления с увеличением расстояния от центра пласта. По этой 
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 Заметим, что условие заданного отбора для неоднородного пласта, перфо-
рированного в интервале −h < zd < h, представить в локальной форме невозмож-
но. Нелокальное интегральное условие представлено нами в виде:
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В задаче перед производной по времени в уравнении пьезопроводности в 
центральном пласте введен множитель α. При α = 1 задача является обычной не-
стационарной, а при α = 0 — квазистационарной.

С использованием безразмерных переменных, а именно: 
2/ ht  , hzz /d  , hrr /d , 0d / PPP  , 01d1 /PPP  , 0d22 / PPP   

    kzkzk rr /dd ,     kzkzk zz /dd , ,/  mk  ,2/ 0hkPQq   
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 задача (1.1)-(1.7) запишется в виде: 

,02
1

2

1
1 








z
P

t
P ,1,0  zt ,02

2
2

2
2 








z
P

t
P ,1,0  zt  

    ,01


































z
Pzk

zr
Pr

rr
zk

t
P

zr ,1<<1,0 zr   

11

1
1 )(

 






z
z

z z
Pzk

z
Pk , 

11

2
2 )(

 






z
z

z z
Pzk

z
Pk , 

111 
 zz PP , 112 

 zz PP , 

qdz
r
Przk

r
r 













 lim)(

0

1

1

, 

000201 
 ttt PPP , 

021 




 rz

r
z
r PPP . 

 В задачу перед первой и второй производными от P по z формально введен 
параметр асимптотического разложения ε [7]. Ранее показано [7], что именно такая 
параметризация обеспечивает построение такого решения в нулевом приближении.

Асимптотическое разложение задачи. Нулевое приближение
Решение задачи (1.9)-(1.14) представляется формулами [1, 7-10]:

Используя ряды (2.1) и задачу (1.9)-(1.14), получаем задачу, разбитую по 
степеням формального асимптотического параметра [9]. Задача для наименьшей 
степени ε запишется как 
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Из (2.2) следует, что P(0) = P(0)(r, t) и не зависит от вертикальной координаты. 
Выражения для нулевого коэффициента разложения имеют вид:
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К уравнению (2.4) необходимо применить процедуру «расцепления», описан-

ную в [9], ввиду содержания нулевого и первого коэффициентов асимптотиче-
ского разложения. Осуществленная процедура позволяет представить выраже-
ние (2.4) в виде уравнения для нулевого коэффициента:
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 Постановка задачи для нулевого коэффициента включает также уравнения 
для окружающей среды 
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Отметим, что применение процедуры «расцепления» [9] к задаче с перемен-
ными коэффициентами позволяет не только расцепить уравнение, но и преоб-
разовать его таким образом, что безразмерный параметр, характеризующий от-
ношение проницаемостей, входит в задачу в виде интеграла ( )zkr , который не 
зависит от вертикальной координаты z. Этот факт позволяет применять в задаче 
для нулевого асимптотического приближения широко используемые методы ре-
шения, например интегральные преобразования.

Решение задачи (2.8)-(2.12) имеет вид:

Для случая непроницаемых окружающих пород (k1z = 0, k2z = 0) решение в 
пространстве оригиналов [5] при условии k = ( )dzkr в размерных переменных 
преобразуется к выражению
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 совпадающему с известным выражением для заданного отбора из однородного 
пласта при радиальном одномерном движении [2].

Независимость давления от z, справедливая в нулевом приближении, по-
стулировалось ранее и широко использована для определения поля давления в 
пластах, состоящих из слоев с различающейся проницаемостью [2].

Из рассматриваемой задачи следует, что даже в случае однородных пластов 
давление не зависит от вертикальной координаты, если только границы интерва-
лов перфорации совпадают с границами пласта. В скважинных условиях такое 
совпадение по технологическим причинам практически невозможно, поэтому 
предположение о независимости поля давления от вертикальной координаты 
(одномерная фильтрация) в общем случае не оправдывается. 

Для частного квазистационарного случая (α = 0) при идентичных свойствах 
настилающего и подстилающего пластов (k1 = k2, χ1 = χ2) и симметричном рас-
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пределении проницаемости по толщине центральной области (kr(z) = kr(−z)) 
решение в пространстве оригиналов запишется в виде: 
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 Для случая однородного по проницаемости центрального пласта это реше-
ние имеет вид:
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 Выражения (2.18) согласуются с полученными в [9] для квазистационарно-
го поля давления и однородного пласта.

Различием между решениями (2.17) и (2.18) является соотношение для 
( )zkr . Это позволяет ввести понятие эквивалентного однородного пласта, для 

которого значения kr равны соответствующим соотношениям ( )zkr для неодно-
родного пласта. Поля давления в нулевом приближении в таких пластах иден-
тичны.

Решение в нулевом приближении позволяет определить усредненное по 
толщине центрального пропластка поле давления. Однако для оценки влияния 
неоднородности центрального пропластка необходимо построить детальное 
поле давления, что требует нахождения первого коэффициента асимптотиче-
ского разложения. 

Первое асимптотическое приближение
Аналогично (2.3)-(2.7) постановка задачи при ε1 запишется как
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«Зацепленное» уравнение (3.2) требует применения более сложной, нежели 
в пункте 2, процедуры «расцепления» [9]. В расцепленной форме (3.2) имеет вид:
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Из задачи для остаточного члена [9] следует, что (3.4) является естественным 
условием, при котором остаточный член в первом приближении равен нулю. В 
отличие от задач фильтрации, рассмотренных ранее [1, 7-10], данная задача не 
требует отыскания ослабленного условия, поскольку условие заданного отбора 
уже является интегральным.

Задача (3.1), (3.3)-(3.5), как и нулевое приближение, не содержит переменных 
коэффициентов, а решение отыскивается в пространстве изображений Лапла-
са — Карсона [5]. В пространстве оригиналов для квазистационарного случая 
оно имеет вид:
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 Разработанная модель расширяет возможности моделирования фильтрации 
флюида через слоисто-неоднородные пористые пласты и позволяет изучить 
множество различных неоднородностей центрального пропластка. На рис. 2 

(3.5)

(3.6)

(3.7)



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

196

представлено сопоставление зависимостей возмущения давления от вертикаль-
ной координаты: кривые 2, 4 для kz (z) = 3z4 + 0,1, kr (z) = 3z4 + 0,1; кривые 1, 3 
для модели с постоянными коэффициентами ( ) ,7.0== zkk zz 0,7, ( ) ,7.0== zkk rr  0,7. 
Как и ожидалось, нулевые коэффициенты, кривые 1, 2 для обеих моделей со-
впадают. Это означает, что если достаточно точности нулевого приближения, 
то можно воспользоваться моделью с постоянными коэффициентами, если 
принять, что ( )zkk rr = . 

Первый коэффициент уточняет нулевое приближение и позволяет построить 
детальное поле давления в центральном пропластке, поскольку основное раз-
личие кривых 3, 4 наблюдается в центральном слое.

 
Рис. 2. Сопоставление распределения 
давления по толщине пласта в нулевом 
(кривые 1, 2) и первом (кривые 3, 4) 
приближениях для пласта с переменными 
(кривые 2, 4) и постоянными (кривые 1, 3) 
коэффициентами проницаемости

Fig. 2. Comparing the pressure  
distribution over the plate’s thickness  
in the zero (curves 1, 2) and first 
(curves 3, 4) approximations for the plate 
with variable (curves 2, 4) and constant 
(curves 1, 3) permeability coefficients

Для случая изолированного центрального пропластка (k1z = k2z = 0) первый 
коэффициент асимптотического разложения (3.6), (3.7) равен нулю. Учитывая 
этот факт и то, что для изолированного центрального пласта нулевое прибли-
жение совпадает с известным точным решением [2], находим, что вертикальный 
градиент давления в центральном пропластке обусловлен фильтрационными 
потоками из окружающих сред. Это означает, что развитая модель позволяет 
оценить вклад в поле давления перетоков между пропластками.

Заключение
На основе асимптотического метода разработана математическая модель поля 
давления при фильтрации флюида в трехслойном анизотропном пористом пла-
сте, учитывающая наличие пропластков с отличающимися коллекторскими 
свойствами, в которых проницаемость зависит от вертикальной координаты, 
что позволяет расширить область применения расчетных формул и исследовать 
влияние трещин, возникающих при гидроразрыве пласта. 
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porous medium in the form of three layers for which the conjugation problem is formulated. 
In accordance with real conditions, the authors assume that the dependence of permeability 
on the vertical coordinate in the oil extraction interval is arbitrary. This led to solving the 
conjugation problem for the piezoconductivity equation with variable coefficients.
The results show that for such a case, an integral nonlocal condition should replace the local 
boundary one (which is usually used for homogeneous reservoirs for the case of a given 
selection). This emphasizes the novelty of the task.
Using the developed modification of the asymptotic method, a solution was found for the 
pressure field problem in a layered inhomogeneous anisotropic porous formation that is op-
erated in the preset selection mode in the zero and first asymptotic approximations.
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