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Аннотация
Целью исследования является разработка формы записи ядер ползучести, позволяющих 
получить представления для расчета кривых ползучести. На основе теории упруго-пол-
зучего тела показана возможность аналитического исследования быстронатекающей 
ползучести. Определены новые ядра для описания ползучести стареющих материалов. 
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Построено ядро ползучести, которое содержит выражение для описания свойств старе-
ющего материала. Показаны основные этапы формирования предлагаемого ядра ползу-
чести. Соответствие предлагаемых расчетов реальным процессам доказано сравнением 
с экспериментальными данными. В численной реализации использовано разложение 
подынтегральных выражений в степенные ряды. На основе экспериментальных данных 
определены параметры ядер ползучести. Параметры определялись путем минимизации 
среднеквадратичного отклонения расчетных данных от экспериментальных. Описанный 
подход моделирования вязкоупругих свойств материала позволяет спрогнозировать 
перераспределение усилий во времени в слоях составных конструкций.
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Введение
Современный этап развития промышленности характеризуется совершенство-
ванием технических параметров строительных конструкций, повышением их 
надежности и износостойкости. В рыночных условиях происходит быстрая 
смена конструкционных материалов. Это связано со снижением материалоем-
кости при одновременном увеличении прочности, долговечности и экономич-
ности. Решение задачи проектирования сооружений состоит в совершенствова-
нии общих конструктивных схем и методов их расчета, в разработке эффективных 
элементов конструкций и применении новых высокопрочных материалов. Один 
из типов современных эффективных конструкций являются составные оболочки, 
плиты (пластины) и балки [8, 10]. Отдельные элементы подобных конструкций 
выполнены из различных материалов: полимерных, композитных и т. д. Как 
наиболее дешевый материал используется бетон. Связи между слоями составных 
пластин могут быть обеспечены клеевым соединением или анкерами [12, 13].

Практика показывает, что при эксплуатации составных систем имеют место 
пластические деформации и ползучесть. В вязкоупругом материале при посто-
янной нагрузке деформации во времени возрастают (накапливаются). Это при-
водит к качественному и значительному количественному изменению напря-
женно-деформированного состояния (НДС): уменьшению жесткости, перерас-
пределению усилий между элементами конструкции и др. В отличие от решений 
в задачах упругости [5, 6], где НДС зависит лишь от пространственных коор-
динат, компоненты НДС вязкоупругого материала изменяются во времени [2-5, 
7]. Для описания указанных явлений требуется создание специальных физиче-
ских и математических моделей и методов.

В статье предложена запись соотношений между напряжениями и деформа-
циями для стареющего материала. На основе теории упруго-ползучего тела 
показана возможность аналитического описания быстронатекающей ползучести. 
С использованием методики Н. Х. Арутюняна и А. А. Зевина [1, 2] построены 
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новые ядра ползучести применительно к стареющему материалу. Рассмотрена 
численная реализация ядер на примере экспериментальных данных А. А. Росса 
[10]. Приведена оценка погрешности.

Основная часть
Предполагается, что материал конструкции обладает свойствами ползучести и 
старения. Тогда в линейной теории упруго-ползучего тела при одноосном на-
пряженном состоянии связь между напряжениями σ(t) и деформациями ε(t) в 
такой конструкции имеет вид [10]:

 ε��� � 	 ��������� ����� 	� ���� ��σ�������� , 
 

 (1)

где ε(t) — компоненты деформации в момент времени t; σ(t) — компоненты 
напряжений в момент времени t; E(t) — модуль упругости мгновенной дефор-
мации; K(t, τ) — ядро ползучести; t — рассматриваемый момент времени; τ — 
промежуточный момент времени; τ0 — момент приложения напряжений σ(t).

Целью исследования является разработка формы записи ядер ползучести, 
позволяющих получить «формульные» представления для расчета кривых пол-
зучести. С использованием методики [10] определены новые ядра для описания 
ползучести стареющих материалов. Показана возможность вычисления полу-
ченных функций с помощью степенных рядов для достаточно широкого интер-
вала времени [4, 10].

Для описания соотношений между напряжениями и деформациями в соот-
ветствие с методикой Н. Х. Арутюняна и А. А. Зевина осуществлено построение 
новых ядер с учетом старения материала [2, 9, 10]:

 
����� �� � ���� �� � ��� � �� � � ������� � ������ , ����� �� � ���� �� � ��� � �� � 	���� � ��� � ������ . 

 (2)

В формулах (2) приняты следующие обозначения: K
1
(t, τ), K2(t, τ) — ядра пол-

зучести стареющего материала; Q(t, τ) — регулярная часть ядра ползучести; 
B(t − τ) — разностная часть ядра ползучести; (t − τ) — разностный аргумент; 
t — рассматриваемый момент времени; τ — промежуточный момент времени; 
s — промежуточный аргумент.

В качестве разностной составляющей использовано удовлетворяющее всем 
необходимым требованиям слабосингулярное ядро [7, 10]:

 ��� � �� � 	χ	��������� 	�� � ����� 	 �Г���	, 
 

 (3)

где B(t − τ) — разностная часть ядра ползучести; Г(ϑ) — Гамма-функция; χ, ρ, 
ϑ — параметры ядра; χ > 0; ρ > 0; ϑ ϵ (0;1); α ϵ (0;1); (t – τ) — разностный аргу-
мент; t — рассматриваемый момент времени; τ — промежуточный момент 
времени.
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Введение параметра α расширяет возможность вычисления функции с по-
мощью степенных рядов в более широком интервале времени по сравнению с 
вариантом, когда α = 1 (ядро А. Р. Ржаницына) [7].

В качестве регулярной составляющей использовано ядро, в основе которого 
мера ползучести вида [9, 10]:

 

���� �� � 	�	 ���	��� � �������� �	��������� �		� ∑ ��������������� , �� � ���				�� � ����					�� � ��� � 	��, 				α� � ���				α� � 	��				α� � 	� � ��			�� � ��			�� �	�� � 	�, 

 

 (4)

где Q(t, τ) — регулярная часть ядра ползучести; (t – τ) — разностный аргу-
мент; t — рассматриваемый момент времени; τ — промежуточный момент 
времени.

Согласно работе [2], для регулярного ядра резольвента примет вид:

 
���� �� � ���� ������ ����������� �	 �	∑ �������������������������������������� . 

 

 (5)

Здесь G(t, τ) — резольвента регулярного ядра; Q(t, τ) — регулярная часть ядра 
ползучести; (t – τ) — разностный аргумент; t — рассматриваемый момент вре-
мени; τ — промежуточный момент времени; s — промежуточный аргумент.

Подставляя выражения (3) и (4) в выражения для ядра (2), имеем:

 

���t�	��	� ����	��	� ��� � ��	� � �Г���∑ ������� �������� � ������������� ������	,  (6)

где r = 1, 2; η
1k

 = αk ; η2k
 = γk ; ak , χ — искомые параметры; Q(t, τ) — регулярная 

часть ядра ползучести; B(t – τ) — разностная часть ядра ползучести; Г(ϑ) — 
Гамма-функция; (t – τ) — разностный аргумент; t — рассматриваемый момент 
времени; τ — промежуточный момент времени; z — промежуточный аргумент.

В результате интегрирования выражения (6) получается:

 

����� �� � ������ ���� ��
� 	

� � ������� ��
� �������� � ����������� � 

�	 χГ�ϑ������������
� �� � ������� � 

�	 χГ�ϑ����������
��� �������

� � ������������
� ��������� �

� ��� � �������� � ��������� �	
� χГ�ϑ� �� ��������

� ������ � 

����α��
���

�������������	�	 e��������� ������ � 

����� � ������������� ��������, 	��� � ��			��� � �� � α�, 
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���

�������������	�	 e��������� ������ � 

����� � ������������� ��������, 	��� � ��			��� � �� � α�, 

 (7)

где V
r
(t, τ) — интеграл ядра ползучести; Г(ϑ) — Гамма-функция; K

r
(t, s) — ядра 

ползучести стареющего материала (r = 1; 2); (t – τ) — разностный аргумент; 
t — рассматриваемый момент времени; τ —промежуточный момент времени, 
z — промежуточный аргумент.

Для численной реализации (4) экспоненциальные функции в подынтеграль-
ном выражении (7) раскладываются в степенной ряд Маклорена. При удержании 
первых трех членов ряда получен следующий результат:

 

����� �� � ��� � �������� � ��������� � �Г��� �� � �������� �  � ���� �� � ��� � �������������� � � ��������� � �������������� �  � ��������� ∑ �������� �������������� � ����η��� ���, 
 

 (8)

где

 

� � � � ∑ �������� ���������� � �����; �� � ∑ �������� ������������� � ����η���. 
 Погрешность такого перехода определяется точностью счета интеграла. 
Численная реализация задачи показала, что при увеличении количества членов 
степенного ряда Маклорена результаты вычислений не выходят за пределы из-
менения результата 5%.
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Возможность использования полученных соотношений для описания пол-
зучести реальных материалов была проверена на экспериментальных данных 
А. А. Росса [10]. Кривые ползучести, которые получены по данным экспери-
мента, и их аппроксимация приведены на рис. 1.

Мера ползучести вычислялась по формуле:

 ���� �� � ����������� � ������ �����	,  (9)

где C(t, τ) — мера ползучести; V
r
(t, τ) — интеграл ядра ползучести стареющего 

материала; E(t) — модуль упругости; E(τ) — коэффициент жесткости бетона в 
разном возрасте τ.

На интервале времени (рис. 1) показаны экспериментальные кривые C(t, τ). 
Переход от меры ползучести C(t, τ) к интегралу V

r
(t, τ) произведен с использо-

ванием методики [2]. Расчеты показали, что НДС составных конструкций су-
щественно зависит от возраста материала τ в момент нагружения. Происходят 
как количественные, так и качественные изменения в распределениях напряже-
ний, усилий и моментов.

Заключение
Сравнение результатов, полученных при реализации предлагаемой математи-
ческой модели, и экспериментальных данных показало расхождение не более 

Рис. 1. Экспериментальные  
и теоретические кривые мер ползучести 
бетонных образцов разного возраста τ: 

  —  экспериментальные данные; 
  —  аппроксимация эксперимента 

выражением (8)

Fig. 1. Experimental and theoretical 
curves of creep measures of concrete 
samples of different age τ: 

  —  experimental data; 
  —  approximation  

of the experiment with formula (8)
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10%, что подтверждает достоверность проведенных исследований. Полученные 
результаты являются теоретическим обоснованием решений нелинейных задач 
деформирования составных пластин и оболочек с учетом ползучести, что по-
зволяет получить прогнозные оценки поведения конструкций в реальных усло-
виях эксплуатации.
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Abstract
This study aims to develop a creep kernel recording form, which would allow obtaining 
representations for creep curves calculation. Based on the elastic-creeping body theory, the 
authors present a possibility of the high-rate creep movement analytical study. New creep 
kernels to describe creeping of aging materials have been determined. A creep kernel, which 
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contains a formula to describe the aging material properties, has been built. Essential stages 
of the proposed creep kernel formation have been given. The correspondence of the proposed 
calculations to real processes has been proved by a comparison with experimental data. In 
the numerical implementation, decomposition of integration elements into power series has 
been used.
Based on experimental data, creep kernel parameters have been determined by minimizing 
the calculated data standard deviation from experimental ones. The described approach to 
modeling viscoelastic properties of material allows predicting redistribution of stresses in 
time in layers of composite structures.
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