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Аннотация. Предложена нестационарная одномерная физико-математическая модель 
массопереноса кислородных вакансий и захваченных электронов при постоянном 
электрическом поле, которая позволяет точнее определить влияния температу-
ры на электрофизические свойства металлооксидного мемристора по сравнению 
со стационарной моделью. В отличие от известных моделей, она содержит неста-
ционарные уравнения непрерывности для концентрации захваченных электронов 
и их плотности тока и соответствующие граничные условия. Разработанная модель 
позволяет корректно учесть переходные процессы, которые происходят в условиях 
построения вольт-амперной характеристики мемристора при разных скоростях 
изменения напряжения во времени. Расчетные значения концентраций вакансий 
кислорода различаются для нестационарной и известной стационарной модели. 
В первом случае также наблюдается сильная зависимость профиля концентрации 
вакансий кислорода от температуры активного слоя мемристора. Существенные 
отличия распределений концентраций вакансий по толщине пленки наблюдаются 
при температуре пленки, равной 600 К. Показано, что нестационарная модель 
точнее воспроизводит экспериментальную вольт-амперную характеристику изго-
товленного мемристора. Она позволяет оценить время установления стационар-
ного распределения концентрации зарядов и анализировать процесс резистив-
ного переключения при разной скорости изменения напряжения на мемристоре. 
Представленная модель востребована при численном моделировании процессов 
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обработки сигналов в больших мемристорных массивах, используемых в нейро-
морфных устройствах.

Ключевые слова: одномерная модель, нестационарный тепло- и массоперенос, 
оксид металла, кислородные вакансии, захваченные электроны, вольт-амперная 
характеристика, мемристор, температура оксидного слоя
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Abstract. A non-stationary one-dimensional physico-mathematical model of the mass 
transfer of oxygen vacancies and trapped electrons under a constant electric field is 
presented. The model provides a more accurate determination of the temperature 
effect on the electrophysical properties of a metal oxide memristor in comparison 
with the stationary model. Unlike the known models, the new one includes non-sta-
tionary continuity equations for the concentrations and current density of trapped 
electrons. The developed model correctly considers transient processes that occur 
under the conditions of measuring the current-voltage characteristic of the memris-
tor at different voltage sweep rates. The obtained profiles of vacancy concentrations 
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using the developed non-stationary and known stationary models are quantitatively 
different and have a strong dependence on the temperature of the active layer of 
the memristor. Significant differences in the distribution of vacancy concentrations 
across the film thickness are observed at a film temperature of 600 K. The results 
show that the non-stationary model more accurately reproduces the extoperimental 
current-voltage characteristic of the manufactured memristor, allowing to estimate 
the switching time to a stable state and to analyze the process of resistive switching 
of the memristor at different voltage sweep rates. The developed model is helpful in 
numerical simulation of signal processing routines in large memristor arrays used 
in neuromorphic devices.

Keywords: one-dimensional model, nonstationary heat and mass transfer, metal oxide, 
oxygen vacancies, trapped electrons, current-voltage characteristic, memristor, oxide 
layer temperature
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Введение
В ряде работ [Larentis и др., 2012; Kim и др., 2013, 2014; Basnet и др., 2020; Parit и др., 2021] 
предложены физико-математические модели массопереноса зарядов в металлооксидных 
мемристорах. В этих моделях концентрация кислородных вакансий рассчитывается с по-
мощью нестационарного уравнения непрерывности, а плотность тока — с помощью ста-
ционарного уравнения непрерывности. При этом в них не учитывается нестационарный 
процесс переноса в электрическом поле захваченных в ловушки (кислородные вакансии) 
электронов. Кроме этого, в этих моделях вместо уравнения Пуассона для электрического 
поля использовано уравнение Лапласа, обоснованием применимости которого является 
малая электропроводность диэлектрического оксида металла.

Использование рядом авторов [Larentis и др., 2012; Kim и др., 2013; Dirkmann и др., 
2018; Basnet и др., 2020; Parit и др., 2021] стационарного уравнения непрерывности 
плотности тока электронов является необоснованным. Это обстоятельство не позволяет 
корректно учесть переходные процессы, которые происходят в условиях построения 
вольт-амперной характеристики (ВАХ) мемристора при различных скоростях развертки 
напряжения во времени.
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В статье А. А. Чернова [Chernov и др., 2017] сформулирована достаточно полная мо-
дель массопереноса зарядов в структуре «металл — оксид — металл». Однако модель 
не учитывает диффузию вакансий и ионов кислорода, вызванную градиентом их кон-
центрации в активном слое мемристора.

Ранее А. Х. А. Ибрагим, С. Ю. Удовиченко, А. Н. Бусыгин и др. [Ибрагим, Удовиченко, 
2020; Ибрагим и др., 2022; Busygin и др., 2023] на основе системы уравнений массопе-
реноса А. А. Чернова [Chernov и др., 2017] предложили менее сложную стационарную 
модель эффекта резистивного переключения в мемристоре на основе системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Модель учитывала наличие градиента концен-
трации ионов и вакансий кислорода в оксидном слое.

Другими авторами [Sato и др., 2007; Kim и др., 2013; Mazady, Anwar, 2014; Graves и др., 
2017; Pahinkar и др., 2020; Patil и др., 2020; Shen и др., 2021] исследовано влияние эф-
фектов массопереноса на профиль концентрации вакансий кислорода.

Целью настоящей работы является развитие физико-математической модели массо-
переноса при транспорте зарядов в постоянном электрическом поле металлооксидного 
мемристора [Ибрагим и др., 2022]. Модель дополнена нестационарными уравнениями 
непрерывности концентрации и плотности тока электронов, она позволяет точнее 
определить влияние температуры на электрофизические свойства металлооксидно-
го мемристора.

Нестационарная система уравнений модели
Система нестационарных уравнений массопереноса зарядов в постоянном электриче-
ском поле оксидного слоя мемристора имеет вид:
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где второй член уравнения (1) отвечает за генерацию пар ион-вакансий кислорода, 
третий член — за скорость их рекомбинации; N, nt — концентрация вакансий кисло-
рода и захваченных электронов. Нестационарные уравнения для электронов (2) и (3) 
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получены в работе Д. Р. Исламова и др. [Islamov и др., 2017]. Остальные обозначения 
в уравнениях такие же, как в статье А. Х. А. Ибрагима и др. [2022].

Рассматривается одномерное движение зарядов в оксиде металла под действием 
электрического поля, приложенного между двумя плоскими электродами.

Граничными условиями для уравнения непрерывности концентрации вакансий кис-
лорода (1) являются непрозрачная граница вблизи одного электрода и фиксированная 
концентрация вблизи другого электрода:

 �𝐷𝐷 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝜕𝜕������� � 0,    𝜕𝜕|��� � 𝜕𝜕���exp �� 𝐸𝐸�
𝑘𝑘𝑘𝑘�,  (5)

где z — вертикальная координата, отсчитываемая относительно поверхности одного 
из электродов.

Вблизи электрода с низким потенциалом граничное условие для уравнения непре-
рывности концентрации захваченных электронов (2) имеет вид:
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первый и второй члены в котором описаны А. А. Пильником и др. [Pil’nik и др., 2020], 
а третий — А. А. Черновым [Chernov и др., 2017].

Граничное условие для уравнения непрерывности концентрации захваченных элек-
тронов (2) вблизи электрода с высоким потенциалом аналогично условию (6), в по-
следнем члене правой части которого необходимо изменить знак на противоположный.

Уравнения модели решались с применением метода конечных разностей на равно-
мерной пространственной сетке. Шаг во времени также фиксирован.

Процедура расчета ВАХ мемристора является циклической и включает расчет про-
филей концентрации вакансий и ионов кислорода, концентрации захваченных электро-
нов, определение плотности тока захваченных электронов по формуле (3) на границе 
активного слоя и заземленного электрода.

Численный расчет уравнений модели проводился для оксида тантала. Соответствую-
щие константы взяты из работы А. Н. Бусыгина и др. [Busygin и др., 2023].

Результаты численного моделирования и обсуждение
Расчетные профили концентрации вакансий кислорода по толщине активного слоя 
мемристора различаются для стационарного [Busygin и др., 2023] и нестационарного 
случая массопереноса (рис. 1).

Видно, что полученные профили концентраций вакансий с помощью разработанной 
нестационарной и известной [Busygin и др., 2023] стационарной модели количественно 
отличаются. Для оксида металла с большей толщиной это различие более существенное.

Из рис. 2 следует, что с ростом времени нестационарный профиль концентрации 
вакансий перемещается в сторону отрицательно заряженного электрода мемристора 
и за 91 мкс достигает фронта стационарного профиля.
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Общий вид профиля концентрации вакансий по толщине слоя в закрытом и открытом 
состоянии мемристора на рис. 2 аналогичен соответствующему профилю, полученному 
М. Номаном и др. [Noman и др., 2011].

  
а б

Рис. 1. Распределение концентрации вакансий по толщине оксидного слоя:  
а — при d = 15 нм, U = 3 В; б — при d = 7,5 нм, U = 1,5 В
Fig. 1. Vacancy concentration distribution over oxide layer: а — d = 15 nm, U = 3 V;  
б — d = 7.5 nm, U = 1.5 V

 
Рис. 2. Распределения концентрации вакансий по толщине оксидного слоя 
при d = 15 нм, U = 3 В в разные моменты времени с учетом процессов генерации 
и рекомбинации
Fig. 2. Concentration distribution of oxygen vacancies over oxide layer thickness 
at d = 15 nm, U = 3 V at different time moments with consideration of generation 
and recombination processes

Из рис. 3 следует, что существенные отличия распределений концентраций вакансий 
по толщине пленки, построенные с помощью разработанной нестационарной и извест-
ной стационарной модели, наблюдаются при температуре пленки 600 К. При темпера-
туре 300 и 900 К соответствующие результаты нестационарной и стационарной модели 
массопереноса кислородных вакансий практически не отличаются.

На рис. 4 для сравнения показаны кривые ВАХ, соответствующие открытию мемрис-
тора: 1 — экспериментальная [Kuzmichev, Markeev, 2021] (при скорости изменения 
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напряжения 5 В/с); 2 — расчетная при стационарном профиле концентрации вакансий 
[Busygin и др., 2023]; 3 — ВАХ в нестационарном режиме. Ток (I = JπD2/4) пересчитан 
из расчетной плотности тока (J) через круглый электрод диаметром (D), равным 50 мкм.

 
Рис. 3. Профиль распределения концентрации вакансий по толщине оксидного 
слоя мемристора в зависимости от его температуры
Fig. 3. Vacancy concentration distribution over oxide layer depending 
on its temperature

 
Рис. 4. ВАХ при открытии мемристора
Fig. 4. The current-voltage characteristic during memristor openening

Кроме этого, ток для кривой 3 получен при расчете профиля концентрации захва-
ченных электронов по формулам (2), в отличие от использования средних значений 
для кривой 2. Из рис. 4 следует, что кривая ВАХ, соответствующая нестационарному 
режиму резистивного переключения мемристора, расположена ближе к эксперимен-
тальной кривой, чем кривая в случае стационарного режима.

На рис. 5 представлены кривые ВАХ открытия мемристора при различной темпера-
туре оксидного слоя.

Видно, что расчетный ток электронов увеличивается с ростом температуры. Это выз-
вано двумя процессами: 1) увеличивается общее количество вакансий в пленке за счет 
более интенсивной их генерации, 2) растет вероятность туннелирования захваченных 
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электронов между вакансиями. Близость экспериментальной и расчетной кривой ВАХ 
при определенной температуре позволяет косвенно оценить реальную температуру 
пленки активного слоя мемристора.

 
Рис. 5. Влияние температуры оксида металла на ВАХ мемристора
Fig. 5. The metal oxide temperature influence on the memristor 
current-voltage characteristic

Заключение
Предложена одномерная физико-математическая модель процесса массопереноса ва-
кансий кислорода и захваченных вакансиями электронов в мемристоре с активным 
слоем из оксида переходного металла. Модель дополняет уравнения, предложенные 
А. Х. А. Ибрагимом и др. [2022] с учетом процессов генерации и рекомбинации вакан-
сий и ионов кислорода, нестационарными уравнениями непрерывности для концен-
трации и плотности тока захваченных электронов в постоянном электрическом поле.

Обе модели (известная стационарная [Busygin и др., 2023] и предложенная нестацио-
нарная модель) имеют количественное отличие в расчетных профилях концентрации 
кислородных вакансий при сильной зависимости от температуры. При температуре 
активного слоя 600 К наблюдается значительное отличие распределений концентрации 
вакансий кислорода по толщине пленки. При температуре менее 300 и более 900 К чис-
ленное моделирование без потери точности можно выполнять с использованием стацио-
нарного уравнения непрерывности для кислородных вакансий. Учет нестационарного 
процесса массопереноса вакансий кислорода позволяет оценить время установления 
стационарного резистивного состояния мемристора с помощью предложенной модели. 
С ростом времени нестационарный профиль концентрации вакансий перемещается 
в сторону отрицательно заряженного электрода мемристора и за 91 мкс достигает фронта 
стационарного профиля.

Нестационарная модель по сравнению со стационарной точнее воспроизводит экс-
периментальную ВАХ изготовленного мемристора. Расчетный ток электронов увели-
чивается с ростом температуры, что вызвано увеличением общего количества вакансий 



45

Нестационарная модель массопереноса кислородных вакансий…

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. Том 10. № 3 (39)

в пленке за счет более интенсивной их генерации, а также ростом вероятности тунне-
лирования захваченных электронов между вакансиями.

Представленная корректная модель востребована при численном моделировании 
процессов обработки сигналов в больших мемристорных массивах, разрабатываемых 
в нейроморфных устройствах.
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