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ТЕПЛОФИЗИКА  
И ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ТЕПЛОТЕХНИКА

Ксения Артуровна БАТИЩЕВА1 

Атлант Едилулы НУРПЕЙИС2

УДК 536.242

ИСПАРЕНИЕ КАПЕЛЬ ВОДЫ В ИЗОЛИРОВАННОЙ  
ОТ ВНЕШНЕЙ СРЕДЫ КАМЕРЕ*1

1 аспирант, Научно-образовательный центр И. Н. Бутакова,  
Национальный исследовательский Томский политехнический университет;  
инженер, Лаборатория интенсификации процессов теплообмена,  
Институт теплофизики им. С. С. Кутателадзе СО РАН (г. Новосибирск) 
bka1801@mail.ru; ORCID: 0000-0002-2810-6769

2 кандидат технических наук, ассистент,  
Научно-образовательный центр И. Н. Бутакова,  
Национальный исследовательский Томский политехнический университет 
nurpeiis_atlant@mail.ru

Аннотация
С увеличением производительности энергетического оборудования и миниатюризации 
его компонентов применение традиционных систем обеспечения теплового режима 
недостаточно. Возникает необходимость разработки систем капельного теплоотведения, 
в основе которых лежат эффекты фазового перехода. Капельное охлаждение является 
перспективной технологией, которая может использоваться в изолированных от внеш-

* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 19-38-50098).

Цитирование: Батищева К. А. Испарение капель воды в изолированной от внешней 
среды камере / К. А. Батищева, А. Е. Нурпейис // Вестник Тюменского государственного 
университета. Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. 2020. 
Том 6. № 3 (23). С. 8-22. 
DOI: 10.21684/2411-7978-2020-6-3-8-22
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Испарение капель воды в изолированной от внешней среды камере 

ней среды устройствах (например, в испарительных камерах). Но теплоотведение при 
испарении капель в ограниченный объем является сложной задачей из-за концентрации 
водяных паров в охлаждающем устройстве, которая зависит от массы испарившейся 
жидкости и нестационарна во времени. Увеличение концентрации приводит к сни-
жению скорости испарения и ухудшению теплоотведения. Необходимо регулировать 
концентрацию водяных паров при испарении капель жидкостей.
Целью настоящей работы являлось определение скоростей испарения, времен «жизни» и 
геометрических размеров капель воды на поверхностности алюминиевого сплава АМг6 
при температурах 298-353 К в изолированной от внешней среды камере в условиях 
подвода тепла к ее нижней части и регулирования массовой концентрации водяных 
паров насыщенным раствором хлорида натрия. Визуализация процесса испарения 
капель воды осуществлялась по теневой методике с помощью источника света и ви-
деокамеры. Геометрические размеры испаряющихся капель получены при обработке 
теневых изображений методом Юнга — Лапласа. По результатам их анализа установ-
лены последовательность изменений геометрических размеров испаряющихся капель 
с поверхности алюминиевого сплава и влияние температур и объемов на скорости и 
времена испарения.
В настоящей работе предложено использовать резервуары с насыщенными растворами 
солей для регулирования концентрации водяных паров при охлаждении поверхности 
каплями жидкостей в изолированных камерах. По результатам анализа скоростей 
испарения и показаний гигрометра установлено, что наличие в камере насыщенного 
раствора соли позволяет регулировать концентрацию образовавшегося при испарении 
водяного пара. Поступивший водяной пар поглощался солью и конденсировался на 
внутренних поверхностях камеры.

Ключевые слова
Испарение, тепломассообмен, капля, подложка, изолированная камера, массовая кон-
центрация водяного пара, пиннинг.
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Введение
Современные исследования в области электроники направлены на поиск спосо-
бов уменьшения размеров деталей оборудования с увеличением их энергоэф-
фективности [3]. Последнее инициирует интенсивные локальные тепловыделе-
ния и возникновение термических напряжений, характеризующихся нестацио-
нарным пространственным распределением. При создании нового энергоемкого 
оборудования появляется необходимость разработки методов отвода тепла от 
локально теплонагруженных участков. Одним из перспективных способов их 
охлаждения является использование микрофлюидных устройств [1] и испари-
тельных камер [18]. В микрофлюидных устройствах микро- или нанообъем ох-
лаждающей жидкости циркулирует по каналам. Принцип работы испарительных 
камер заключается в отводе теплоты от теплонагруженного участка в атмосферу 
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в результате испарения и последующей конденсации рабочей жидкости в закры-
той плоской трубе прямоугольного сечения. В отличие от термосифонов, кон-
струкция которых исключает возможность охлаждения изделий электроники с 
изменяющимся пространственным положением относительно вектора массовых 
сил (например, при маневре самолета), и тепловых труб, применяемых для от-
вода тепловых потоков с заранее известной локализацией [7], испарительные 
камеры более универсальны. Это объясняется тем, что сконденсировавшаяся 
рабочая жидкость может возвращаться на испаритель с помощью эффекта «под-
прыгивания» [20], возникающего в результате выделения избыточной энергии 
при слиянии двух капель на супергидрофобном конденсаторе [5]. Стоит отметить, 
что вектор движения капли направлен перпендикулярно поверхности, с которой 
она испаряется, и он не зависит от ориентации испарительной камеры в про-
странстве [6, 16].

В связи с перспективностью применения результатов исследований про-
цессов, протекающих при смачивании, растекании и испарении капель с 
твердой поверхности в охлаждающих устройствах, опубликовано большое 
количество работ (в частности, статьи О. А. Кабова [2] и Е. Я. Гатаповой и 
др. [10, 11]). При конструировании изолированных систем охлаждения пер-
спективны работы М. Д. Доганси и др. [8] и Н. А. Ивановой и др. [13], в ко-
торых представлены результаты исследований по испарению капель в закры-
том объеме. Исследование И. Кипера с соавторами [14] зарегистрировало 
линейное увеличение относительной влажности на 10-75% в зависимости от 
давления в изолированной камере. Помимо этого, Н. С. Кубочкиным и 
Н. А. Ивановой [15] установлено, что с ростом времени испарения воды из 
влажной ткани от 0 до 1 000 секунд относительная влажность в камере уве-
личивается от 20 до 85%.

Трудность прогностического моделирования процесса испарения капель 
воды в изолированных охлаждающих устройствах заключается в том, что во 
время их работы тепловыделение от нагретых деталей охлаждаемого оборудо-
вания инициирует возникновение градиентов температур и концентраций во-
дяных паров. Благодаря Ю. Фукатани и др. известно [9], что при испарении воды 
концентрация паров в пространстве может изменяться существенно, что оказы-
вает влияние на характеристики процесса тепломассопереноса. Последнее 
подтверждается результатами численного моделирования распределения водя-
ных паров над испаряющейся каплей воды, приведенными в работах Д. Ху [12] 
и Дж. Пракаша и Б. С. Сикарвара [19].

На основании рассмотренных выше результатов работ можно сделать вы-
вод, что для интенсификации процесса испарения капель необходимо регули-
ровать массовую концентрацию водяных паров в изолированной камере. 
В связи с этим целью настоящей работы являлось определение скоростей 
испарения, времен «жизни» и геометрических размеров капель воды в усло-
виях их испарения в изолированной от внешней среды камере с контролем 
концентрации водяных паров.

Батищева К. А., Нурпейис А. Е. 
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Методология исследования
Исследования проведены на установке, схема которой представлена на рис. 1.

В качестве источника тепла использован силиконовый нагревательный эле-
мент, зажатый между двух пластин из нержавеющей стали. На пластину при-
клеивалась сменная полированная подложка из алюминиевого сплава АМг6 с 
помощью теплопроводящей кремнийорганической пасты. Пластина накрывалась 
боксом из прозрачного оргстекла. Стыки герметизировались термостойкой 
клейкой лентой. Соединенные вместе пластина и бокс представляли собой 
изолированную камеру размерами 70 × 70 × 30 мм3.

Капли объемом 5, 10, 15, 20 и 25 мкл помещались аналогично [4] в центр 
поверхности подложки, нагретой до температур 298, 313, 323, 343 и 353 К элек-
тронным дозатором через отверстие в верхней части бокса. Отверстие закры-
валось клейкой лентой, целостность которой нарушалась наконечником доза-
тора диаметром, равным диаметру отверстия в боксе, для исключения попадания 
воздуха из помещения лаборатории. Температура контролировалась малоинер-
ционными термопарами (OMEGA, США) точностью ±0,1 К. Последние уста-
навливались под подложкой и на расстоянии 5 мм от ее поверхности.

 
Рис. 1. Схема экспериментальной 
установки:  
1 — источник направленного света; 
2 — видеокамера;  
3 — изолированная камера;  
4 — капля на подложке;  
5 — резервуары с раствором  
хлорида натрия;  
6 — термопары;  
7 — чувствительный элемент 
гигрометра;  
8 — типичные фотокадры 
испаряющейся капли

Fig. 1. The scheme of the experimental 
setup:  
1 — source of plane-parallel light;  
2 — video camera;  
3 — insulated chamber;  
4 — droplet on the substrate;  
5 — cuvette with a solution  
of sodium chloride;  
6 — thermocouples;  
7 — hygrometer;  
8 — typical photos  
of an evaporating droplet
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Температуры, до которых нагревалась подложка, выбраны на основании 
регламента температурного режима электронного оборудования, оснащенного 
системой непрямого жидкостного охлаждения.

Относительная влажность в помещении лаборатории варьировалась от 18 до 
45% в зависимости от времени года, поэтому в камере она регулировалась ре-
зервуарами с насыщенным водным раствором хлорида натрия (NaCl). Этот способ 
основан на том, что с помощью насыщенного раствора соли устанавливается 
постоянное значение относительной влажности в закрытом объеме [17]. После 
изолирования камеры с насыщенным раствором соли от внешней среды водяные 
пары насыщали внутренний объем камеры до равновесного значения (для насы-
щенного раствора NaCl равновесная относительная влажность составляет 75%). 
При этом соль не оказывала влияние на характеристики процесса испарения, т. к. 
в изолированной камере отсутствовала вынужденная конвекция. Относитель- 
ная влажность регистрировалась малоинерционным емкостным гигрометром  
«HIH-4000-004» (Honeywell, Россия) точностью ± 3,5%, чувствительный элемент 
которого был размещен на расстоянии 5 мм от центра подложки.

Геометрические размеры капель на поверхности подложки определялись по 
их теневым изображениям (рис. 2), полученным по теневой методике (рис. 1): 
направленный свет, сгенерированный системой, освещал лежащую на поверх-
ности подложки каплю через боковую стенку бокса. Теневые изображения 
фиксировались видеокамерой «FastVideo 500M» (FastVideo, Россия).

По полученным теневым изображениям определялись контактные углы, 
объемы и радиусы капель с помощью программного комплекса «Drop Shape 
Analysis» методом Юнга — Лапласа (LB-ADSA).

Использующийся для производства теплоэнергетического оборудования 
алюминиевый сплав АМг6 выбран в качестве материала подложки из-за его 
высокой теплопроводности и стойкости к коррозии.

Для уменьшения влияния шероховатости подложки на движение контактной 
линии испаряющейся капли воды перед проведением экспериментальных ис-
следований поверхность подложки выравнивалась на шлифовально-полиро-
вальном станке. По результатам анализа полированной поверхности на профи-
лометрическом комплексе «Micro Measure 3D station» (STIL, France) установ-
лено, что среднее арифметическое отклонение профиля поверхности (Sa), 
характеризующее шероховатость, не превышало 60 нм.

В качестве жидкости использована дистиллированная вода. Она применя-
ется при непрямом жидкостном охлаждении изделий электроники из-за ее вы-
сокой теплопроводности и низкой стоимости в сравнении с диэлектрическими 
жидкостями, используемыми при прямом охлаждении: фторуглероды (FC), 
гидрофторэфиры (HFE) и др.

Температура в помещении варьировалась от 298 до 299 К. Эксперименты 
проведены при атмосферном давлении. Для определения случайных погреш-
ностей эксперименты повторялись 3-5 раз. Относительные погрешности опре-
деления геометрических размеров капель (контактные углы, контактные диа-
метры, объемы) не превышали 3-7%.

Батищева К. А., Нурпейис А. Е. 
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Результаты и обсуждение
По результатам анализа показателей гигрометра получена типичная зависимость 
относительной влажности в камере от времени (рис. 2).

На рис. 2 временные интервалы разделены на 3 участка. Первый (i на рис. 2) 
соответствует квазистационарной относительной влажности перед дозирова-
нием капли на подложку. В изолированной от внешней среды камере с резерву-
арами насыщенного водного раствора хлорида натрия устанавливалась соответ-
ствующая его гигроскопической точке (равновесная влажность в закрытом 
объеме, при которой насыщенный раствор соли не испаряется и не поглощает 
водяные пары из воздуха) относительная влажность — 75%. Массовая концен-
трация пара составила 0,017 кг/м3.

После дозирования капли на подложку (участок ii на рис. 2) показания ги-
грометра увеличились на 7% из-за диффузии молекул воды со свободной по-
верхности капли в воздух, вызванной градиентом концентраций (концентрация 
молекул воды на границе «жидкость — газ» составила 100%, в воздухе каме-
ры — 75%). Уменьшение регистрируемой гигрометром относительной влажно-
сти связано с уменьшением геометрических размеров капли из-за ее испарения 
(увеличение расстояния от капли до сенсора гигрометра).

После испарения капли с поверхности подложки (участок iii на рис. 2) влаж-
ность регулировалась раствором соли и уменьшилась до 75%, что соответству-
ет относительной влажности до помещения капли на подложку. Образовавший-
ся при испарении капли водяной пар поглощался раствором соли.

 Рис. 2. Типичная временная 
зависимость относительной 
влажности воздуха в изолированной 
от внешней среды камере  
при температурах 298-299 К

Fig. 2. The typical time dependence  
of relative humidity in the isolated 
chamber at the temperatures  
of 298-299 K
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Во время работы силиконового нагревательного элемента температуры 
подложки и металлической пластины увеличивались до 323-353 К в зависимо-
сти от требуемого температурного режима. Подведенное тепло рассеивалось 
через стенки камеры. Температурный перепад между подложкой и верхней 
стенкой камеры составил 15-30 К при температурах 323-353 К. При прогреве 
воздуха в камере начинался процесс конденсации водяных паров на ее верхней 
стенке. Последнее объясняется тем, что из-за наличия температурного перепа-
да и высокой начальной влажности (75%) температура верхней стенки была 
ниже точки росы. Можно сделать вывод, что резервуары с насыщенным раство-
ром солей могут быть использованы для поглощения водяных паров во время 
испарения капли. В то же время концентрация пара в объеме камеры остается 
постоянной во времени и не замедляет процесс испарения.

По результатам анализа теневых изображений испаряющейся капли (на рис. 1 
представлены типичные) установлено, что после дозирования капли воды на 
поверхность алюминиевого сплава АМг6 она принимала форму шарового сег-
мента из-за работы сил поверхностного натяжения жидкости. Сила гравитации 
не оказывала существенного влияния на форму капли. Последнее подтвержда-
ется числами Бонда (Bo) (1), характеризующими отношение сил гравитации и 
поверхностного натяжения жидкости (σЖГ, Н/м):

 �� � ������ЖГ �,  (1)

где ρ — плотность жидкости, м3/кг; r — контактный радиус капли, м; g — уско-
рение свободного падения, м/с2.

В условиях проведенных экспериментов числа Бонда для капель объемами 
5-25 мкл были меньше единицы и варьировались от 0,31 до 0,97 при темпера-
турах подложки от 323 до 353 К, соответственно. Следовательно, силы поверх-
ностного натяжения жидкости преобладали над силами гравитации.

После того как капля садилась на поверхность полированной до Sa = 60 нм 
подложки, она растекалась в течении 1-2 секунд из-за сил инерции, возникших 
в результате отрыва капли от наконечника дозатора. Последнее сопровождалось 
увеличением контактного диаметра до максимального значения Dmax и умень-
шением контактного угла (рис. 3).

Затем растекание капли прекращалось из-за уравновешивания сил инерции 
силами вязкого трения. После прекращения движения капли происходило заце-
пление (пиннинг) ее контактной линии (линия на границе «твердое тело — 
жидкость — газ»). Несмотря на полировку подложки, текстура ее поверхности 
состояла из хаотично направленных царапин (Sa = 60 нм) и микровключений 
металлов, входящих в сплав АМг6, которые являлись физическими и энергети-
ческими барьерами, препятствующими отступанию контактной линии. Во вре-
мя испарения в режиме пиннинга контактный угол уменьшался при неизменном 
значении контактного диаметра. Через 90-95% от общего времени испарения 
при накоплении достаточного количества энергии (энергии Гиббса) для прео-

Батищева К. А., Нурпейис А. Е. 
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доления потенциальных барьеров контактная линия начинала отступать (про-
исходил депиннинг). Испарение капли сопровождалось одновременным умень-
шением ее контактного диаметра и контактного угла. При достижении крити-
ческой толщины капли контактная линия разрывалась. На месте капли 
формировалась несимметричная лужица.

По результатам анализа теневых изображений не зарегистрировано влияние 
температуры подложки и массовой концентрации водяных паров на контактный 
диаметр, высоту, начальный контактный угол и отношение времени пиннинга 
к общему времени испарения.

Установлено, что при контакте с нагретой до указанных температур подлож-
кой капли объемом 5-25 мкл нагревались в течении 11-27 секунд. Время про-
грева было оценено с помощью уравнения (2):

 ,  (2)

где h — высота капли; ρ — плотность жидкости; cP — теплоемкость; k — те-
плопроводность жидкости.

 
Рис. 3. Зависимости безразмерного 
контактного угла (отношение 
контактного угла в момент времени τi 
к начальному контактному углу)  
и безразмерного контактного 
диаметра (отношение диаметра  
в момент времени τi к максимальному 
контактному диаметру)  
от безразмерного времени  
(отношение времени τi к полному 
времени испарения капли)

Fig. 3. The dependences  
of the dimensionless contact angle  
(the ratio of contact angle in time τi  
to the initial contact angle)  
and the dimensionless contact diameter 
(the ratio of the diameter at time τi  
to the max contact diameter) as functions 
of the dimensionless time (the ratio  
of time τi to the total evaporation time  
of a droplet)
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Указанный выше период, необходимый для нагрева капли от температуры 
окружающей среды (равной 298-299 К) до температуры подложки, подтвержда-
ется результатами экспериментального исследования определения температуры 
с помощью малоинерционной термопары, размещенной в капле.

По полученным в результате экспериментальных исследований зависимо-
стям времен испарения капель воды от температур подложки (рис. 4) установ-
лено, что с увеличением температуры в указанном диапазоне время «жизни» 
капель сокращается на 70-80% из-за интенсификации процесса испарения капель 
в результате увеличения температуры жидкости и перепада температур между 
подложкой и верхней стенкой камеры.

При отсутствии нагрева жидкость в закрытой камере испарялась из-за диф-
фузии молекул воды в воздух. Испарившаяся влага поглощалась раствором соли. 
Наличие перепада температур между подложкой и верхней стенкой камеры 
являлось причиной возникновения естественной конвекции. Конвективные 
потоки, формировавшиеся в окрестностях капли, увлекали за собой испарив-
шуюся жидкость, что привело к росту скорости испарения и сокращению вре-
мени «жизни» капли, т. к. известно, что последняя зависит от разницы концен-
траций пара в приповерхностном слое капли (на границе «жидкость — газ») и 
на бесконечно далеком расстоянии от нее. Увеличение температуры подложки 
усилило влияние естественной конвекции на процесс испарения жидкости.

Рост времени испарения при увеличении объема капель подтверждается 
временными зависимостями их удельных скоростей испарения (рис. 5).

Увеличение удельной скорости испарения (We = ΔV ⸱ (Δτ ⸱ Sсред)
−1) капель 

объемами 5-25 мкл с течением времени объясняется сокращением площади их 
поверхности (Sсред) на границе «жидкость — воздух». Уменьшение толщины 

 
Рис. 4. Зависимости времен испарения 
капель воды объемами 5-25 мкл  
от температур поверхности подложки

Fig. 4. The water droplets (5-25 μl) 
evaporation time as a function  
of the substrate temperature

Батищева К. А., Нурпейис А. Е. 
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капли не оказывало существенного влияния на We, т. к. максимальная скорость 
испарения соответствовала линии контакта «жидкость — твердое тело» (при 
начальном контактном угле капли на подложке менее 90 градусов). Испаривша-
яся жидкость компенсировалась из объема капли вследствие внутренних течений. 
Интегральная масса испарившейся из капель воды объемами 5, 15 и 25 мкл 
составила 0,11⸱10−6, 0,4⸱10−6 и 0,46⸱10−6 кг, соответственно.

Удельные скорости испарения с течением времени монотонно увеличивались 
при всех исследуемых объемах капель (рис. 5). Отсутствие экстремумов при 
испарении дистиллированной воды свидетельствует о том, что воздух в камере 
не насыщался водяными парами и объем капель уменьшался линейно. При 
наличии температурного градиента между нижней и верхней частями камеры 
испарившаяся жидкость поглощалась раствором соли и конденсировалась на 
верхней стенке, нагретой ниже точки росы.

Заключение
Исследован процесс испарения капель воды (числа Бонда менее 1) с полиро-
ванной подложки из алюминиевого сплава в изолированной от внешней среды 
камере. Установлено, что, несмотря на полировку поверхности подложки до 
Sa = 60 нм, капли испаряются в режиме пиннинга контактной линии 90-95% от 
полного времени испарения. Температура поверхности и объем капель не ока-
зывают влияние на последовательность изменения их геометрических размеров.

Анализируя скорости испарения и показания гигрометра, установлено, что 
во время испарения капель воздух в изолированной от внешней среды камере 

 Рис. 5. Типичные временные 
зависимости скоростей испарения 
капель воды при температуре 
поверхности подложки 323 К

Fig. 5. The typical time dependences  
of water droplet evaporation rates  
at the substrate temperature of 323 K
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в условиях настоящего эксперимента не насыщался водяными парами. Резерву-
ары с насыщенными растворами солей могут быть использованы для регулиро-
вания концентрации пара в камере.
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Abstract
With an increase in the productivity of power equipment and the miniaturization of its 
components, the use of traditional thermal management systems becomes insufficient. There 
is a need to develop drip heat removal systems, based on phase transition effects. Cooling with 
small volumes of liquids is a promising technology for microfluidic devices or evaporation 
chambers, which are self-regulating systems isolated from the external environment. However, 
the heat removal during evaporation of droplets into a limited volume is a difficult task due 
to the temperature difference in the cooling device and the concentration of water vapor that 
is unsteady in time depending on the mass of the evaporated liquid.
This paper presents the results of an experimental study of the distilled water microdrops’ 
(5-25 μl) evaporation on an aluminum alloy AMg6 with the temperatures of 298-353 K in an 
isolated chamber (70 × 70 × 30 mm3) in the presence of heat supply to its lower part. Based 
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on the analysis of shadow images, the changes in the geometric dimensions of evaporating 
drops were established. They included the increase in the contact diameter, engagement of the 
contact line due to nano roughening and chemical composition inhomogeneous on the surface 
(90-95% of the total evaporation time) of the alloy and a decrease in the contact diameter. 
The surface temperature and droplet volume did not affect the sequence of changes in the 
geometric dimensions of the droplets. It was found that the droplet volume has a significant 
effect on the evaporation time at relatively low substrate temperatures.
The results of the analysis of droplet evaporation rates and hygrometer readings have shown 
that reservoirs with salt solutions can be used in isolated chambers to control the concentration 
of water vapor. The water droplets evaporation time was determined. The analysis of the time 
dependences of the evaporation rate has revealed that upon the evaporation of droplets in an 
isolated chamber under the conditions of the present experiment, the air was not saturated 
with water vapor. The latter did not affect the evaporation rate.
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Evaporation, heat and mass transfer, droplet, substrate, isolated chamber, mass concentration 
of water vapor, pinning.
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Аннотация
В статье представлены результаты численного моделирования установившегося турбу-
лентного течения несжимаемой жидкости в вихревом насосе открытого типа с открытым 
боковым каналом и сравнение обобщенных результатов моделирования с известными 
экспериментальными данными. В основе математической модели использованы уравне-
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ния Навье — Стокса и неразрывности, осредненные по Рейнольдсу, а также уравнения 
двухслойной Realizable k-ε модели турбулентности, учитывающей кривизну линий тока. 
Была оценена сеточная независимость решения. Исследовано влияние 14 профилей 
лопасти на напор и коэффициент полезного действия вихревого насоса. 
Решение уравнений модели осуществлено методом конечных объемов с помощью 
последовательного алгоритма в трех расчетных областях («подводящий канал», «ло-
пастное колесо», «открытый боковой канал корпуса и отводящий канал») с оценкой 
сеточной независимости решения. Результат решения между областями передавался 
в соответствующих точках интерфейсных поверхностей. Исследовано влияние 14 
профилей лопасти на напор и коэффициент полезного действия вихревого насоса. 
По результатам моделирования предложены профили лопасти в виде прямоугольника 
с выпуклым скруглением лопасти на стороне всасывания радиусом 10 мм и в виде 
прямоугольного треугольника с вогнутым скруглением лопасти на стороне всасывания 
радиусом 52 мм и без скругления, дающие существенный рост напора — более 20%. 

Ключевые слова
Вихревой насос открытого типа с открытым боковым каналом, численное модели-
рование, установившееся турбулентное течение, характеристики, лопасти вихревого 
насоса, напор.
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Введение
Вихревые насосы относятся к гидродинамическим насосам трения и использу-
ются в химической промышленности для подачи агрессивных жидкостей, на 
аэродромных и автомобильных станциях для перекачивания легколетучих жид-
костей, на небольших насосных станциях сельскохозяйственного водоснабжения, 
коммунального хозяйства, на судах для подачи мытьевой и питьевой воды, в 
качестве вакуум-насосов и компрессоров низкого давления вместо водокольце-
вых насосов, как питательные насосы малых вспомогательных котельных уста-
новок и т. п. 

По сравнению с центробежными насосами они обеспечивают при меньшей 
подаче напор в 3-9 раз больше при тех же размерах и той же частоте вращения, 
могут работать на смеси жидкости и газа, а также в режиме самовсасывания. 
Однако основным недостатком вихревых насосов является низкий коэффициент 
полезного действия, что препятствует их применению при больших мощностях. 
Кроме того, данные насосы не пригодны для перекачивания высоковязких жид-
костей и жидкостей, содержащих абразивные частицы [1]. 

Вместе с тем многими исследователями отмечено значительное влияние 
различных геометрических параметров проточной полости, а также некоторых 
физических условий работы на характеристики вихревых насосов, в частности 
на производительность, энергоэффективность, надежность, параметры шума и 
вибрации и др. [2-7].
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В обзорной статье Д. Аппиа и др. [2] указано, что оптимальное количество 
лопастей зависит от диаметра рабочего колеса и увеличивается с уменьшением 
характерного размера бокового канала. Сравнение характеристик вихревых 
насосов с V-, C-, Y- и T-профилями лопастей рабочих колес показало, что при 
рабочих давлениях до 20 кПа оптимально применение V-профиля, а при больших 
давлениях целесообразно использование C-профиля. В ходе анализа экспери-
ментальных данных о влиянии на работу насоса прямых наклонных лопастей 
с углами 0°, ±15°, ±30° и ±45°, а также шевронных лопастей с углами шеврона 
15°, 30° и 45° было выявлено, что при малых подачах наибольшие значения 
напора достигаются применением шевронных лопастей с углом 30°, а при боль-
ших подачах напорные характеристики отличаются незначительно. Причем 
изменение указанных параметров практически не отразилось на зависимости 
гидравлического КПД от подачи. Повышению напора и КПД вихревого насоса 
может поспособствовать уменьшение осевых зазоров между рабочим колесом 
и стенками корпуса. Кроме того, в статье отмечено, что снижение гидравличе-
ских потерь напора может быть достигнуто за счет специальной формы отво-
дящего канала.

В ходе натурных и численных экспериментов Ф. Чжан, К. Чэнь и др. [6] 
оценили влияние угла перемычки в боковом канале между входным и выходным 
патрубком на шумовые и вибрационные характеристики вихревого насоса. Они 
обнаружили, что уменьшение этого угла приводит к росту напора и незначи-
тельному увеличению КПД насоса. 

В работах Ф. Чжан, А. Фледер и др. [4] и Ф. Чжан, Д. Аппиа и др. [7] оце-
нено влияние угла лопасти на стороне всасывания на напорные и шумовые 
характеристики вихревого насоса с радиальными лопастями треугольного се-
чения. В частности, установлено, что увеличение указанного угла способствует 
росту напора насоса при перекачивании однофазной среды.

Согласно Ф. Чжан, М. Боле и др. [5], напор, КПД и диапазон рабочих подач 
вихревого насоса с радиальными лопастями треугольного сечения уменьшают-
ся при наличии газа в перекачиваемой жидкости. Причем это влияние усилива-
ется с ростом объемного газосодержания. Однако уменьшение угла лопасти на 
стороне всасывания приводит к улучшению характеристик насоса при его ра-
боте на двухфазной смеси.

В работе С. Фледера и др. [3] рассмотрено влияние двухфазности потока на 
акустические характеристики вихревого насоса. Среди прочего там утвержда-
ется, что присутствие газа в перекачиваемой жидкости значительно снижает 
уровень шума от работающего насоса. Кроме того, авторами предложены изме-
нения конструкции вихревого насоса, улучшающие разделение фаз в его про-
точной полости.

Следует отметить, что наличие большого количества параметров, харак-
теризующих форму и размеры проточной полости, а также их сложное взаим-
ное влияние на характеристики вихревых насосов, приводят к материальным 
и временным затратам при использовании экспериментальных методов иссле-
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дования. Сложное, нестационарное, существенно трехмерное турбулентное 
движение жидкости в данных насосах затрудняет и теоретические исследова-
ния в этой области, а использование в качестве альтернативы методов числен-
ного моделирования требует наличия адекватной математической модели 
течения.

Поэтому целью данной работы является верификация математической мо-
дели установившегося турбулентного течения жидкости в проточной полости 
вихревого насоса открытого типа с открытым боковым каналом и исследование 
влияния профиля лопасти на характеристики насоса.

Методы
Объект исследования
В качестве объекта исследования выбран насос с известными эксперименталь-
ными зависимостями коэффициента напора и КПД от коэффициента подачи [6]. 

По цилиндрическому подводящему каналу рассматриваемого насоса диа-
метром 35,2 мм жидкость поступает к вращающемуся с частотой 1 500 об/мин 
рабочему колесу активным диаметром 150 мм, имеющему 24 радиальные 
лопасти треугольного сечения шириной 15 мм (рис. 1). В результате взаимо-
действия с ними жидкость совершает сложное спиралевидное движение от 
подводящего к отводящему каналу, попеременно перемещаясь из межлопаст-
ных каналов колеса в открытый боковой канал полукруглого сечения и обрат-
но. Жидкость покидает насос по цилиндрическому отводящему каналу диа-
метром 35,2 мм.

Математическая модель
В качестве математической модели квазистационарного трехмерного турбулент-
ного течения несжимаемой жидкости в указанном насосе авторами выбраны 
уравнения сплошности (1) и Навье — Стокса (2), преобразованные согласно 
подходу Рейнольдса, и уравнения Realizable k-ε модели турбулентности (3, 4) с 
использованием двухслойного подхода Роди, модели Вольфштейна и модифи-
цированных пристеночных функций Рейхардта, которые позволяют учесть 
кривизну линий тока и вращение:

 𝜕𝜕�� � ���
𝜕𝜕𝜕𝜕� � 0,  (1)

 ρ ∙ 𝑉𝑉� ∙ 𝜕𝜕𝑉𝑉�𝜕𝜕𝜕𝜕� �
𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕� , 

 (2)

 ρ ∙ 𝑉𝑉� ∙ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕� ��𝜇𝜇 �

𝜇𝜇�
σ��

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�� � �� � ρ ∙ �,   (3)
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ρ ∙ 𝑉𝑉� ∙ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕� ��𝜇𝜇 �

𝜇𝜇�
σ��

𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�� � 𝐶𝐶�� ∙ ρ ∙ � ∙ 𝜕 � 

� 𝜕
� � √𝜈𝜈 ∙ 𝜕 ∙ 𝐶𝐶�� ∙ ρ ∙ 𝜕, 

 

 (4)

где i, j — индексы, принимающие значения 1, 2, 3; ρ — плотность жидкости, кг/м3; 
V — вектор скорости движения жидкости, м/с; x — координата, м; P — тензор 
напряжений, являющийся суммой тензоров вязких и пульсационных напряжений 
(Pji = PВЯЗji + PТУРБji, причем компоненты PТУРБji определены с использованием 
гипотезы Буссинеска), Па; k — кинетическая турбулентная энергия, м2/с2; 
μ — динамический коэффициент молекулярной вязкости жидкости, 1,12·10−5 Па·с; 
μt — динамический коэффициент турбулентной вязкости жидкости, Па·с; 
σk — турбулентное число Шмидта для уравнения (3), 1; σε — турбулентное 
число Шмидта для уравнения (4), 1,2; Gk — генеративный компонент уравнения 
переноса кинетической турбулентной энергии (3), кг/(м·с3); ε — скорость дис-
сипации кинетической турбулентной энергии, м2/с3; Cε1 — коэффициент при 
генеративном компоненте уравнения переноса скорости диссипации (4); ν — ки-
нематический коэффициент молекулярной вязкости жидкости (μ / ρ), м2/с; 
Cε2 — коэффициент при диссипативном компоненте уравнения переноса скоро-
сти диссипации (4), 1,9; S — параметр, связанный со вторым инвариантом 
тензора скоростей деформаций, с−1.

Методология исследования
Численное моделирование течения осуществлялось методом конечных объемов 
с помощью последовательного алгоритма, реализованного в программном ком-
плексе STAR-CCM+. Решение уравнений (1-4) модели осуществлялось в трех 
расчетных областях («подводящий канал», «лопастное колесо», «открытый 
боковой канал корпуса и отводящий канал»), результат решения между которы-
ми передавался в соответствующих точках интерфейсных поверхностей (рис. 1). 
Причем во вращающейся области «лопастное колесо» учитывалось воздействие 
на поток центробежных и кориолисовых сил инерции.

На проницаемых границах расчетных областей задавались параметры соот-
ветствующей точки напорной характеристики насоса: массовый расход жидкости 
на входе и постоянное давление на выходе. На неподвижных стенках все проекции 
скорости считались равными нулю. В результате расчета для каждого значения 
подачи из рабочего диапазона 4,6…12,3 м3/ч определялись: напор (по разности 
полных давлений на выходе и входе насоса); крутящий момент, действующий на 
лопасти колеса; потребляемая мощность; и гидравлический КПД насоса.

Дискретизация расчетных областей осуществлялась с помощью сеток на 
основе многогранных ячеек (со слоями призматических ячеек вблизи стенок). 
Сгущение сетки выполнено на интерфейсных поверхностях, лопастях рабочего 
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колеса, а также в пристеночных зонах течения для корректного использования 
гибридных пристеночных функций. 

 
Рис. 1. Постановка задачи: расчетные 
области, входная и выходная границы

Fig. 1. The problem statement:  
the computational domain, the input  
and output boundaries

В ходе предварительной оценки сеточной независимости решения по зна-
чениям напора и КПД при оптимальной подаче 10 м3/ч для расчета характеристик 
вихревого насоса окончательно была выбрана сетка, содержащая около 
3,22 млн ячеек (рис. 2).

Рис. 2. Оценка сеточной независимости 
решения

Fig. 2. Evaluating the grid independence 
of the solution
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В рамках метода конечных объемов производные в уравнениях математиче-
ской модели аппроксимированы неявными схемами второго порядка. Началь-
ными условиями для каждого режима работы насоса были заданы нулевые 
значения избыточного давления и проекций скорости движения жидкости. 
В расчетах итерации продолжались до стабилизации нормализованных сред-
неквадратических невязок по всем дифференциальным уравнениям модели 
течения (не выше 10−4) и стабилизация значений напора и крутящего момента. 

Результаты
На рис. 3 представлены линии тока, полученные в результате расчета параметров 
течения в вихревом насосе при минимальной рабочей подаче 4,6 м3/ч и при 
максимальной рабочей подаче 12,3 м3/ч соответственно. Как видно, с увеличе-
нием расхода жидкости в проточной полости уменьшается количество массо-
обменных потоков между колесом и боковым каналом, нарушается спиралевид-
ное окружное движение жидкости в насосе, и, как следствие, снижается пере-
дача энергии от лопастей к жидкости.

Сравнение расчетных характеристик вихревого насоса с экспериментальны-
ми данными [6] показало их хорошее качественное и удовлетворительное коли-
чественное соответствие (рис. 4). Средняя погрешность расчета напора состави-
ла 10,8%, а гидравлического КПД — 14,5%. Наибольшие отклонения результатов 
моделирования от данных, полученных в ходе стендовых испытаний, отмечены 
в диапазоне подач от минимальной рабочей (4,6 м3/ч) до оптимальной (10 м3/ч).

В таблице 1 представлены результаты исследования для 14 вариантов ис-
полнения лопастей колеса — относительные изменения напора ΔH и КПД Δη 
вихревого насоса по отношению к напору и КПД при исходной конструкции. 

        
 
Рис. 3. Линии тока в вихревом насосе 
при минимальной рабочей подаче 
4,6 м3/ч (слева) и при максимальной 
рабочей подаче 12,3 м3/ч (справа)

Fig. 3. The current lines in the vortex 
pump with a minimum operating flow  
of 4.6 m3/h (left) and a maximum 
operating flow of 12.3 m3/h (right)
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Рис. 4. Зависимость напора и КПД 
вихревого насоса от подачи

Fig. 4. Dependence of the pressure and 
efficiency of the vortex pump on the flow

Таблица 1 Table 1
Относительные изменения напора 
ΔH и гидравлического КПД Δη 
вихревого насоса при различном 
исполнении лопастей колеса  
по отношению к напору и КПД 
при исходной конструкции  
(подача 10 м3/ч)

Relative changes in the head ΔH  
and hydraulic efficiency Δη  
of a vortex pump with different 
versions of the impeller blades  
in relation to the head and efficiency 
with the original design  
(the flow rate 10 m3/h)

Варианты исполнения лопастей колеса  
вихревого насоса Примечание ΔH, % Δη, %

1 2 3 4

  

исходный 
профиль  
лопасти

— —

  

исходный 
профиль лопа-
сти, в колесе 
соосно валу 
установлена 
кольцевая 

пластина шири-
ной 2 мм и 

толщиной 1 мм

−3,3 −0,9

Болдырев А. В., Болдырев С. В., Карелин Д. Л.



31Влияние профиля лопасти на характеристики вихревого насоса ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2020.  Том 6. № 3 (23)

Продолжение таблицы 1 Table 1 (continued)

1 2 3 4

  

исходный 
профиль лопа-
сти, в колесе 
соосно валу 
установлена 

кольцевая 
пластина 

шириной 7 мм и 
толщиной 1 мм

−12 −2,7

  

исходный 
профиль лопа-

сти со скосом на 
стороне нагне-

тания

−11,3 −3,8

  

исходный 
профиль с 

круглым отвер-
стием в лопасти

−7,2 −2,3

  

профиль в виде 
равнобедренно-
го треугольника 

с основанием 
4 мм (вершина 

со стороны 
входа в насос)

−39,4 −9,8

  

профиль в виде 
четырехуголь-
ника (скосы на 
стороне нагне-
тания лопасти)

−10,9 −3,3
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Продолжение таблицы 1 Table 1 (continued)

1 2 3 4

  

профиль в виде 
равнобедренно-
го треугольника 

с основанием 
4 мм (вершина 

со стороны 
выхода из 

насоса)

5,2 2,7

  

исходный 
профиль со 
скруглением 
лопасти на 

стороне всасы-
вания (радиус 

5 мм)

9,1 3,1

  

исходный 
профиль со 
скруглением 
лопасти на 

стороне всасы-
вания (радиус 

10 мм)

20,6 5,7

  

исходный 
профиль со 
скруглением 
лопасти на 

стороне всасы-
вания (радиус 

15 мм)

6,9 4,3

  

профиль в виде 
равнобедренно-
го треугольника 

с основанием 
2 мм (вершина 

со стороны 
выхода из 

насоса)

4,6 4,6

Болдырев А. В., Болдырев С. В., Карелин Д. Л.
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Окончание таблицы 1 Table 1 (end)

1 2 3 4

  

профиль в виде 
прямоугольного 
треугольника со 

скруглением 
лопасти на 

стороне всасы-
вания (выпу-

клый профиль)

18,3 5

  

профиль в виде 
прямоугольного 
треугольника со 

скруглением 
лопасти на 

стороне всасы-
вания (вогнутый 

профиль)

20,6 3,9

На основе верифицированной математической модели течения авторами 
исследовано качественное влияние формы и размеров профиля лопасти на напор 
и коэффициент полезного действия вихревого насоса открытого типа с открытым 
боковым каналом при оптимальной подаче (10 м3/ч). Погрешность расчета на-
пора для исходной конструкции лопастного колеса на этом режиме работы на-
соса составила 2,5%, а гидравлического КПД — 9,3%.

Обсуждение
Обнаружено, что к существенному росту напора (более 20%) приводит приме-
нение: профиля в виде прямоугольного треугольника; исходного профиля со 
скруглением лопасти на стороне всасывания (радиус 10 мм); а также профиля 
в виде прямоугольного треугольника со скруглением лопасти на стороне всасы-
вания (вогнутый профиль). Примечательно, что почти во всех рассмотренных 
вариантах относительное изменение значения гидравлического КПД не превы-
сило погрешности его расчета. Минимальные значения напора и КПД зафикси-
рованы при использовании профиля в виде равнобедренного треугольника с 
основанием 4 мм (вершина со стороны входа в насос): −39,4% и −9,8% соответ-
ственно, по сравнению с исходным вариантом.

Заключение
Таким образом, в настоящей работе подтверждена возможность использования 
численного моделирования течения на основе предложенной математической 
модели для качественной оценки влияния различных геометрических параметров 
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вихревого насоса открытого типа с открытым боковым каналом на его напорную 
и энергетическую характеристики. Получение данной информации, в свою 
очередь, может поспособствовать последующей оптимизации конструкции 
рассматриваемых насосов.

Исследовано качественное влияние формы и размеров профиля лопасти на 
напор и коэффициент полезного действия вихревого насоса при оптимальной 
подаче. Выявлены варианты исполнения лопастей колеса, приводящие как к 
увеличению напора (например, профили в виде прямоугольника с выпуклым 
скруглением лопасти на стороне всасывания радиусом 10 мм и прямоугольного 
треугольника с вогнутым скруглением лопасти на стороне всасывания радиусом 
52 мм и без скругления), так и к его снижению (например, профиль лопасти в 
виде четырехугольника). Тем не менее ни в одном из рассмотренных случаев 
не обнаружено существенного повышения гидравлического КПД вихревого 
насоса, что обуславливает необходимость проведения дополнительных иссле-
дований с целью уточнения полученных результатов моделирования и под-
тверждения ограничения КПД вихревого насоса.
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Abstract
This article presents the results of a numerical modeling of a steady turbulent flow of an 
incompressible fluid in an open-type vortex pump with an open side channel, comparing the 
generalized simulation results with the existing experimental data. The mathematical model 
is based on the Reynolds-averaged Navier — Stokes and continuity equations, as well as on 
the equations of the two-layer Realizable k-ε turbulence model that accounts for the curvature 
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of streamlines. The authors have estimated the grid independence of the solution and studied 
the influence of 14 blade profiles on the head and efficiency of the vortex pump. 
The solution of the model equations was achieved by the finite volume method using a 
sequential algorithm in three calculation areas (“feeder channel”, “blade wheel”, “open hull 
side channel and diverter channel”) with the evaluation of grid independence of the solution. 
The result of the solution between the calculated areas was transmitted at the corresponding 
points of the interface surfaces.
The authors have studied the influence of 14 profiles of a blade on pressure and efficiency of 
the vortex pump: the initial profile of the blade with the installation in the wheel coaxial shaft 
of the ring plate of different width, the initial profile of the blade with a bevel on the discharge 
side, a profile in the form of an isosceles triangle, a profile in the form of a quadrangle, the 
initial profile with a rounded blade on the suction side, and a profile in the form of a rectangular 
triangle with a rounded blade on the suction side, among others.
The simulation results have aided in proposing the blade profiles: in the form of a rectangle 
with a convex rounding of the blade on the suction side with a 10 mm radius and a right-angled 
triangle with a concave rounding of the blade on the suction side with a 52 mm radius and 
without rounding, giving a significant increase in pressure — more than 20%. Nevertheless, 
none of the considered cases have revealed any significant increase in the vortex pump 
hydraulic efficiency.

Keywords
Side channel pump, numerical simulation, steady turbulent flow, math-model, performance, 
vortex pump blades, pressure.
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Аннотация
Одной из основных проблем при использовании метода парогравитационного дренажа 
(Steam Assisted Gravity Drainage, SAGD) является риск прорыва пара в добывающую 
скважину, поэтому актуальной задачей является моделирование SAGD в направле-
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нии прогнозирования прорыва пара. Существующие модели не предсказывают весь 
комплекс технологических параметров, а интегральная модель, разработанная ранее 
авторами данной статьи, не учитывает риск прорыва пара. В этой статье впервые 
предлагается интегральная модель в безразмерном виде, учитывающая риск прорыва 
пара и позволяющая провести расчет всех стадий процесса SAGD.
Целью исследования является совершенствование ранее разработанной авторами 
модели SAGD с целью расчета вертикальной координаты верхней границы области 
жидких фаз. Для этого используется система уравнений, основанная на массовом и 
тепловом балансах как в камере в целом, так и в области жидких фаз в частности. 
Система уравнений представляется в безразмерном виде. Методология исследования 
заключается в использовании явной конечно-разностной схемы для решения этой 
системы и верификации модели по данным Я. Янга и его соавторов. Нелинейное 
уравнение, входящее в систему и описывающее рост паровой камеры по вертикали, 
решается с помощью итерационного метода Ньютона. Паровая камера разделяется на 
область жидких фаз, находящуюся внизу, и область пара. Опускание верхней границы 
области жидких фаз означает прорыв пара.
В качестве результатов исследования приводятся зависимости объемного расхода нефти, 
вертикальной координаты верхней границы области уровня жидких фаз и паронефтя-
ного отношения от времени процесса. Результаты сопоставляются с промысловыми 
данными месторождения Celtic. Установлено хорошее совпадение расчетных данных 
с фактическими. Резкое падение верхней границы области жидких фаз, наблюдаемое 
при используемых данных примерно через 100 суток после прекращения роста паровой 
камеры по вертикали, означает риск прорыва пара.

Ключевые слова
Физико-математическое моделирование, теплофизика, механика многофазных систем, 
парогравитационный дренаж, прорыв пара, область жидких фаз, паровая камера.
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Введение
Для добычи высоковязкой нефти применяются методы увеличения нефтеотда-
чи, в том числе перспективный метод парогравитационного дренажа (Steam 
Assisted Gravity Drainage, SAGD). Технология SAGD предполагает бурение 
горизонтальной добывающей скважины вблизи подошвы пласта. На расстоянии 
около 5 м над ней бурится параллельно горизонтальная нагнетательная скважи-
на [1]. На предварительной стадии осуществляется циркуляция пара в нагнета-
тельной скважине с целью разогрева межскважинной зоны. Затем нижняя 
скважина используется для добычи флюида, верхняя — для закачки пара. Фор-
мируется прогретая область — паровая камера, в которой пар отдает теплоту 
нефти и конденсируется в воду.

Применение SAGD на практике позволило накопить успешный опыт по 
добыче высоковязкой нефти, однако привело и к определенным проблемам, в 
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числе которых вынос песка, высокие эксплуатационные расходы, повышенное 
значение обводненности на завершающих этапах процесса [17]. Одной из наи-
более существенных проблем при применении SAGD является прорыв пара в 
добывающую скважину, что может привести не только к остановке добычи 
нефти, но и к поломке насосного оборудования. К. Езеуко, Дж. Ванг и И. Гей-
тс [11] наблюдали прорыв пара при стабилизации динамики суммарного расхо-
да воды и нефти. Российский опыт применения SAGD [14] свидетельствует о 
прорывах пара в маломощных пластах, избежать чего можно путем подбора 
объема закачиваемого пара.

Одним из способов борьбы с прорывами пара в добывающую скважину 
является прекращение его нагнетания на завершающих стадиях процесса SAGD. 
Ф. Р. Скотт Фергюсон и Р. М. Батлер [16] предложили это осуществлять во вре-
мя стабилизации размеров паровой камеры.

Кроме того, для борьбы с прорывами пара можно использовать набухающие 
пакеры, изолирующие зоны с прорвавшимся паром [7]. Предлагается также 
использовать устройства контроля расхода как закачиваемого пара, так и добы-
ваемого флюида, чтобы предотвратить прорыв пара [19]. Д. Сакс, М. Кьянпоур 
и О. Онамаде [15] отмечают, что прорыв пара не происходит при малой разни-
це репрессии на нагнетательной скважине и депрессии на добывающей.

Однако все описанные меры борьбы с прорывами пара в добывающую 
скважину требуют тщательного прогноза как времени прорыва пара для свое- 
временного применения метода, так и расчета основных характеристик с целью 
их возможного регулирования. Для этого необходимо применение моделирова-
ния. Существующие модели основаны главным образом на подходе Р. М. Бат-
лера, Дж. С. МакНаба и Х. И. Ло [8], который, в свою очередь, основан на ис-
пользовании закона Дарси для расчета потока нефти и воды и закона Фурье для 
расчета теплопередачи. К настоящему моменту времени модель [8] была усо-
вершенствована и учитывает влияние предельного градиента давления сдви-
га [5], развитие паровой камеры по вертикали, более точные корреляции свойств 
флюида. Однако эта модель не позволяет прогнозировать прорыв пара в добы-
вающую скважину. Поэтому необходимо создание отдельных моделей или ме-
тодик расчета с целью прогноза прорыва пара.

Подход М. Ирани [12] заключается в том, что прорыв пара происходит при 
определенном распределении температур в паровой камере, зависящем от де-
бита продукции. Автор [12] устанавливает некоторое предельное значение для 
разности температуры нагнетаемого пара и температуры добываемого флюида 
при данном дебите продукции, значения выше которой приводят к прорыву пара. 
На практике эта разность температур составляет обычно от 20 до 40 °C.

Я. Янг и его соавторы [20] разработали интегральную модель процесса 
парогравитационного дренажа, в которой пар концентрируется в верхней части 
паровой камеры, нижняя часть камеры является областью жидких фаз и запол-
нена только нефтью и водой. Граница между областями жидких и паровой фаз 
параллельна основанию треугольного сечения паровой камеры. Авторы [20] 
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проводят отдельно расчет объема, занятного жидкими фазами, и по опусканию 
границы между областями жидких и паровой фаз до критических значений (т. е. 
до нахождения вблизи добывающей скважины) судят о риске прорыва пара в 
добывающую скважину. Аналогичные предположения используются в работе 
С. П. Таубнера и его соавторов [18], однако их модель основана на модели Бат-
лера и является ее дальнейшим развитием.

Гидродинамический симулятор CMG STARS позволяет рассчитать процесс 
SAGD и по изменению распределения насыщенности пара судить о риске его 
прорыва в добывающую скважину [13].

Однако ни одна из вышеперечисленных моделей не позволяет рассчитать 
ряд технологических параметров и дать рекомендации по применению SAGD 
на реальном месторождении на всех стадиях процесса, хотя и позволяет осуще-
ствить расчет дебита и паронефтяного отношения. С этой целью была разрабо-
тана интегральная модель парогравитационного дренажа [2], позволяющая 
оценить вклад влияющих параметров на процесс, рассчитать стадию инициации 
процесса и минимальный необходимый для этого дебит, оценить коэффициент 
охвата и коэффициент извлечения нефти, подобрать оптимальное расстояние 
между парами горизонтальных скважин. Эта модель должна быть усовершен-
ствована с целью учета эффекта прорыва пара в добывающую скважину, что и 
является целью данной статьи.

Усовершенствованная модель расчета процесса SAGD  
с учетом опускания границы жидких фаз
Классический интегральный подход к моделированию, примененный при по-
строении модели SAGD А. Я. Гильманова, К. М. Фёдорова и А. П. Шевелёва [2], 
заключается в равномерном распределении температуры, давления и насыщен-
ностей фаз по паровой камере. Такой подход, очевидно, не позволяет оценить 
прорыв пара, поскольку остается неучтенным распределение фаз по камере. 
Вместе с тем одним из основных механизмов парогравитационного дренажа 
является поднятие пара вверх камеры в силу его меньшей плотности и соответ-
ствующее гравитационное разделение пара и жидких фаз. Отсюда следует 
возможность прорыва пара, если объем жидких фаз в камере будет мал. На этом 
основан подход Я. Янга и его соавторов [20]. При использовании собственной 
интегральной модели авторы [20] предполагают, что нижняя треугольная часть 
камеры занята только жидкими фазами, а верхняя — паром. Насыщенности 
воды и нефти распределены равномерно по области жидких фаз, верхняя фаза 
насыщена только паром. Граница между этими частями соответствует границе 
области жидких фаз. При ее опускании к добывающей скважине возможен 
прорыв пара. Необходимо пояснить, что в реальности некоторое различие в 
плотностях нефти и воды приводит к неравномерному распределению насы-
щенностей, однако это различие в плотностях незначительно по сравнению с 
различием в плотностях пара и жидких фаз. Дополнительным аргументом в 
пользу принятия этого допущения в модели является необходимость рассмо-
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трения прорыва пара в добывающую скважину, поэтому выделяется область с 
паром, а интегральный подход предполагает равномерное распределение пара-
метров по камере для остальных фаз.

Следует отметить, что модель Я. Янга позволяет спрогнозировать прорыв 
пара по координате границы области жидких фаз и провести расчет дебита и 
паронефтяного отношения. Однако в его модели не заложена оптимизация 
технологических параметров и общность рекомендаций, достигаемых путем 
введения безразмерного вида, что имеется в модели [2]. Имеет смысл при 
использовании модели [2] получить возможность расчета прогноза пара. Таким 
образом, необходимо учесть подход Я. Янга и его соавторов [20] в модели [2].

Для интегральной модели вводятся следующие допущения: давление и 
температура в паровой камере равны давлению ps и температуре Ts насыщенного 
пара соответственно; сечение паровой камеры считается равнобедренным треу-
гольником, согласно экспериментам К. Х. Чанга и Р. М. Батлера [9]; теплообмен 
через границы камеры осуществляется по закону Ньютона — Рихмана; пар 
закачивается с постоянным расходом; температура по стволу скважины распределена 
равномерно; угол раствора паровой камеры вблизи нагнетательной скважины равен 
2π, вблизи добывающей — φ; для исходной модели насыщенности фаз распределены 
по камере равномерно; для расчета вертикальной координаты верхней границы 
области жидких фаз вводится допущение о равномерном распределении 
насыщенности водой и нефтью в области жидких фаз Swl и Sol соответственно, в 
остальной области камеры насыщенность паром в области газообразной фазы Ssv = 1 
(рис. 1). Расстояние между скважинами считается равным c, допускается возмож-
ность наложения паровых камер от соседних элементов разработки [2]. Учитыва-
ется стадия вертикального роста паровой камеры на начальном этапе разработки, 
для чего вводится допущение о пропорциональности скорости роста паровой ка-
меры удельным тепловым потокам в соответствующем направлении. В сечении 
вводится система координат: ось z направлена по вертикали, ось y — по горизон-
тали. Мощность пласта равна h, вертикальная координата верхней угловой точки 
камеры равна zc, вертикальная координата верхней границы области жидких фаз 
равна zl. Вершинный угол паровой камеры равен φ (рис. 1). Перечеркнутый круг 
на рис. 1 означает нагнетательную скважину, круг — добывающую.

 

Рис. 1. Элемент разработки в модели Fig. 1. A development element in the model
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Сначала необходимо использовать в расчетах исходную модель с равномер-
ным распределением насыщенностей по паровой камере, поскольку модель с 
неравномерным распределением будет содержать большее количество неизвест-
ных, чем это необходимо сразу для определения характеристик камеры в целом. 
Пусть Qw, Qo, Qs — удельные массовые расходы воды, нефти, пара, а Sw, So — 
насыщенности паровой камеры водой, нефтью. Система уравнений включает в 
себя законы сохранения массы и энергии, а также замыкающие соотношения.

Закон сохранения массы для воды имеет вид:

 𝑑𝑑�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�𝜌𝜌��
𝑑𝑑𝑑𝑑 � ��� � ��� ,                                         �1�  (1)

где m — пористость пласта; V — объем паровой камеры единичной длины; 
ρw — плотность воды; t — время процесса; Jsw — интенсивность фазового пе-
рехода «пар — вода» на единицу длины горизонтальной скважины. 

Закон сохранения массы для пара с учетом равенства суммы насыщенностей 
фаз единице:

 𝑑𝑑����1 � �� � ������
𝑑𝑑𝑑𝑑 � �� � ��� ,                                 �2�  (2)

где ρs — плотность пара. 
Закон сохранения массы для нефти используется в виде:

 �1 � 𝑚𝑚��� 𝑑𝑑
�𝑚𝑚�𝑉𝑉� � 𝑉𝑉�𝜌𝜌��

𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑑𝑑�𝑚𝑚𝑉𝑉𝑚𝑚�𝜌𝜌��
𝑑𝑑𝑑𝑑 � ���,                  �3�  (3)

где Swr — связанная водонасыщенность; Ve — объем элемента разработки, при-
ходящийся на единицу длины горизонтальной скважины, равный hc; ρo — плот-
ность нефти.

Тепловой баланс имеет вид:

 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 �𝑉𝑉�����𝐶𝐶��𝑇𝑇� � 𝑇𝑇��𝜌𝜌� � �1 � �� � ���𝜌𝜌��� � 𝐶𝐶��𝑇𝑇� � 𝑇𝑇���

� ��𝐶𝐶��𝑇𝑇� � 𝑇𝑇��𝜌𝜌�� � �1 ���𝐶𝐶��𝑇𝑇� � 𝑇𝑇��𝜌𝜌��� �

� 𝑄𝑄�� � 2𝛼𝛼��𝑉𝑉
�
𝑧𝑧�� � 𝑧𝑧���𝑇𝑇� � 𝑇𝑇�� � 2𝛼𝛼� 𝑉𝑉𝑧𝑧� �𝑇𝑇� � 𝑇𝑇�� � 

��𝑄𝑄�𝐶𝐶� � 𝑄𝑄�𝐶𝐶���𝑇𝑇� � 𝑇𝑇��,                                 �4� 
 

 (4)

где Cw, Cs, Co, Cr — теплоемкости воды, пара, нефти и скелета породы; To — 
температура неразогретого пласта; Ts — температура закачиваемого пара; l — 
скрытая удельная теплота парообразования воды; ρr — плотность породы; α1 и 
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α2 — коэффициенты теплоотдачи от паровой камеры в горизонтальном и вер-
тикальном направлениях; zc — вертикальная координата верхней угловой точки 
паровой камеры.

Для замыкания системы уравнений (1)-(4) используется соотношение рас-
ходов закачиваемого и добываемого флюидов, полученное из закона Дарси:

 
𝑄𝑄�

𝜌𝜌� �𝑄𝑄�𝜌𝜌� �
𝑄𝑄�𝜌𝜌��

� 2𝜋𝜋
𝜑𝜑𝜑𝜑� �𝑓𝑓�𝜑𝜑� �

𝑓𝑓�𝜑𝜑��
∆𝑝𝑝�
∆𝑝𝑝� ,                                   �5�  (5)

где μs — вязкости воды, разогретой нефти, пара; fo, fw — относительные фазовые 
проницаемости нефти и воды; Δpi — репрессия на нагнетательной скважине; 
Δpp — депрессия на добывающей скважине.

Также используется соотношение расходов воды и нефти в добываемом 
флюиде, имеющее подобный уравнению (5) вид:

 
𝑄𝑄�𝜌𝜌�
𝑄𝑄�𝜌𝜌� � 𝑓𝑓�𝜇𝜇�

𝑓𝑓�𝜇𝜇� .                                                            �6�  (6)

Уравнение траектории верхней угловой точки паровой камеры использует-
ся в виде:

 

𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑 �𝑉𝑉𝑑𝑑� �1 � �𝑉𝑉𝑑𝑑���
�
�
� 𝛼𝛼�
𝛼𝛼� .                                             �7� 

 (7)

В модели необходимо также использовать геометрическую связь угла рас-
твора камеры с ее объемом:

 � � 2 𝑉𝑉
𝑧𝑧��   .                                                      �8�  (8)

Т. е. в системе уравнений (1)-(7) имеется семь неизвестных: Qw, Qo, Sw, So, V, 
Jsw, zc. Для расчета относительных фазовых проницаемостей используются мо-
дельные корреляции Кори, как в работе [2]. Система уравнений является зам-
кнутой. Угол φ связан с объемом соотношением (8).

Итак, указанная система уравнений (1)-(7) позволяет определить харак- 
теристики паровой камеры в целом. Теперь необходимо рассчитать положение 
вертикальной координаты верхней границы области жидких фаз для оценки 
возможности прорыва пара. Для определения координаты, отделяющей 
паровую область от жидких фаз в паровой камере, используются два закона 
сохранения.
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Первым из них является закон сохранения массы для воды в области жидких 
фаз в камере:

 𝑑𝑑�𝑚𝑚𝑚𝑚�𝑆𝑆��𝜌𝜌��
𝑑𝑑𝑑𝑑 � ��� � ��� ,                                          �9�  (9)

где Vl — объем области жидких фаз в камере; Swl — насыщенность области 
жидких фаз водой. В этом уравнении введено две новых неизвестных: Vl и Swl. 
Одну из них, например Swl, можно определить из выражения (9), тогда объем 
можно рассчитать из закона сохранения массы для пара в области паровой 
камеры, где отсутствует жидкая фаза (есть только пар, насыщенность которого 
равна 1):

 𝑑𝑑�𝑚𝑚�� � ���𝜌𝜌��
𝑑𝑑𝑑𝑑 � �� � ��� .                                          �10�  (10)

Насыщенность нефтью области жидких фаз Sol легко определить отсюда:

 𝑆𝑆�� � 𝑆𝑆�� � 1.                                                        �11�  (11)

Пара в области жидких фаз нет. Три уравнения (9)-(11) позволяют найти три 
новых неизвестных: Vl, Swl, Sol. Если известен объем области жидких фаз, то, 
очевидно, из геометрических соотношений несложно найти вертикальную ко-
ординату верхней границы этой области, которая позволит оценить риск про-
рыва пара в добывающую скважину.

Начальные условия для системы уравнений (1)-(11) имеют вид:

 � � 0:𝑉𝑉 � 0,𝑉𝑉� � 0, 𝑆𝑆� � 𝑆𝑆�� , 𝑆𝑆�� � 𝑆𝑆�� , 𝑆𝑆� � 1 � 𝑆𝑆�� ,  
𝑆𝑆�� � 1 � 𝑆𝑆�� , 𝑧𝑧� � ��, 

 

 (12)

где d1 — расстояние между нагнетательной и добывающей скважинами.
С целью общности рекомендаций, даваемых с использованием предлагаемой 

модели, проведем обезразмеривание этой системы.
Для этого вводится безразмерный объем, имеющий смысл коэффициента 

охвата пласта:

 𝐾𝐾� � 𝑉𝑉
𝑉𝑉� .                                                            �13�  (13)

Время обезразмеривается традиционным способом:

 � � 𝑡𝑡
𝑡𝑡� ,                                                               �14�  (14)
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где t0 — характерное время, равное

 𝑡𝑡� � 𝑚𝑚𝑚𝑚�𝜌𝜌�
𝑄𝑄� .                                                       �15�  (15)

Безразмерные дебиты воды Rw и нефти Ro, а также безразмерная интенсив-
ность фазового перехода Rjsw будут обезразмерены на постоянный расход зака-
чиваемого пара:

 𝑅𝑅� � 𝑄𝑄�
𝑄𝑄� , 𝑅𝑅� � 𝑄𝑄�

𝑄𝑄� , 𝑅𝑅��� � 𝐽𝐽��
𝑄𝑄� .                              �16�  (16)

Безразмерная вертикальная координата верхней правой угловой точки ка-
меры вводится следующим образом:

 � � 𝑧𝑧�
√ℎ𝑐𝑐 .                                                           �17�  (17)

Тогда система уравнений в безразмерном виде без учета области жидких 
фаз примет вид:

  (18)

 𝑑𝑑�𝐾𝐾�𝑆𝑆��
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

1 � 𝑅𝑅� � 𝐷𝐷�𝐷𝐷� 𝑅𝑅�
1 � 𝐷𝐷� � 𝑑𝑑𝐾𝐾�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷�𝑆𝑆��
1 � 𝐷𝐷� ,                               �19�  (19)

  𝑑𝑑�𝐾𝐾�𝑆𝑆��𝑑𝑑𝑑𝑑 � � 1
𝐷𝐷� 𝑅𝑅� � �1 � 𝑆𝑆��� 𝑑𝑑𝐾𝐾�𝑑𝑑𝑑𝑑 ,                                  �20�  (20)

 𝑅𝑅� � ����,                                                            �21�  (21)

  𝑅𝑅� � �� 𝑓𝑓� � 𝑓𝑓�𝑀𝑀
𝐷𝐷� � 𝑅𝑅�

𝐷𝐷� ,                                              �22�  (22)

 𝑅𝑅��� � 𝑅𝑅� � 𝑑𝑑�𝐾𝐾�𝑆𝑆��
𝑑𝑑𝑑𝑑 ,                                                  �23�  (23)

 
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑 �𝐾𝐾�𝑑𝑑 �1 � �𝐾𝐾�𝑑𝑑��
�
�
� 1
𝐴𝐴 , 𝑑𝑑 � �ℎ𝑐𝑐 ,                                    �24�  (24)

Гильманов А. Я., Фёдоров К. М., Шевелёв А. П.



47Совершенствование интегральной модели парогравитационного ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2020.  Том 6. № 3 (23)

где введены безразмерные комплексы подобия:

 
� � 𝜌𝜌�𝑆𝑆���𝑙𝑙 � �𝐶𝐶� � 𝐶𝐶���𝑇𝑇� � 𝑇𝑇���

�𝜌𝜌� � 𝜌𝜌��𝑙𝑙 � 

��𝑇𝑇� � 𝑇𝑇��𝑚𝑚𝐶𝐶�
�1 � 𝑆𝑆���𝜌𝜌� � �1 �𝑚𝑚�𝐶𝐶�𝜌𝜌�

𝑚𝑚𝑙𝑙𝜌𝜌� , 
 

 (25)

 � � 2𝛼𝛼��𝑇𝑇� � 𝑇𝑇��𝑉𝑉�
𝑄𝑄�𝑙𝑙𝑙𝑙� , � � 𝑙𝑙��

𝑉𝑉�� , � � �ℎ𝑐𝑐 ,                                    �26�  (26)

 𝐷𝐷� � 𝜌𝜌�
𝜌𝜌� , 𝐷𝐷� � 𝜌𝜌�

𝜌𝜌� , 𝐷𝐷� � 𝜌𝜌�
𝜌𝜌� , � � 𝛼𝛼�

𝛼𝛼� , � � 𝜇𝜇�
𝜇𝜇� ,                   �27�  (27)

 � � 𝐶𝐶��𝑇𝑇� � 𝑇𝑇��
𝑙𝑙 , � � 𝑙𝑙 � 𝐶𝐶��𝑇𝑇� � 𝑇𝑇��

𝑙𝑙 , � � 𝜇𝜇�𝐷𝐷�
2𝜋𝜋𝜇𝜇�𝐷𝐷�

∆𝑝𝑝�
∆𝑝𝑝� .             �28�  (28)

Смысл безразмерных комплексов подобия и анализ их влияния подробно 
описан в статье [2].

При этом связь вершинного угла паровой камеры с ее безразмерным объемом 
имеет вид:

 � � 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐾𝐾�𝑍𝑍� , 𝑍𝑍 � �ℎ𝑎𝑎 .                                           �29�  (29)

Аналогично коэффициенту охвата пласта введем безразмерный объем об-
ласти жидких фаз:

 𝐾𝐾�� � 𝑉𝑉�
𝑉𝑉� .                                                         �30�  (30)

В обезразмеренной системе уравнений выражение (11) останется в прежнем 
виде, выражения (9) и (10) примут вид:

  𝑑𝑑�𝐾𝐾��𝑆𝑆���𝑑𝑑𝑑𝑑 �  𝑑𝑑�𝐾𝐾�𝑆𝑆��𝑑𝑑𝑑𝑑 ,                                             �31�  (31)

  𝑑𝑑�𝐾𝐾� � 𝐾𝐾���
𝑑𝑑𝑑𝑑 �  1 � �� � 𝑑𝑑�𝐾𝐾�𝑆𝑆��

𝑑𝑑𝑑𝑑 .                                �32�  (32)

Начальные условия для описанной безразмерной системы уравнений при-
мут вид:

 
� � 0:𝐾𝐾� � 0,𝐾𝐾�� � 0, 𝑆𝑆� � 𝑆𝑆�� , 𝑆𝑆�� � 𝑆𝑆�� , 𝑆𝑆� � 1 � 𝑆𝑆�� , 

𝑆𝑆�� � 1 � 𝑆𝑆�� ,� � 𝑑𝑑�
√ℎ𝑐𝑐. 

 
 

 (33)
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Методология исследования
Решение системы уравнений модели осуществляется с помощью явной конеч-
но-разностной схемы с аппроксимацией производных по методу Эйлера. Реше-
ние нелинейного уравнения, полученного после аппроксимации из выражения 
(24) для описания стадии роста паровой камеры по вертикали, осуществляется 
итерационным методом Ньютона с относительной ошибкой 1%. В качестве 
результата рассчитываются зависимости искомых переменных, обводненности 
продукции и паронефтяного отношения от времени процесса. По результатам 
численных расчетов строится зависимость вертикальной координаты верхней 
границы области жидких фаз от времени после достижения паровой камерой 
кровли пласта. Рассчитанные данные сравниваются с моделью Я. Янга и его 
соавторов [20] с целью верификации. Технологические параметры верифици-
руются с использованием данных по месторождению Celtic. 

Верификация интегральной модели SAGD, учитывающей области жидких фаз
В работе Я. Янга и его соавторов [20], где также вводится концепция области 
жидких фаз, имеются расчеты по собственной модели авторов статьи [20], а 
также приводятся промысловые данные по элементу разработки на месторо-
ждении Celtic (Канада). Это месторождение содержит высоковязкую нефть и 
разрабатывается с помощью применения метода парогравитационного дренажа. 
Начальная пластовая температура равна 21 °C (температуры таких порядков 
широко распространены в Канаде, поскольку месторождения имеют небольшие 
глубины залегания), пар закачивается при высокой температуре 240 °C. Приво-
дятся характеристики пласта и системы разработки [20], показанные в таблице 1. 
В работе [20] также приведены удельные теплоемкости фаз и породы, темпера-
тура и давление для оценки плотности пара, вязкость разогретой нефти, расход 
закачиваемого пара, остаточные насыщенности фаз. Плотность воды, вязкости 
воды и пара, удельная теплота парообразования, вертикальный коэффициент 
теплоотдачи взяты из справочников [3, 4, 6]. Горизонтальный коэффициент 
теплоотдачи оценен по модели Н. Эдмундса и Дж. Петерсона [10]. Плотности 
нефти и породы не приводятся в работе [20], поэтому они оценены по свойствам 
нефти и породы похожего канадского месторождения Cold Lake [9]. Все данные 
для модели сведены в таблицу 1.

Отношение репрессии на нагнетательной скважине к депрессии на добывающей 
не было приведено, оно подбиралось для настройки модели и равно 0,025.

В статье Я. Янга и его соавторов [20] приводится динамика дебита нефти по 
промысловым данным. Рассчитанная с использованием предлагаемой ин- 
тегральной модели динамика объемного расхода q после 100 суток хорошо со-
гласуется с реальными данными, однако на первом этапе модель показывает 
более быстрый рост дебита, чем на месторождении (рис. 2). Это вызвано тем, 
что в интегральной модели вводится допущение о равномерном распределении 
насыщенностей нефти и воды по области жидких фаз. Из-за этого нефть быстрее 
достигает добывающей скважины, чем это происходит в реальности, когда долж-
но пройти некоторое время для стекания нефти по стенкам паровой камеры.
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По данным для элемента разработки с месторождения Celtic Я. Янг и его 
соавторы [20] с использованием собственной модели рассчитали изменение во 
времени параметра, названного вертикальной координатой верхней границы 
области жидких фаз (рис. 3). По ней можно судить о риске прорыва пара в 
добывающую скважину. Рассчитанные по предлагаемой интегральной модели 
значения параметра с точностью около 1 м согласуются со значениями, 

Таблица 1 Table 1
Параметры для расчетов по данным 
Я. Янга и его соавторов

The parameters for calculations 
using the data by Y. Yang et al.

Параметр Символ Величина, 
размерность Ссылка

Начальная пластовая температура To 21 °C [20]

Температура закачиваемого пара Ts 240 °C [20]

Мощность пласта h 20 м [20]

Расстояние между парами скважин с 100 м [20]

Длина горизонтальной скважины d 400 м [20]

Расстояние между нагнетательной  
и добывающей скважинами d1 5 м [20]

Пористость m 0,33 [20]

Удельная теплоемкость породы, 
воды, пара и нефти Cr; Cw; Cs; Co

1 138; 4 200; 4 200; 
2 200 (Дж/(кг ∙ К)) [20]

Плотности воды, пара, нефти  
и породы ρw; ρs; ρo; ρr

1 000; 161,9; 850; 
2 500 (кг/м3) [3, 9, 20]

Вязкости нефти, воды и пара  
при температуре пара µo; µw; µs 2; 0,2; 0,163 7 (сП) [4, 20]

Удельный массовый расход  
закачиваемого пара Qs 0,160 т/(м ∙ сут.) [20]

Удельная теплота парообразования l 2,3 ∙ 106 Дж/кг [3]

Коэффициент теплоотдачи от камеры 
по вертикали α2 0,02 Вт/(м2 ∙ К) [6]

Коэффициент теплоотдачи от камеры 
по горизонтали α1 0,006 6 Вт/(м2 ∙ К)

Вычисления 
по модели 

[10]

Связанная водонасыщенность Swr 0,2 [20]

Остаточная нефтенасыщенность Sor 0,2 [20]
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полученными Я. Янгом и его соавторами [20] (рис. 3). Эта точность является 
удовлетворительной в сравнении с вертикальными размерами паровой камеры в 
целом, поскольку, согласно работе Я. Янга и его соавторов [20], критерий прорыва 
пара — опускание вертикальной координаты верхней границы области жидких 
фаз — оценивается в сравнении с размерами камеры в целом. Обоснованием этого 
является преимущественное распространение пара по вертикали при его закачке, 
поэтому расстояние между нагнетательной и добывающей скважинами на прорыв 

 
Рис. 2. Динамика объемного расхода 
нефти, рассчитанного по модели,  
в сравнении с промысловыми данными 
по месторождению Celtic [20]

Fig. 2. The changes in the volumetric oil 
flow rate calculated using the model  
in comparison with the data  
from the Celtic oil field [20]

 Рис. 3. Зависимость вертикальной 
координаты верхней границы  
области жидких фаз от времени  
после достижения паровой камерой 
кровли пласта в модели и по работе 
Я. Янга и его соавторов [20]

Fig. 3. The dependence of the vertical 
coordinate of the upper boundary  
of the liquid phase region on time  
after the steam chamber reaches  
the formation roof in the model  
and according to the work  
by Y. Young et al. [20]
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пара практически не влияет. В качестве аргумента функции на рис. 3 используется 
время после прекращения вертикального роста паровой камеры tv .

Динамика паронефтяного отношения Rs хорошо сходится с моделью Мируа, 
приведенной в статье Я. Янга и его соавторов [20] (рис. 4). Кроме того, на стадии 
падения паронефтяного отношения в начале основной стадии процесса 
рассчитанные значения хорошо согласуются с промысловыми данными. В 
дальнейшем наблюдается небольшое отклонение (около 1 т/т) рассчитанных 
значений от промысловых (и от модели Я. Янга и его соавторов), что вызвано 
переменным расходом пара на практике, в то время как в модели расход пара 
считается постоянным. Модели Эдмундса и Вея, учитывающие колоколообразную 
геометрию паровой камеры, дают отклонение от значений паронефтяного 
отношения, рассчитанного по другим моделям.

Рис. 4. Динамика паронефтяного 
отношения, рассчитанного  
по различным моделям, в сравнении  
с промысловыми данными  
по месторождению Celtic [20]

Fig. 4. The changes in the steam-oil ratio 
calculated by various models, compared 
with the data for the Celtic oil field [20]
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Обсуждение
Следует отметить постепенное снижение вертикальной координаты верхней 
границы области жидких фаз (рис. 3), причем скорость этого снижения спустя 
примерно 100 суток после прекращения роста паровой камеры по вертикали 
значительно увеличивается. Это приводит к вероятному прорыву пара. Обосно-
вание этого эффекта заключается в следующем. Прекращение роста паровой 
камеры в вертикальном направлении, когда она достигает кровли пласта, при-
водит к тому, что пар может распространяться либо по горизонтали, либо нака-
пливаться в камере. Когда скорость роста камеры уменьшается из-за выравни-
вания тепловых потерь с закачиваемым с паром количеством теплоты, пар 
главным образом накапливается в камере, не успевает сконденсироваться, 
вертикальная координата верхней границы области жидких фаз опускается. 
Примерно через 100 суток после прекращения роста паровой камеры в верти-
кальном направлении скорость роста камеры в горизонтальном направлении 
снижается, закачиваемая теплота выравнивается с тепловыми потерями. Сле-
довательно, пар накапливается в камере, в то же время дебит нефти постепенно 
снижается, новый объем нефти, вовлекаемый в разработку при росте камеры, 
тоже снижается. Область, занятая паром в камере, приближается к добывающей 
скважине. Значит, возможен прорыв пара.

Выводы
1. Усовершенствована авторская интегральная модель парогравитационно-

го дренажа в безразмерном виде с целью расчета вертикальной коорди-
наты верхней границы области жидких фаз и оценки риска прорыва пара.

2. Верификация усовершенствованной модели, проведенная по данным 
месторождения Celtic и с помощью сравнения с моделью Я. Янга и его 
соавторов, показала удовлетворительное соответствие динамики дебита 
нефти и вертикальной координаты верхней границы области жидких фаз. 
Авторская интегральная модель SAGD показывает более быстрый рост 
дебита нефти на первой стадии из-за равномерного распределения насы-
щенности нефти по области жидких фаз.

3. Опускание вертикальной координаты верхней границы области жидких 
фаз при расчете по элементу разработки с месторождения Celtic наиболее 
интенсивно происходит спустя примерно 100 суток после достижения 
паровой камерой кровли пласта. Это вызвано снижением скорости роста 
паровой камеры по горизонтали и накапливанием пара в камере, который 
не успевает конденсироваться.

4. Динамика паронефтяного отношения по предлагаемой модели наиболее 
хорошо согласуется с работой Мируа и неплохо согласуется с промысло-
выми данными на первой стадии. Дальнейшее небольшое расхождение 
(около 1 т/т) вызвано переменным расходом пара на практике, в то время 
как в модели расход пара считался постоянным.
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Abstract
One of the main problems for Steam Assisted Gravity Drainage (SAGD) is the risk of 
steam breakthrough into the producer. A relevant task is to simulate SAGD to predict steam 
breakthrough. The existing models do not predict many technological parameters, and the 
integral model, developed earlier, does not consider the risk of a steam breakthrough. In this 
article, for the first time, an integral model is proposed in a dimensionless form, which 
considers risk of steam breakthrough and allows calculating all stages of SAGD.
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The aim of this study is to improve the previously developed SAGD model to calculate the 
vertical coordinate of the upper boundary of liquid phase level. This has required a system 
of equations based on mass and heat balances both in the chamber and in the region of 
liquid phases. The system of equations is represented in dimensionless form. The research 
methodology involves using an explicit finite-difference scheme to solve this system and to 
verify the model according to the data by Ya. Yang et al. The nonlinear equation included in 
the system is solved using Newton’s iterative method. The lowering of the upper boundary 
of liquid phases’ region means steam breakthrough.
The results have provided the dependences of volumetric oil flow rate, the vertical coordinate 
of the upper boundary of the level of liquid phases and steam-oil ratio on time of process. 
These results are compared with the production data from the Celtic field with good agreement 
of the calculated data with the actual data. A fast drop in the upper boundary of the liquid 
phases region, observed with the data used approximately 100 days after the end of vertical 
growth of the steam chamber, indicates the risk of steam breakthrough.

Keywords
Physical and mathematical simulation, thermal physics, mechanics of multiphase systems, 
steam-assisted gravity drainage, steam breakthrough, level of liquid phases, steam chamber.
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Поле давления в пласте при заданном дебите скважины 

Аннотация
Исследование полей давления в природных коллекторах является основной задачей 
теории фильтрации и представляет практический интерес в связи с проблемами добычи 
углеводородов. Вследствие разнообразия природных условий, которые необходимо 
учитывать при постановке, количество задач неуклонно возрастает. К настоящему 
времени построены аналитические решения задач для однородных пластов с простей-
шими граничными условиями. Учет влияния скважинных условий на поля давления 
в продуктивных пластах представляется актуальным, поскольку в этом случае оно 
выражается граничным условием в виде интегро-дифференциального уравнения, а 
соответствующий класс задач недостаточно исследован в фундаментальных разделах 
математической физики.
В отличие от известных работ, в настоящей статье построено аналитическое решение 
задачи о поле давления в пласте, представленном классическим уравнением пьезопро-
водности, для случая, когда граничное условие в виде интегро-дифференциального 
уравнения описывает процесс извлечения флюида из скважины с помощью насоса 
заданной производительности.
Точное решение задачи представлено в пространстве интегрального преобразования 
Лапласа — Карсона. Осуществлен аналитический переход в пространство оригина-
лов. Создана программа численного обращения на основе алгоритма Ден Изегера. 
Разработана конечно-разностная схема для исследуемой задачи. Выполнены расчеты 
пространственно-временных распределений полей давления. Приведено сопоставление 
графических зависимостей давления, построенных по аналитической формуле и на 
основе программы численного обращения, с результатами конечно-разностных рас-
четов. Такое сопоставление увеличивает достоверность полученных результатов, что 
представляется важным с научной точки зрения, поскольку для класса рассматриваемой 
задачи не доказаны теоремы существования и единственности.
Анализ результатов расчетов позволил определить вклад параметров скважины и 
пласта в поле давления. Показано, что в режиме релаксации значительное влияние 
на формирование поля давления оказывают параметры скважины и насоса. В режиме 
стабилизации преобладающим является вклад физических параметров пласта.

Ключевые слова
Фильтрация, дебит, скважина, точное решение, интегральное преобразование Лапла-
са — Карсона, численная реализация, сопоставление расчетов.

DOI: 10.21684/2411-7978-2020-6-3-58-78

Введение
Развитие нефтяной и газовой промышленности в нашей стране связано с появле-
нием новых районов добычи углеводородов и открытием новых типов место-
рождений, освоение которых требует развития теории упругого режима фильтра-
ции [15]. Во многих ставших уже классическими монографиях и учебниках мо-
дели таких фильтрационных течений получены с использованием уравнения 
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пьезопроводности и закона Дарси [1, 7, 8, 14]. Учет гидродинамической связи 
скважины и окружающего пласта важен для оптимизации различных этапов 
разработки месторождения [4, 9, 11], поэтому задачи о фильтрации углеводородов 
должны содержать и информацию о влиянии скважины на вскрытую ею залежь.

В классических работах, составляющих основы теории фильтрации, эта 
связь представляется условием либо постоянной депрессии, либо постоянного 
отбора. При этом авторами используется ограниченная геометрия, а точные 
решения построены преимущественно для стационарных случаев.

Авторы работы [3] учли влияние скважины путем свертки потока жидкости 
через ее поверхность в расчете на единицу высоты. Используя свойства функции 
Грина и применяя аналитико-численный подход, они существенно уточнили 
классические модели фильтрации. Тем не менее, в силу многообразия условий 
залегания углеводородов и методов их извлечения, круг задач, описывающих 
поля давления, представляется весьма широким, а найденные решения задач и 
предлагаемые попытки исследования полей давления в таких условиях — явно 
недостаточными.

В предлагаемой статье рассматривается задача о фильтрации жидких угле-
водородов, особенностью которой является учет влияния скважины, произво-
дительности насоса, а также взаимосвязи гидродинамических процессов в 
скважине с процессами в пласте путем использования граничного условия в 
виде интегро-дифференциального уравнения, которое выводит рассматриваемую 
задачу из разряда классических.

Объект исследования
Рассматривается взаимосвязанная система «скважина — пласт». Нефтенасы-
щенный пласт перфорирован на всю толщину и продуцирует углеводороды. 
Вскрытый интервал является анизотропным, причем компоненты тензора про-
ницаемости и пористость зависят от вертикальной координаты; таким образом 
в модели учтена слоистая неоднородность проницаемого пласта. Покрывающие 
и подстилающие вскрытый пласт породы считаются непроницаемыми. Насосное 
оборудование обеспечивает заданную производительность жидкости из сква-
жины, доля которой извлекается из пласта. Другая часть извлекаемой из пласта 
жидкости расходуется на изменение уровня в стволе скважины. Условиями 
баланса массы скважина и пласт объединяются в систему со взаимозависимы-
ми полями давлений. Полагается, что рассматриваемая система обладает осевой 
симметрией, а движение флюида в пласте — плоско-радиальное.

Основная часть
Постановка задачи
Задача сформулирована в цилиндрической системе координат, ось zd которой 
совпадает с осью скважины радиуса r0, а координатная линия rd ориентирована 
вдоль пористого слоя (см. рис. 1). Перфорированный слой имеет толщину H 
(–H1 < zd < H2). 
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Уравнение для функции давления в скважине P1d получено с использовани-
ем закона Дарси, согласно которому скорость одномерной фильтрации жидкости 
в продуктивном пласте определяется соотношением

� � �𝑘𝑘�����𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕� ,  

 
где kr(zd) — радиальная проницаемость пористой среды, μ — динамическая 
вязкость фильтрующейся жидкости.

Выражение для дебита пласта в рассматриваемом случае представится в 
виде интеграла:

 � � �2𝜋𝜋�
��

���

𝑘𝑘��𝑑𝑑��
𝜇𝜇 �𝑟𝑟� 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝑟𝑟�� |�����𝑑𝑑𝑑𝑑� . (1) 

 

 (1)

Из закона Паскаля и закона сохранения масс запишем соотношение для 
изменения давления в скважине:

 𝑑𝑑𝑑𝑑�� � �𝜌𝜌𝜌𝜌𝑆𝑆 �� � ��𝑑𝑑𝑑𝑑, 
 

(2) 

 

 (2)

где Q — объем жидкости, отбираемой насосом из скважины в единицу времени, 
S — площадь заполняемого сечения в скважине, ρ — плотность флюида. 

 
Рис. 1. Геометрия задачи Fig. 1. The geometry of the task
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Далее подставим в полученное балансовое соотношение выражение для 
дебита и поделим обе части на dt. Отсюда получим уравнение, связывающее 
поля давлений в скважине P1d и пласте Pd:

 
𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕 � 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑆𝑆𝑆𝑆 �
��

���
𝑘𝑘��𝑑𝑑�� �𝑟𝑟� 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝑟𝑟�� |�����𝑑𝑑𝑑𝑑� � �𝜋𝜋𝜋𝜋𝑆𝑆 𝑄𝑄, 
𝑟𝑟� � 𝑟𝑟�, 𝜕𝜕 � 0. 

(3) 

 

 (3)

Поле давления описывается уравнением пьезопроводности с переменными 
коэффициентами, отражающими слоистое строение осадочных пород:

 

 

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇�𝑧𝑧�� 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑘𝑘��𝑧𝑧�� 1
𝑟𝑟�

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟� �𝑟𝑟�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝑟𝑟�� �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧� �𝑘𝑘��𝑧𝑧��

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝑧𝑧��,  

𝑟𝑟� � 𝑟𝑟�,   ��� � 𝑧𝑧� � ��,   𝜕𝜕 � 0. 

(4) 

 

 (4)

Граничные и начальные условия имеют вид:

 

𝑃𝑃�|����� � 𝑃𝑃�� , 𝑃𝑃�|���� � 0, 
𝜕𝜕𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕� |������ � 0, 𝜕𝜕𝑃𝑃�

𝜕𝜕𝜕𝜕� |����� � 0, (5) 

𝑃𝑃�|��� � 0,        𝑃𝑃��|��� � 0.  
 

 (5)

Отметим, что полученное уравнение (3) не учитывает перепада давления, 
вызванного влиянием вязкости и инерции столба жидкости в стволе скважины. 
Оценки показывают, что вклад этих эффектов в малодебитных скважинах, экс-
плуатируемых погружными насосами, значительно меньше учитываемого ги-
дростатического перепада давления.

Задачи, в которых граничное условие задано в виде дифференциального 
уравнения, образуют выделенный класс неклассических задач. Они широко 
используются в теплофизике для описания температурных полей в пласте и 
скважине [10]. Примером такого рода является круг задач, при постановке и 
решении которых использована «схема сосредоточенной емкости».

В отличие от теплофизических задач, уравнение (3) содержит слагаемое в 
виде интеграла от следа производной из внешней области. По этой причине 
полученное уравнение является интегро-дифференциальным, а соответствующие 
задачи теории фильтрации представляют значительный интерес и требуют до-
полнительных теоретических исследований, развития методов построения 
аналитических решений и создания новых численных алгоритмов.

Методы решения
В рассматриваемой задаче уравнение пьезопроводности осложнено наличием 
переменных коэффициентов, которые затрудняют построение решений. Кроме 
того, задача содержит нелокальное интегральное условие (3), которое выраже-
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но в виде интегрально-дифференциального уравнения, связывающего поля 
давлений в пласте и скважине. В силу указанных выше сложностей задачи, для 
исследования процессов в пласте и скважине использован комплекс методов, 
включающих аналитические решения и численные алгоритмы.

Для построения решения сформулированной задачи использован метод 
асимптотического осреднения, описанный в [12]. Решения усредненной задачи 
получены методом интегральных преобразований по аналогии со сходными 
теплофизическими задачами [13]. Для обращения изображений использован 
также численный метод Ден Изегера [16]. Составлена конечно-разностная про-
грамма для численных расчетов исследуемых полей давления. 

Асимптотическое осреднение
Поскольку коэффициенты в исходной задаче зависят от вертикальной коорди-
наты, то процедура интегрального осреднения не приводит к желаемым резуль-
татам. Для задач такого рода авторами развита процедура асимптотического 
осреднения [12]. В результате асимптотического осреднения по вертикальной 
координате zd сформулированной выше задачи получим постановку для экви-
валентной однородной среды:

  (6)

  (7)

  (8)

  (9)

где ⟨𝑘𝑘𝑘  — осредненная в интервале –H1 < zd < H2 проницаемость пористой среды.

Точное аналитическое решение
При R→∞ задача (6)-(9) допускает аналитическое решение. Постановка задачи 
в этом случае запишется в виде:

  (10)

  (11)

  (12)

  (13)
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Критерии, использованные для записи задачи в безразмерных переменных, 
имеют вид:

а безразмерная постановка задачи представляется как

  (14)

  (15)

  (16)

  (17)

В пространстве преобразований Лапласа — Карсона [2] задача приобретает вид

  (18)

  (19)

  (20)

  (21)

где p — параметр преобразования.
Решение уравнения (18) представляется в виде линейной комбинации бессе-

левых функций мнимого аргумента [6]. В силу требования регулярности поля 
давления на бесконечности (21) и с учетом условия равенства давлений в сква-
жине и пласте (20) при r = 1, выражение для функции давления представим в виде 

 𝑃𝑃� � 𝐾𝐾����𝑝𝑝�
𝐾𝐾���𝑝𝑝�

𝑃𝑃�� . (22) 

 

 (22)

Производная давления по радиальной координате имеет вид 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 � ��𝑝𝑝𝐾𝐾��𝜕𝜕�𝑝𝑝�𝐾𝐾���𝑝𝑝�

𝜕𝜕�� . (23) 

 

 (23)
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Значение выражения �𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕
�

𝜕𝜕𝜕𝜕 � |��� � ��𝑝𝑝𝐾𝐾���𝑝𝑝�𝐾𝐾���𝑝𝑝�
𝜕𝜕��, (24) 

 

, следующее из (23),

 �𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕
�

𝜕𝜕𝜕𝜕 � |��� � ��𝑝𝑝𝐾𝐾���𝑝𝑝�𝐾𝐾���𝑝𝑝�
𝜕𝜕��, (24) 

 

 (24)

подставим в (19) и получим алгебраическое уравнение для определения функ-
ции 𝑝𝑝𝑝𝑝�� � ��𝑝𝑝𝐾𝐾���𝑝𝑝�𝐾𝐾���𝑝𝑝�

𝑝𝑝�� � ��. (25) 

 
 𝑝𝑝𝑝𝑝�� � ��𝑝𝑝𝐾𝐾���𝑝𝑝�𝐾𝐾���𝑝𝑝�

𝑝𝑝�� � ��. (25) 

 

 (25)

Решение уравнения (25) с помощью несложных алгебраических преобразо-
ваний запишем как

 𝑃𝑃�� � � 𝑞𝑞𝑞𝑞���𝑝𝑝�
�𝑝𝑝��𝑝𝑝𝑞𝑞���𝑝𝑝� � �𝑞𝑞���𝑝𝑝��

. (26) 

 

 (26)

Это решение представляет выражение для давления в скважине в простран-
стве изображений Лапласа — Карсона. Для поля давления в пласте, согласно (20), 
имеем

 𝑃𝑃� � � 𝑞𝑞𝑞𝑞����𝑝𝑝�
�𝑝𝑝��𝑝𝑝𝑞𝑞���𝑝𝑝� � �𝑞𝑞���𝑝𝑝��

. (27) 

 

 (27)

Построение оригинала полученного решения может быть осуществлено на 
основе интеграла Меллина, что оборачивается весьма громоздкими преобразо-
ваниями. Для упрощения построение оригиналов полученных решений осуще-
ствим с помощью результатов, описанных в монографии [5] применительно к 
теплофизической задаче, решение которой представлено в указанной работе в 
пространстве преобразований Лапласа. Для записи решения (27) в пространстве 
изображения Лапласа достаточно поделить его на параметр преобразования р:

 𝑃𝑃�� � � 1
𝑝𝑝

𝑞𝑞𝑞𝑞����𝑝𝑝�
�𝑝𝑝��𝑝𝑝𝑞𝑞���𝑝𝑝� � �𝑞𝑞���𝑝𝑝��

. (28) 

 

 (28)

Далее воспользуемся выражением (7.6) из [5, с. 337], сохраняя принятые 
обозначения:
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оригинал которого, согласно (7.7) из [5], имеет следующий вид:

–

Переход к (28) с обозначениями, принятыми в статье, осуществим, полагая 
a = 1, κ = 1, q = Q′. Тогда искомое решение для поля давления в пласте предста-
вится как

  (29)

Выражение для давления в скважине, согласно (16), следует из полученно-
го решения при r = 1:

  (30)

которое с использованием известного соотношения для функций Бесселя дей-
ствительного аргумента 

𝐽𝐽��𝑢𝑢�𝑌𝑌��𝑢𝑢� � 𝐽𝐽��𝑢𝑢�𝑌𝑌��𝑢𝑢� � � 2
𝜋𝜋𝑢𝑢 

приводится к виду

  (31)

Выражение (31) описывает релаксационные процессы давления после на-
чала отбора из скважины, который в последующем поддерживается постоянным. 
Такие условия реализуются, например, после пуска погружного насоса.
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Из полученного выражения следует, что релаксационные процессы в пласте, 
в рамках указанных выше предположений, определяются двумя параметрами:

Величины α и q, представляющие комбинацию физических констант, харак-
теризующих свойства пласта и скважинных характеристик, являются незави-
симыми параметрами задачи. Отметим, что произведение δ = αq представляет 
дополнительный зависимый параметр, который является сомножителем перед 
интегралом, т. е. нормирующим параметром.

Предложенные на основе аналитического решения задачи параметры имеют 
важное практическое значение, поскольку могут быть определены на основе из-
мерения давления в скважине после пуска насоса, а контроль за их изменением в 
процессе разработки месторождения позволит обеспечить выбор сроков и методов 
воздействия для увеличения нефтеотдачи. Заметим, что соответствующие методы 
измерения могут быть реализованы как в вертикальных, так и в наклонных и го-
ризонтальных скважинах, поскольку описываемые использованными уравнения-
ми физические процессы являются аналогичными. Однако получаемые в горизон-
тальных и наклонных скважинах результаты будут соответствовать некоторой 
эквивалентной вертикальной скважине, т. е. являются кажущимися. Уточнение же 
методов интерпретации кривых давления потребует развития предлагаемой теории.

Конечно-разностная схема
Для удобства построения сетки в задаче с граничным условием в виде диффе-
ренциального уравнения осуществлена замена переменной x = ln r. Преимуще-
ством такого представления задачи является возможность использования рав-
номерной сетки, которая в реальной задаче будет соответствовать сгущающей-
ся при уменьшении значений r. Недостатком такого перехода от радиальной к 
линейной геометрии является возникновение переменного коэффициента в 
уравнении пьезопроводности: 

 

,
,

 (32)

 

,
,

 (33)

 ,
,

 (34)

 

,
,  (35)
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Уравнения (32), (33) и условия (34), (35) записаны в конечно-разностной фор-
ме на равномерной сетке, которая в исходной задаче обеспечивает сгущение узлов 
при приближении к скважине. Шаг по пространственной координате х принят 
равным l, а по времени обозначен τ. Текущие номера узлов обозначены по оси x 
через i ∈  [0, I], по времени t – n ∈  [0, N]. Здесь I + 1, N + 1 — количество узлов 
сетки по оси x и времени t, которые изменяются в пределах интервалов простран-
ственной координаты и времени x ∈  [0, L = lI], t ∈  [0, T = τN] соответственно.

Значения искомого поля давления в узлах равномерной сетки обозначим 𝑃𝑃�� , 
где верхний индекс соответствует временному слою, а нижний — текущей про-
странственной координате.

Отличительной особенностью рассматриваемой задачи является наличие 
условия на левой границе (32), представленного в виде уравнения в частных 
производных первого порядка на границе «скважина-пласт», которое содержит 
функцию P1 = 𝑃𝑃�� , связанную условием (34) с пластовым давлением P = 𝑃𝑃�� . 
Это позволяет представить конечно-разностный аналог уравнения (32) в виде 
равенства

 𝑃𝑃�� � ��𝛽𝛽 � �1 � 𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑙𝑙 � 𝑃𝑃�

��� � 𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑙𝑙 𝑃𝑃�

���,  (36)

обеспечивающего вычисление значения давления в скважине в текущем времен-
ном слое через значения в предшествующем. Полученное рекуррентное соотно-
шение обеспечивает реализацию явной схемы для рассматриваемой задачи.

В качестве рекуррентной формулы для 0 < i < I использовано известное 
явное соотношение, содержащее дополнительно переменный коэффициент, 
значение которого вычисляется в центральной точке, соответствующей второй 
производной:

 𝑃𝑃�� � �1� 2𝜏𝜏𝜏𝜏����
𝑙𝑙� �𝑃𝑃���� � 𝜏𝜏𝜏𝜏����

𝑙𝑙� �𝑃𝑃������ � 𝑃𝑃�������,  (37)

где 𝑃𝑃��  — значения искомого поля давления в узлах равномерной сетки, i ∈  [1, 
I – 1], n ∈  [1, N], где I + 1, N + 1 — количество узлов сетки по оси x и времени t 
соответственно.

Ввиду того, что величина экспоненциального коэффициента перед второй 
пространственной производной ограничена, для обеспечения устойчивости 
достаточно соотношения между пространственными и временными шагами, 
когда величина отрицательной экспоненты не превышает единицу, поэтому при 
производстве расчетов принято τ < 0.1l2, что с гарантией обеспечивает выпол-
нение условия устойчивости.

До проведения вычислительных расчетов программа подробно тестировалась 
и проводился контроль полученных вычислений в процессе их реализации. 
Осуществлялось сопоставление численных расчетов с созданными ранее ана-
литическими моделями.
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Численный алгоритм обращения
Преобразование решения (28) в пространство оригиналов осуществлено не 
только аналитически, но и с использованием численного алгоритма Ден Изеге-
ра [16]. Метод численного обращения преобразования Лаплпаса — Карсона 
имеет преимущество некоторой универсальности, но требует постоянного 
контроля хотя бы в отдельных точках. 

Отметим, что каждый из использованных методов обладает определенными 
преимуществами и недостатками. Аналитическое решение, например, содержит 
в подынтегральном выражении комбинацию бесселевых функций, поэтому 
требует использования специальных программ для вычисления интегралов от 
осциллирующих функций, пространственно-временная область успешной реа-
лизации которых существенно ограничена. Численный конечно-разностный 
метод требует специальных дополнений при исследовании поля давления в 
неограниченном пласте. 

Комплексное же использование этих методов обладает преимуществом, 
поскольку в результате сопоставления достигается высокая достоверность по-
лученных результатов, что является основным требованием научности. 

Результаты исследования
Пример сопоставления приведен на рис. 2, который иллюстрирует согласование 
кривых, построенных на основе аналитического решения (31) (сплошные линии), 
с использованием численного обращения Ден Изегера на основе выражения 
(28) (пунктирные линии) и по конечно-разностной схеме (штриховые линии). 
Значения безразмерных параметров, использованных в расчетах α = 3.5 ∙ 10−5 и 
δ = 1.4 ∙ 10−3, соответствуют следующим физическим параметрам пласта, сква-
жины и отбираемого флюида: m = 0.2, β = 10−8 Па−1, ρ = 900 кг/м3, H = 1 м, 
r0 = 0.05 м, k = 10−13 м2, μ = 2 ∙ 10−2 Па ∙ c, Q = 1.1 ∙ 10−4 м3/c.

Из рисунка следует, что вычисления по аналитической формуле совпадают 
с результатами численного обращения. Это сопоставление позволяет устранить 
и избежать возникновения выбросов и областей молчания алгоритма расчетов 
по аналитической формуле (31) и увеличить достоверность результатов числен-
ного обращения Ден Изегера с использованием формулы (28). Кривые давления, 
построенные на основе конечно-разностного алгоритма задачи, при малых 
временах совпадают с аналитическими расчетами. 

При больших временах наблюдается расхождение между кривыми, которое 
вызвано влиянием пространственной ограниченности области расчетов при 
реализации конечно-разностной схемы. Сопоставление кривых показывает, что 
при удалении от скважины время, при котором начинается влияние правой 
границы, уменьшается. Таким образом, сравнение результатов расчетов различ-
ными методами позволяет не только увеличить достоверность и точность зна-
чений, но и выявлять физические закономерности формирования поля давления 
в пласте и скважине. По этой причине на приведенных ниже рисунках указания 
на использованные методы расчета отсутствуют, однако результаты получены 
на основе комплексного использования методов. 
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Рис. 2. Изменение возмущения 
давления в пласте с течением времени 
на различных расстояниях  
от скважины: 1 — r = 1, 2 — 7.4, 
3 — 54.6; построенные  
по аналитической формуле — I,  
с использованием численного 
обращения — II, по конечно-
разностной схеме — III

Fig. 2. The changes in in formation 
pressure perturbation over time  
at different distances from the well: 
1 — r = 1, 2 — 7.4, 3 — 54.6; built 
using the analytical formula — I,  
using the numerical circulation — II,  
on the finite difference scheme — III

Выражения (30), (31) позволяют построить пространственно-временные 
зависимости поля давления в пласте и скважине после включения насосного 
оборудования в режиме постоянного отбора из скважины. Заметим, что отбор 
из пласта при этом не является постоянным: он нарастает вместе с увеличени-
ем депрессии, вызванной снижением уровня жидкости в стволе скважины. 

На рис. 3 изображена динамика давления на разных расстояниях от оси 
скважины. Из анализа рис. 3а следует, что при малых временах наблюдается 
повышенная скорость изменения давления, с течением времени она уменьша-
ется. Это происходит потому, что сразу после включения насоса приток из пласта 
отсутствует. Уменьшение уровня жидкости в стволе скважины приводит к уве-
личению депрессии, в результате чего поток жидкости из пласта начинает воз-
растать. Увеличение притока из пласта приводит к уменьшению скорости изме-
нения давления. Нарастание притока происходит до тех пор, пока дебит пласта 
и производительность насоса не сравняются. Если насос поддерживает произ-
водительность постоянной, то режим работы скважины приближается к посто-
янному отбору из пласта, который равен производительности насоса. В соот-
ветствии с изложенным, после пуска насоса реализуются различные режимы. 

Первый режим — релаксационный — реализуется при малых временах. 
Этот переходной режим наблюдается в промежутке времени от пуска насоса до 
выравнивания отбора углеводородов из пласта и скважины. В этом режиме 
происходят основные изменения давления, на основе измерения которого могут 
быть определены релаксационные параметры системы «скважина — пласт». 
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После указанного выравнивания отбора релаксационный режим переходит 
в режим стабилизации, когда скорость изменения давления существенно умень-
шается, а влияние параметров скважины становится незначительным. Скорость 
нарастания давления во втором режиме определяется развитием зоны возмуще-
ний давления в пласте. Это означает, что поле давления в режиме стабилизации 
определяется преимущественно параметрами пласта. 

На рис. 3б более детально иллюстрируется динамика давления в релаксаци-
онном режиме. Из кривых, изображенных на рисунке, следует, что сразу после 
пуска насоса давление изменяется по линейному закону, а нарастающие откло-
нения от него вызваны генерацией притока из пласта.

Рис. 4 иллюстрирует пространственные распределения давления в пласте и 
скважине при отборе углеводородов в различные моменты времени в период 
релаксации (а) и стабилизации (б). На равномерной шкале отсчета по радиаль-
ной координате начальное значение принято равным r = 1, поскольку оно соот-
ветствует значению давления в скважине. Рисунок иллюстрирует эволюцию 
зоны возмущения давления в пласте, вызванного работой насоса. 

На рис. 5 дано пространственное представление поля давления в период релак-
сации для случая, когда в начальный момент времени осуществлен пуск насоса, 
который с постоянной производительностью отбирает жидкость из ствола скважи-
ны. Давление в интервале пласта при этом снижается, так как уменьшается высота 
столба жидкости в стволе скважины. Нарастающая депрессия приводит к увеличе-
нию отбора жидкости из пласта до тех пор, пока приток из пласта и отбор из сква-
жины не станут одинаковыми. Равенство отборов жидкости из пласта и скважины 
соответствует переходу в квазистационарный режим. Время достижения квазиста-
ционарного режима и величины депрессии в квазистационарном режиме соответ-
ствует времени релаксации. Это время определяется значениями параметров α, q и 
δ. Параметр δ = αq играет особую роль, поскольку является нормирующим и опре-
деляет величину депрессии в квазистационарном режиме. 

  
а б 

 Рис. 3. Зависимость давления  
от безразмерного времени  
на различных расстояниях  
от скважины: 1 — r = 1, 2 — 5, 3 — 10

Fig. 3. The pressure dependencies  
on the infinite time at different distances 
from the well: 1 — r = 1, 2 — 5, 3 — 10
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а б 

 Рис. 4. Зависимость давления  
от радиальной координаты  
для различных времен.  
Шифр кривых: а (режим релаксации): 
1 — τ = 1.5 ∙ 104, 2 — 2 ∙ 104,  
3 — 3 ∙ 104; б (режим стабилизации): 
4 — τ = 106, 5 — 1.5 ∙ 106, 6 — 2 ∙ 106

Fig. 4. The pressure dependencies  
on the radial coordinate for different 
times. The code for the lines:  
а (the relaxation regime):  
1 — τ = 1.5 ∙ 104, 2 — 2 ∙ 104,  
3 — 3 ∙ 104; б (the stabilization regime): 
4 — τ = 106, 5 — 1.5 ∙ 106, 6 — 2 ∙ 106

 

 
 
Рис. 5. Пространственно-временное 
представление давления в пласте  
и скважине после пуска насоса  
с постоянной производительностью 
отбора жидкости из ствола скважины

Fig. 5. The spatial and temporal 
presentation of the pressure in the layer 
and the well after the start of the pump 
with a constant wellbore fluid 
withdrawal performance
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Поверхность, представленная на рис. 5, составлена из двух семейств линий, 
лежащих во взаимно ортогональных плоскостях. Первое семейство линий лежит 
в плоскостях, ортогональных оси r. Точка пересечения каждой плоскости с осью 
r соответствует расстоянию до выхода из пласта в скважину. Линии этого се-
мейства представляют зависимости относительной величины давления от вре-
мени в указанных точках пласта. Наиболее удаленная из этого семейства кривых 
соответствует r = 1, то есть изменению величины давления в скважине. Из со-
поставления этого семейства кривых следует, что максимальные значения пе-
репада давления в каждый момент времени достигаются в скважине.

Каждая из второго семейства кривых лежит в плоскости, ортогональной оси 
времени τ, и представляет зависимость давления в пласте от радиальной коор-
динаты r. Анализ этого семейства кривых позволяет составить представление 
об изменении радиальных распределений давления при переходе от одного 
значения времени к следующему. Соответствующие значения времени опреде-
ляются точкой пересечения плоскости, содержащей кривую, с осью времени τ.

Наличие указанных семейств кривых обеспечивает высокую наглядность и 
информативность для уточнения представлений о поле давления в пласте и 
скважине.

На рис. 6 представлены зависимости величины относительного давления в 
полулогарифмической (а) и равномерной (б) шкалах в точке, соответствующей 
значению радиальной координаты r = 1, при различных значениях времени τ от 
параметра α в диапазоне от 0 до 10−4. Из рисунка следует, что при увеличении 
параметра α значения возмущений давления уменьшаются, причем наиболее 
значительные изменения давления наблюдаются в области малых α. Именно в 
диапазоне малых величин сконцентрированы значения α, соответствующие 
физическим параметрам жидкости, скважины и пласта. Такая зависимость поля 

  
а б 

 
 

Рис. 6. Зависимость давления  
от параметра α для разных времен  
при δ = 1.4 ∙ 10−3, r = 1.  
Шифр кривых: 1 — τ = 1.5 ∙ 103, 
2 — 2 ∙ 103, 3 — 3 ∙ 103

Fig. 6. The pressure dependencies  
on the parameter α  for different times  
at δ = 1.4 ∙ 10−3, r = 1.  
The code for the lines: 1 — τ = 1.5 ∙ 103, 
2 — 2 ∙ 103, 3 — 3 ∙ 103
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давления от параметра α свидетельствует о возможности его эксперименталь-
ного определения на основе кривых изменения давления в интервале пласта 
после пуска насоса.

Выводы
Таким образом, на основании аналитического решения, конечно-разностных 
расчетов и численного обращения исследованы особенности взаимосвязанных 
полей давления в пласте и скважине, эксплуатируемой с помощью насосного 
оборудования погружного типа. Осуществлены расчеты пространственно-вре-
менных зависимостей поля давления в пласте и скважине, для увеличения до-
стоверности полученных результатов выполнено сопоставление расчетов ука-
занными численными и аналитическими методами.

На основании расчетов подтверждено, что если насос поддерживает произ-
водительность постоянной, то режим работы скважины с течением времени 
после пуска приближается к постоянному отбору из пласта, который равен 
производительности насоса, а после пуска насоса реализуются режимы релак-
сации и стабилизации. Режим релаксации наблюдается в промежутке времени 
от пуска насоса до выравнивания отбора углеводородов из пласта и скважины. 
Поля давления в этом режиме определяются преимущественно параметрами 
насосного оборудования, скважины и пласта. После указанного выравнивания 
отбора релаксационный режим переходит в режим стабилизации, когда скорость 
изменения давления существенно уменьшается, а влияние параметров скважи-
ны и насосного оборудования нивелируется. Режим стабилизации ограничен 
промежутком времени, в течение которого уровень жидкости в стволе скважи-
ны достигает приема насосно-компрессорных труб или верхней границы пер-
форированного интервала.

Развитая аналитико-численная модель позволяет оценить времена реализа-
ции каждого из режимов и физические особенности формирования полей дав-
ления в таких условиях. Она позволила установить, что основными параметра-
ми, определяющими пространственно-временные распределения полей давле-
ния после включения насоса в режиме постоянного отбора, являются α и q. 
Параметр δ = αq определяет величину депрессии в квазистационарном режиме.

Эти параметры имеют важное практическое значение, поскольку могут быть 
определены на основе измерения давления в скважине после пуска насоса, а 
контроль за их изменением в процессе разработки месторождения позволит 
обеспечить выбор сроков и методов воздействия для увеличения нефтеотдачи. 
Заметим, что соответствующие методы измерения могут быть реализованы как 
в вертикальных, так и в наклонных и горизонтальных скважинах, поскольку 
описываемые использованными уравнениями физические процессы являются 
аналогичными. Однако получаемые в горизонтальных и наклонных скважинах 
результаты будут соответствовать некоторой эквивалентной вертикальной сква-
жине, т. е. являются кажущимися. Для уточнения методов интерпретации кривых 
давления в горизонтальных скважинах необходимо дальнейшее развитие пред-
лагаемой теории.
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Due to the problems of hydrocarbon production, the study of pressure fields in natural 
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Because of the variety of natural conditions necessary to account for in setting, the number 
of tasks is steadily increasing. At present, several analytical solutions of problems for 
homogeneous reservoirs with the simplest boundary conditions have been constructed. 
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The pressure field in the reservoir at a given well flow rate 

Studying the influence of borehole conditions on pressure fields in productive formations 
presents interest, as in this case, it is expressed as a boundary condition in the form of an 
integro-differential equation, and the corresponding class of problems is not sufficiently 
studied in the fundamental sections of the mathematical physics.
In contrast to the existing works, this article constructs an analytical solution of the problem 
about the pressure field in the formation, represented by the classical equation of piezo-
pipeline, for the case when the boundary condition in the form of the integro-differential 
equation describes the process of fluid extraction from the well with the help of a pump of 
the given productivity. The authors study the oil-saturated porous formation, opened by the 
producing well for the whole thickness. The pressure field in the reservoir is described by 
the classical piezoelectricity equation in the cylindrical coordinate system in the assumption 
of axial symmetry. The function of pressure perturbation distribution across the reservoir is 
determined considering the influence of the well. The relationship of pressures in the well 
and formation is established based on the law of mass conservation and Pascal’s law. 
The dimensionless criteria characterizing the filtration process and allowing to simplify the 
task definition are defined. It is shown, that all parameters, characterizing influence of well 
and formation, are grouped in two interrelated criteria, which define filtration process in 
such conditions.
The authors have presented an exact solution of the problem in the space of Laplace — Car-
son integral transformation with an analytical transition to the original space. In addition, 
they have created a numerical conversion program, based on Den Iseger’s algorithm, and 
developed a finite-difference scheme for the task at hand. Having calculated the space-time 
distributions of pressure fields, the authors have compared the graphical pressure dependencies 
based on an analytical formula and a numerical program with the results of finite-difference 
calculations. That increases the reliability of the results obtained, which seems to be of great 
importance, since the existence and uniqueness theorems are not proved for this class of the 
problem in question.
The analysis of the calculation results allowed determining the contribution of the well and 
reservoir parameters to the pressure field. The results show that in the relaxation mode, the 
parameters of the well and pump have a significant influence on the formation of the pressure 
field. In the stabilization mode, the contribution of its physical parameters is predominant.
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Filtration, flow rate, well, exact solution, Laplace — Carson integral transformation, numerical 
implementation, comparison of calculations.
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Аннотация
Совершенствование технологий и рост количества проводимых мероприятий, связан-
ных с гидроразрывом пласта, повышают требования к скорости и качеству инженер-
ного сопровождения. Для проектирования ГРП (составления дизайна) существуют 
специализированные программные продукты — симуляторы ГРП, в основе которых 
заложены математические модели различной размерности.
Учет влияния фильтрационных утечек в пласт, поведения частиц проппанта в трещине 
в значительной степени определяют форму трещины разрыва. В модельном представ-
лении указанные факторы учитываются, однако требуют уточнения для увеличения 

Цитирование: Шляпкин А. С. О проведении экспресс-оценки геометрических параметров 
закрепленной на проппанте трещины гидроразрыва пласта методами математического 
моделирования / А. С. Шляпкин, А. В. Татосов // Вестник Тюменского государственного 
университета. Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. 2020. 
Том 6. № 3 (23). С. 79-92. 
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качества прогноза и оценки продуктивности трещины, что определяет актуальность 
данного направления изучения.
В настоящей работе предложен анализ, позволяющий оперативно оценить геометри-
ческие параметры трещины при изменении технологических параметров и свойств 
жидкости разрыва.
В основу представленной математической модели положена одномерная математическая 
модель в PKN-представлении (модель Перкинса — Керна — Нордгрена).
Все расчеты, представленные в настоящей работе, выполнены с использованием сер-
тифицированного программного комплекса TSH Frac, предназначенного для модели-
рования геометрических параметров трещины гидроразрыва пласта.
Результаты проведенного исследования могут быть использованы в инженерной 
практике при осуществлении экспресс-оценки геометрических параметров трещины 
гидроразрыва. Последующая настройка и корректировка модели может осуществляться 
при получении дополнительной информации при проведении тестовых закачек малого 
объема в исследуемой скважине.

Ключевые слова
Гидроразрыв пласта, трещина гидроразрыва, проппант, фильтрационные утечки, ма-
тематическая модель.

DOI: 10.21684/2411-7978-2020-6-3-79-92

Введение
Целью настоящей работы является проведение вычислительного эксперимента 
для определения качественного влияния параметров жидкости разрыва, свойств 
породы, режимов закачки и иных на поведение трещины гидроразрыва и ее 
остаточную форму.

В работе рассматривается процесс формирования трещины гидроразрыва 
пласта, закрепленной на проппанте. Предполагается, что трещина развивается 
вертикально. Поскольку развитие трещины происходит в направлении, ортого-
нальном минимальному напряжению в породе, то в данном исследовании приво-
дятся результаты для трещин разрыва, инициированных на значительной глубине. 

Методы
В данном разделе приведена математическая постановка задачи и основные 
допущения, принятые в работе.

Высота трещины в предположении значительно меньше ее длины [1, 2]: 
δ << h << L, где δ — средняя ширина трещины, м; h, L — длина и высота 
трещины соответственно, м. Указанные ограничения на линейные размеры 
трещины справедливы для модели Перкинса — Керна — Нордгрена (далее — 
PKN-модель), изображенной на рис. 1. Задача рассматривается в одномерной 
постановке [6].

Шляпкин А. С., Татосов А. В.
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Рис. 1. Схематическое представление 
задачи в PKN-постановке

Fig. 1. A schematic presentation  
of the task in the PKN-formulation

На рис. 1 приняты следующие обозначения: δ — средняя ширина трещины, м; 
ε — ширина свободной от осадка области трещины, в которой осуществляется 
движение частиц вдоль направления роста трещины, м; Y — глубина зоны про-
питки, м. Под осадком будем понимать скопившийся в донной части трещины 
объем частиц.

Основные допущения в рассматриваемой модели:
 — жидкость разрыва проникает в пласт по нормали к плоскости трещины 

со скоростью ● 𝑣𝑣 ;
 — для описания утечек в пласт вводится функциональная связь избыточ-

ного давления жидкости разрыва в породе со скоростью проникновения 
● 𝑣𝑣  и физической скоростью потока ● 𝑣𝑣 r. Подробный вывод уравнения 

представлен в работе [6];
 — скорость движения жидкости и взвешенных частиц в продольном на-

правлении будем считать одинаковой и равной u, при этом поступатель-
ный поток вещества происходит только по свободной от осадка области 
ε. Задача имеет решение, пока существует свободная от осадка область, 
иначе трещина полностью перекрывается проппантом.

С учетом описанных выше предположений запишем полную систему урав-
нений (1), описывающую процесс формирования трещины гидроразрыва [6]:

(1)
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(1)

Параметры ● 𝑣𝑣  и w отличны от нуля лишь в области ε, свободной от осадка.
Условные обозначения: ● 𝑣𝑣  — скорость фильтрации, м/с; u — средняя продоль-

ная скорость потока, м/с; wg — скорость падения взвешенных частиц смеси, м/с; 
α = α2 / α* — объемное содержание проппанта, д. ед.; α2 — объемное содержание 
дисперсной фазы в подаваемой смеси, д. ед.; α* — предельное объемное содер-
жание дисперсной фазы, д. ед.; ηα — вязкость подаваемой смеси, Па·с; β — объ-
емное содержание жидкости гидроразрыва в пласте, д. ед.; k — величина прони-
цаемости породы, мкм2; νσ — коэффициент Пуассона, безразмерный; μσ — модуль 
сдвига материала, Па, который связан с модулем Юнга; p — избыточное давление 
в трещине, Па; h — высота трещины, м; ρp и ρl — плотности частиц проппанта и 
жидкости гидроразрыва соответственно, кг/м3; r — радиус частиц, м; 𝑔𝑔  — уско-
рение свободного падения, м/с2. Параметры α*, m — постоянные, величины, в 
данном случае примем их значения 0,66 и 1,82 соответственно.

Система (1) дополняется граничным условием на носике трещины:

 � � ��𝑡𝑡�:   � � 0, (2) 

 

 (2)

что соответствует нулевому раскрытию, а также граничным условиям на входе 
в трещину. В рассматриваемой задаче осуществляется проведение процесса 
гидроразрыва с постоянным расходом жидкости на входе:

 𝑞𝑞�0, 𝑡𝑡� � ��0, 𝑡𝑡� 𝑢𝑢�0, 𝑡𝑡� � 𝑄𝑄�𝑡𝑡�
2ℎ ,𝛼𝛼�0, 𝑡𝑡� � 𝐴𝐴�𝑡𝑡�. 

 

(3) 

 

 (3)

Результаты
На этапе прогнозирования (перед проведением ГРП) важно понимать влияние 
свойств системы на успешность проводимого мероприятия. Часть факторов в 
процессе проведения ГРП можно контролировать, а именно: технологические 
параметры закачки, конструкцию скважины, свойства закачиваемой жидкости. 
Другие факторы являются неконтролируемыми, поэтому важно их учитывать 
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априорно на этапе составления прогноза (дизайна ГРП). К ним относятся: свой-
ства горной породы (фильтрационно-емкостные (далее — ФЕС)), геомеханиче-
ские параметры горной породы, свойства пластовых флюидов.

Переходя ко второй группе факторов, рассмотрим влияние свойств породы 
на геометрию трещины. Запишем уравнение Итона для расчета эффективного 
напряжения смыкания трещины, которое широко используется в инженерной 
практике [9]. Уравнение записано с целью обозначения функциональной зави-
симости величин.

 𝑆𝑆� � 𝑣𝑣�
1� 𝑣𝑣� �𝑆𝑆� � ��� � ��, (4) 

 

 (4)

где Sh — минимальный горизонтальный стресс, Па; Sν — абсолютный верти-
кальный стресс, Па; pp — поровое давление в пласте, Па.

В качестве базовой жидкости разрыва рассматривается линейный гель с 
вязкостью 4·10–2 Па·с. Смесь закачивается в пласт, проницаемость которого 
равна 1,5·10–3

 мкм2, скорость закачки — 2 м3/мин. Указанные значения параме-
тров в последующих расчетах будем считать базовыми.

Все расчеты, представленные в настоящей работе, выполнены с использо-
ванием сертифицированного программного комплекса TSH Frac [7], основан-
ного на системе (1) и предназначенного для моделирования геометрических 
параметров гидроразрыва пласта (свидетельство о государственной регистрации 
программы для ЭВМ № 2020619401 от 17.08.2020 [7]).

Численное решение системы уравнений (1) [1, 2, 4, 5] определит форму 
трещины. Исходные значения во всех рассмотренных примерах для базового 
варианта приняты νσ = 0,25, μσ = 1∙1010 Па. Предусматривается последовательное 
варьирование значений коэффициента Пуассона и модуля сдвига из уравне-
ния (3). Для большинства горных пород коэффициент Пуассона находится в 
пределах от 0,1 до 0,45, наиболее вероятные значения модуля сдвига 1010-
3∙1011 Па. Результаты расчета представлены на рис. 2, 3.

Значения коэффициента Пуассона для расчетов р1, р2, р3, представленных 
на рис. 2, составят 0,1, 0,35 и 0,45 соответственно. На рис. 2-8 для каждого из 
представленных расчетов под сокращением «общ.» и «закреп.» имеется в виду 
общая (воссозданная) и закрепленная на проппанте ширина трещины соответ-
ственно. Иными словами, каждому из выполненных расчетов соответствуют 
две кривые одного цвета, отражающие два состояния профиля трещины.

Модуль сдвига, принятый в расчетах р1, р2, р3, имеет значения 5∙1010, 1,5∙1011 
и 3∙1011 Па соответственно (рис. 3).

Представленные результаты расчетов позволяют сделать вывод о том, что 
влияние коэффициента Пуассона на изменение размеров трещины выражено в 
меньшей степени, чем модуля сдвига, что на практике подтверждается лабора-
торными исследованиями. При увеличении модуля сдвига и коэффициента 
Пуассона средняя длина трещины сокращается, что существенно сказывается 
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на снижении эффекта от ГРП по причине уменьшения области дренирования. 
В подобных условиях для достижения проектной длины требуются изменения 
в режиме закачки (давление, расход) и профиле концентрации проппанта. По-
следнее служит для предупреждения раннего «стопа», связанного с ростом 
концентрации проппанта в узкой ее части и образованием проппантной пробки. 
Фильтрация жидкости разрыва через проппант при образовании пробки в на-
стоящей работе не учитывается, в работах [3, 8, 11] подобные случаи подробно 
описаны.

 
Рис. 2. Влияние упругих свойств 
породы на остаточную форму 
трещины. Коэффициент Пуассона

Fig. 2. The influence of elastic rock 
properties on the residual fracture shape. 
Poisson ratio

 
Рис. 3. Влияние упругих свойств 
породы на остаточную форму 
трещины. Модуль сдвига

Fig. 3. The influence of elastic rock 
properties on the residual fracture shape. 
Shear factor
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При проведении ГРП большое внимание уделяется определению эффектив-
ности жидкости разрыва, поскольку интенсивность фильтрационных утечек 
напрямую скажется на несущей способности вязкой жидкости и на потенциале 
роста трещины в длину. Подбор жидкости разрыва с учетом ФЕС в каждом 
конкретном случае позволит повысить успешность проведения мероприятия и 
достигнуть проектной длины трещины.

Варьирование коэффициента проницаемости горной породы показало, что 
эффективность жидкости разрыва с фиксированными свойствами существенно 
снижается при увеличении фильтрационных характеристик пласта. Для опре-
деленности в качестве жидкости разрыва будем использовать линейный гель с 
фиксированной вязкостью 4·10-2 Па·с. Результаты вычислительного экспери-
мента приведены на рис. 4. Значения коэффициента проницаемости для расче-
тов р1, р2, р3, представленных на рис. 4, составят 5·10–4, 1·10–2 и 2·10–2 мкм2 
соответственно.

На рис. 4 максимальная длина трещины получена при минимальной прони-
цаемости пласта в расчете р1, что в данном случае позволяет говорить о макси-
мальной эффективности жидкости разрыва. Расчет методом материального 
баланса позволяет говорить, что порядок эффективности в данном случае со-
ставит 70-80%. В случае повышенных фильтрационных характеристик значи-
тельная часть жидкости утекает в пласт, длина трещины существенно меньше 
проектной. Концентрация частиц в точке инициации значительно возрастает 
(интенсивный рост осадка), что приводит к ранней остановке роста.

Для достижения проектной длины трещины рекомендуется к использованию 
жидкость разрыва с принципиально иной реологией, обладающей большей 
вязкостью и высокой несущей способностью.

Рассмотренные примеры, по сути, являются решением обратной задачи, они 
позволяют по известным параметрам пласта определить оптимальные техноло-

 
Рис. 4. Влияние фильтрационных 
свойств породы на остаточную форму 
трещины

Fig. 4. The influence of rock filtration 
properties on the residual fracture shape
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гические параметры закачки, свойства жидкостей разрыва. При наличии на 
начальном этапе проектирования опыта проведения ГРП на соседних скважинах 
со схожими параметрами пласта фактическая информация позволяет существен-
но повысить качество моделирования. Последующая настройка и корректиров-
ка модели осуществляется на основе дополнительно полученной информации 
при проведении тестовых закачек малого объема в исследуемой скважине.

Во второй части исследования рассмотрены результаты моделирования при 
различных режимах закачки и дифференцировании свойств жидкости разрыва. 
Качественное исследование поведения трещины при изменении параметров 
закачки для безразмерной системы уравнений также приведено в работе [6].

Из системы уравнений (1) имеем, что в донной части трещины формирует-
ся осадок, пополняемый частицами проппанта в результате стекания дисперсной 
фазы по стенкам трещины и гравитационного осаждения. Данное обстоятельство 
позволяет моделировать процесс гидроразрыва с использованием в качестве 
жидкостей разрыва линейных гелей. Несущая способность данных жидкостей 
невысокая, что сказывается на особенностях движения проппанта по трещине, 
но с точки зрения наглядности данный пример весьма удачен для иллюстрации 
зависимости длины трещины от свойств геля.

В качестве базовой жидкости разрыва принимается линейный гель, ранее 
рассмотренный в примерах с вязкостью 4·10–2 Па·с, проницаемость пласта 
1,5·10–3

 мкм2. Понижая значительно вязкость жидкости до 1·10–3 Па·с (практи-
чески до вязкости воды), очевиден тот факт, что закрепленный объем трещины 
существенно снижается (рис. 5).

В представленных расчетах р1, р2, р3 значения вязкости жидкости разрыва 
приняты 2,5·10–2, 1,5·10–2 и 1·10–3 Па·с соответственно.

Из проведенных расчетов следует, что снижение вязкости геля в значитель-
ной степени уменьшает несущую способность жидкости разрыва. Выпадение 
осадка происходит более интенсивно, концентрация частиц в «носике» трещи-

 
Рис. 5. Остаточная форма трещины 
при изменении вязкости жидкости

Fig. 5. The residual fracture shape  
with fluid viscosity change
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ны быстро растет, область ε перекрывается полностью, и происходит остановка. 
В расчетах p2, р3 происходит искривление формы трещины, в концевой ее части 
ширина закрепленной области совпадает с общей (воссозданной в процессе 
закачки) шириной.

В следующем вычислительном тесте для базовой жидкости разрыва увели-
чивается время закачки оторочки с 4 до 10, 20, 30 мин. в расчетах р1, р2, р3 
соответственно, при этом полное время закачки во всех экспериментах составит 
40 мин. Концентрация частиц проппанта при загрузке увеличивается линейно, 
в рассмотренных случаях достигнута одинаковая итоговая концентрация (рис. 6).

Результаты, полученные при моделировании, изображены на рис. 7.

 
Рис. 6. Технологические параметры 
закачки

Fig. 6. The technological parameters  
of an injection

 
Рис. 7. Параметры трещины  
при изменении времени закачки 
оторочки

Fig. 7. The fracture parameters  
after changing the injection time of clean 
fracturing fluid
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Анализ расчетов показывает, что в случае увеличения времени закачки ото-
рочки длина трещины растет. Однако закрепленный на проппанте объем тре-
щины значительно ниже базового, особенно в р3. Сокращение объема и шири-
ны трещины связано как с меньшим количеством используемого проппанта, так 
и с особенностями его продвижения в концевой части трещины.

Расчет с увеличением скорости закачки показан на рис. 8.

 
Рис. 8. Параметры трещины  
при изменении скорости закачки

Fig. 8. The fracture parameters  
after changing the injection rate

Значение базового расхода — 2 м3/мин.; для расчетов р1, р2, р3, представ-
ленных на рис. 8, расход равен 1, 3 и 4 м3/мин. соответственно.

Повышение скорости закачки привело к увеличению длины трещины в 
значительной степени. В идеализированных условиях трещина не прорывается 
через непроницаемые покрышки, обладающие высокой трещиностойкостью, 
поэтому данный исход закономерен. Увеличение скорости закачки может быть 
оправдано при наборе высоты трещины, однако зачастую имеет негативные 
последствия, связанные с прорывом трещины в нижележащие водонасыщенные 
интервалы при их наличии в разрезе пласта.

Выводы
В представленной работе выполнены расчеты с использованием одномерной 
математической модели гидроразрыва, основанной на PKN-постановке.

Рассмотрены две группы факторов, влияющих на успешность проведения ГРП:
 — априорные свойства горной породы, по которым осуществляется подбор 

параметров закачки и свойств жидкости разрыва;
 — подбор технологических параметров и свойств жидкости разрыва, по-

зволяющих с привлечением информации по аналогам достичь проектных 
параметров трещины.
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Показано, что свойства жидкости разрыва и режимы закачки при различных 
параметрах пласта существенно влияют на остаточную форму трещины. Резуль-
таты проведенного исследования могут быть использованы в инженерной 
практике при осуществлении экспресс-оценки геометрических параметров 
трещины гидроразрыва и носят справочный характер.
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In this paper, we propose an analysis that allows us to quickly evaluate the geometric 
parameters of the crack when changing the technological parameters and properties of the 
fracture fluid.
The presented mathematical model is based on a one-dimensional mathematical model in 
PKN representation (Perkins — Kern — Nordgren model).
All calculations presented in this paper were performed using the certified TSH Frac software 
package designed for modeling the geometric parameters of hydraulic fracturing cracks.
The results of the study can be used in engineering practice for rapid assessment of the 
geometric parameters of a hydraulic fracturing crack. Subsequent adjustment and adjustment 
of the model can be carried out when additional information is obtained during small-volume 
test uploads in the well under study.
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Heat and mass transfer, frozen ground, temperature fields, soil temperature stabilization, 
thermal physics.
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Аннотация
С целью проверки работоспособности запоминающей и логической матриц биоморфного 
нейропроцессора изготовлен комбинированный мемристорно-диодный кроссбар, являю-
щийся основой этих матриц, и проведено исследование его электрофизических свойств.
Изготовлен измерительный лабораторный стенд, который содержит мемристорно-ди-
одный кроссбар и управляющую периферийную электрическую схему на дискрет-
ных элементах с КМОП-логикой, подключенную к источнику-измерителю Keithley 
SourceMeter 2400.
Сделан выбор в пользу кремниевого перехода p-Si/n-Si, поскольку его электрические 
свойства лучше удовлетворяют требованиям, предъявляемым к диоду Зенера, по сравне-
нию с переходом p-Si/ZnO. Изготовлен мемристорно-диодный кроссбар со структурой 
TiN/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/n-Si/W, включающей новый диод. Показано, что ячейка кроссбара 
с диодом p-Si/n-Si обладает лучшим выпрямляющим свойством по сравнению с ячейкой 
с диодом p-Si/ZnOx, поскольку ток в открытой ячейке при положительном напряжении 
значительно выше, чем при отрицательном напряжении. Высокое выпрямляющее 
свойство ячейки необходимо для функционирования диодной логики в логической 
матрице и при записи состояний мемристоров в запоминающей и логической матрицах.
Проведено исследование электрофизических свойств мемристорно-диодного кроссба-
ра: измерение вольт-амперных характеристик диода и мемристорно-диодной ячейки и 
обработка сигналов в следующих режимах: сложения выходных импульсов нейронов и 
их маршрутизации на синапсы других нейронов; умножения матрицы чисел на вектор, 
которое выполняется в запоминающей матрице при взвешивании и суммировании 
сигналов; а также ассоциативного самообучения.
Впервые продемонстрирована генерация новой ассоциации (нового знания) в изготов-
ленном мемристорно-диодном кроссбаре, в отличие от ассоциативного самообучения в 
существующих аппаратных нейросетях с синапсами на базе дискретных мемристоров.
Определено изменение выходного тока ячейки кроссбара, связанное с протеканием 
паразитных токов через соседние ячейки. Показано, что, управляя параметрами диода 
Зенера, можно уменьшить энергопотребление при работе комбинированного кроссбара. 
Полученные электрофизические характеристики свидетельствуют об эффективной 
работоспособности комбинированного мемристорно-диодного кроссбара, предназна-
ченного для изготовления запоминающей и логической матриц.

Ключевые слова
Биоморфный нейропроцессор, запоминающая и логическая матрицы, комбинированный 
мемристорно-диодный кроссбар, электрофизические свойства кроссбара, вольт-ам-

Писарев А. Д., Бусыгин А. Н., Бобылев А. Н., Губин А. А., Удовиченко С. Ю.



95Исследование электрофизических свойств комбинированного ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2020.  Том 6. № 3 (23)

перная характеристика, обработка сигналов, сложение и маршрутизация импульсов, 
умножение матрицы чисел на вектор, паразитные токи, энергоэффективность.

DOI: 10.21684/2411-7978-2020-6-3-93-109

Введение
В наших предыдущих работах представлена концепция биоморфного нейро-
процессора [11] и реализация аппаратной импульсной нейросети в этом нейро-
процессоре на основе нового компонента наноэлектроники — мемристорно-ди-
одного кроссбара с биполярными мемристорами, для традиционных задач об-
работки информации, а также для имитации работы кортикальной колонки 
мозга или ее фрагмента [9]. К нейропроцессору адаптирована импульсная 
нейросеть, построенная с помощью оригинальной программной биоморфной 
модели нейрона [5]. Разработанный нейропроцессор обладает уникальной воз-
можностью одновременно с обработкой входящей аудиовидеоинформации в 
процессе самообучения генерировать новую ассоциацию (новое знание). Такая 
возможность реализуется в комбинированном мемристорно-диодном кроссбаре, 
в отличие от существующих аппаратных нейросетей с синапсами нейронов на 
базе дискретных мемристоров.

В качестве ключевых узлов аппаратной части нейропроцессора использу-
ются сверхбольшие запоминающая матрица с ячейками 1D2M [8] и логическая 
матрица с ячейками 1D1M [11], представляющие собой массив синапсов и за-
дающие вес и маршрут связи между нейронами соответственно. Указанные 
матрицы являются сверхбольшими потому, что каждый нейрон в сети может 
обладать большим количеством синаптических связей.

Результаты разработки электрической схемы, топологии и технологии изго-
товления комбинированного мемристорно-диодного кроссбара, необходимого 
для создания запоминающей и логической матриц, содержатся в работах [3, 7]. 
Ячейки матриц представляют собой двухслойное соединение комплементарных 
биполярных мемристоров (или одного мемристора) и одного разделяющего 
диода Зенера. Применение диода Зенера позволяет уменьшить деградацию 
выходного сигнала из-за влияния соседних ячеек.

С целью исследования работоспособности запоминающей и логической 
матриц нейропроцессора вначале была отработана технология изготовления 
мемристорного кроссбара [1, 4], а затем — лабораторного комбинированного 
мемристорно-диодного кроссбара [2]. Для этого были выбраны материалы и 
нанотехнология изготовления полупроводниковых слоев диода Зенера и мемри-
сторного слоя, обеспечивающие оптимальные характеристики диода и мемри-
сторов. Показано, что метод магнетронного распыления является оптимальным 
для изготовления как диодов, так и мемристоров. Таким образом, все слои 
комбинированного мемристорно-диодного кроссбара, включая проводящие 
дорожки, могут быть изготовлены в одном технологическом цикле.
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Целью настоящей работы является создание измерительного стенда и про-
ведение исследований электрофизических свойств изготовленного комбиниро-
ванного мемристорно-диодного кроссбара: измерение вольт-амперных харак-
теристик кремниевого диода и мемристорно-диодной ячейки; обработка сигна-
лов в цифровом режиме при сложении выходных импульсов нейронов и их 
маршрутизация на синапсы других нейронов, умножение матрицы чисел на 
вектор, которое выполняется в запоминающей матрице при взвешивании и 
суммировании сигналов; ассоциативное самообучение и генерация новых ас-
социаций; а также определение изменения выходного тока ячейки, связанного 
с протеканием паразитных токов через соседние ячейки кроссбара.

Создание измерительного стенда
Вначале были разработаны, а затем изготовлены управляющие периферийные 
электрические схемы на дискретных элементах с КМОП-логикой для обеспе-
чения работы запоминающей и логической матриц, построенных на основе 
комбинированного мемристорно-диодного кроссбара. Схема измерительного 
стенда, представленная на рис. 1, включает в себя: мемристорно-диодный крос-
бар с четырьмя ячейками 1D2M, АЦП для измерения напряжения и четырьмя 
цифровыми портами, подключенными к операционным усилителям для фор-
мирования импульсов, выходные преобразователи ток-напряжение на основе 
операционных усилителей (ОУ). Кроме этого, в эксперименте по ассоциатив-
ному самообучению задействуется электрическая схема на основе ОУ, имити-
рующая частичный функционал нейрона, а именно сравнение выходного тока 
кроссбара, преобразованного в напряжение, с пороговым напряжением. 

 
Рис. 1. Схема измерительного стенда Fig. 1. The measuring stand’s circuit
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Выходные преобразователи ток-напряжение построены на основе операци-
онных усилителей (ОУ) с резистором 1 МОм в качестве отрицательной обратной 
связи (1 мкА преобразуется в 1 В). При измерении выходного тока замкнуты 
переключатели sw 00, sw 01, sw 10 и sw 11, а при измерении выходного напря-
жения — sw 02 и sw 12. В эксперименте по ассоциативному обучению к одной 
из выходных линий массива ячеек через переключатель sn дополнительно под-
ключается электрическая схема упрощенного нейрона на основе ОУ, которая 
при превышении порога с помощью транзистора шунтирует сопротивления в 
обратной связи входных операционных усилителей. Это приводит к резкому 
увеличению коэффициента усиления и, соответственно, большему напряжению 
импульсов. Конденсаторы в обратной связи ОУ служат для подавления само-
возбуждения, возникающего из-за наличия положительной обратной связи через 
три ОУ и один инвертор на транзисторе.

Измерения электрофизических характеристик лабораторных образцов ком-
бинированного мемристорно-диодного кроссбара и питание стенда осущест-
вляются с помощью программируемого источника-измерителя Keithley 
SourceMeter 2400.

Исследования электрических характеристик кроссбара с кремниевым диодом 
В работе [4] изложены результаты изготовления и исследования статических 
характеристик комбинированного мемристорно-диодного кроссбара со струк-
турой TiN/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/ZnO/W. В этой работе указано на то, что вольт-ам-
перная характеристика полупроводникового диода со структурой p-Si/ZnO 
имеет слабую нелинейность по сравнению с аналогичной характеристикой 
кремниевого диода на переходе p-Si/n-Si, промышленно изготовляемым термо-
диффузионным легированием. С целью создания библиотеки параметров мате-
риалов комбинированного кроссбара методом магнетронного распыления был 
изготовлен новый диод со структурой p-Si/n-Si и измерены его электрические 
характеристики. 

Требования к основным характеристикам диода Зенера следующие: сопро-
тивление диода в закрытом состоянии должно быть максимально возможным, 
а в открытом состоянии и при пробое — как можно меньшим; напряжение от-
крытия диода при прямом смещении должно быть минимальным, а напряжение 
обратимого пробоя соответственно должно быть больше напряжения информа-
ционных импульсов.

Из рис. 2 видно, что эти требования лучше выполняются в новой структуре 
диода p-Si/n-Si.

Новый диод был использован при изготовлении мемристорно-диодного 
кроссбара TiN/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/n-Si/W. На рис. 3 хорошо видны взаимно пер-
пендикулярные проводники кроссбара. Пленка мемристорного слоя Ti0,93Al0,07Ox 
имеет фиолетовый цвет, слой диода ZnOx — голубой, а слой n-Si — бежевый.

Вольт-амперные характеристики ячеек комбинированного мемристорно-ди-
одного кроссбара представлена на рис. 4.
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Большое сопротивление закрытого диода приводит к стягиванию гистере-
зиса в обратной ветви вольт-амперной характеристики ячейки, поскольку вклад 
сопротивления диода преобладает над вкладом малого сопротивления мемри-
стора в их общей ВАХ. Такой же эффект наблюдается в кроссбаре [6] (рис. 4а) 
с униполярным мемристором на основе смешанного оксида никеля и титана и 
диодом p-CuO/n-ZnO:In. Как видно из рис. 4б, ячейка с диодом p-Si/n-Si обла-
дает лучшим выпрямляющим свойством по сравнению с ячейкой с диодом p-Si/
ZnOx, поскольку ток в открытой ячейке при положительном напряжении значи-

 
Рис. 2. Сравнение вольт-амперных 
характеристик диодов со структурой 
p-Si/ZnO и p-Si/n-Si

Fig. 2. The comparison of current-
voltage characteristics of diodes  
with the p-Si/ZnO и p-Si/n-Si structure

а                                                                 б 

  

 Рис. 3. Микрофотографии:  
а — кроссбар TiN/
Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/n-Si/W; б — кроссбар 
TiN/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/ZnO/W

Fig. 3. Microphotographs:  
a — the TiN/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/n-Si/W 
crossbar and б — TiN/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/
ZnO/W crossbar
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тельно выше, чем при отрицательном. Высокое выпрямляющее свойство ячей-
ки необходимо для функционирования диодной логики в логической матрице 
и при записи состояний мемристоров в запоминающей и логической матрицах.

 
 Рис. 4. Сравнение ВАХ ячеек 
кроссбаров: а — из работы [6];  
б — зеленая кривая для TiN/
Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/n-Si/W и красная  
для TiN/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/ZnO/W

Fig. 4. The comparison of the crossbars 
i-v circuits: a — from [6];  
б — TiN/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/n-Si/W 
(green) and TiN/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/
ZnO/W (red)

Исследование процессов обработки сигналов в кроссбарах  
для запоминающей и логической матриц
Сложение выходных импульсов нейронов
Входной импульс подается на контакты выбранной ячейки 1D2M кроссбара за-
поминающей матрицы в виде двух импульсов напряжения противоположной 
полярности, абсолютная величина которых меньше порогового напряжения пе-
реключения мемристора. В результате комплементарная пара мемристоров обра-
зует резистивный делитель напряжения. Выходное напряжение ячейки однознач-
но определяется соотношением сопротивлений мемристоров. Выходные напря-
жения ячеек складываются при подключении выходной линии кроссбара к 
усилителю с высокоомным входом и нагрузкой в виде конденсатора. Сложение 
токов, протекающих через закрытые диоды Зенера, происходит при низком вход-
ном сопротивлении усилителя. Взвешивание напряжений входных импульсов с 
последующим суммированием токов уменьшает паразитные токи между ячейка-
ми. На рис. 5 показан выходной ток одной шины матрицы (рис. 3) как результат 
сложения токов из двух ячеек, находящихся в разных синаптических состояниях.

На рис. 5 показано три случая: в первом случае входной импульс напряжения 
подается только на первую ячейку, во втором — только на вторую, а в третьем — на 
обе. При этом первая ячейка имеет положительный вес, вторая — отрицательный. 
Амплитуда выходного тока в третьем случае должна быть равна сумме амплитуд 
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токов в первом и во втором случаях, однако она оказывается меньше ожидаемой, 
что может быть связано с влиянием нелинейной ВАХ селективного диода.

Маршрутизация импульсов на синапсы других нейронов
Логическая матрица с ячейками 1D1M работает в качестве маршрутизатора, 
направляя выходные импульсы нейронов из нейронного блока на синапсы дру-
гих нейронов в запоминающей матрице. При этом в кроссбаре реализуются 
логические вентили «ИЛИ» с помощью диодно-резисторной логики на основе 
селективных диодов и резисторов, подтягивающих выходные проводники 
кроссбара к низкому электрическому потенциалу. 

На рис. 6 показаны выходные напряжения матрицы для трех случаев марш-
рутизации и их представление в виде логического умножения булевой матрицы 
(матрицы преобразования) на входной булевый вектор. Первая компонента 
выходного вектора обозначена как Out[0], вторая — Out[1].

В каждом из трех случаев сначала импульс напряжения появляется на первом 
входе маршрутизатора, а затем на втором. Матрица преобразования первого 
случая обеспечивает только перенаправление импульса напряжения с первого 
входа на второй выход. Матрица преобразования во втором случае обеспечива-
ет взаимное перенаправление импульсов: первый импульс появляется на втором 
выходе, а второй импульс — на первом. В третьем случае первый импульс 
пройдет на оба выхода, а второй импульс — только на первый.

Умножение матрицы чисел на вектор
Запоминающая матрица представляет собой массив синапсов аппаратной ней-
ронной сети. На входные проводники кроссбара запоминающей матрицы при-
ходят импульсы от нейронов, амплитуда напряжения которых затем умножает-
ся на весовые коэффициенты, определяющиеся состоянием мемристоров в 
ячейках матрицы. Получившиеся токи складываются на выходных проводниках, 
как описано в параграфе «Сложение выходных импульсов нейронов».

 
Рис. 5. Сложение выходных токов двух 
ячеек 1D2M с комплементарными 
мемристорами на общей выходной 
шине кроссбара

Fig. 5. The addition of the complementary 
memristor 1D2M cells output currents  
on one common output crossbar 
conductor
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Рис. 6. Маршрутизация импульсов  
с помощью логической матрицы

Fig. 6. The pulses routing by logic 
matrix

Наличие импульсов на входных проводниках в определенный момент вре-
мени можно описать с помощью вектора. Поскольку амплитуда импульсов от 
нейронов всегда одна и та же, то отсутствие импульса можно описать нулем, а 
наличие — единицей. Состояния ячеек запоминающей матрицы при этом мож-
но описать матрицей весовых коэффициентов. Тогда в любой момент времени 
выходные токи запоминающей матрицы будут определяться вектором, являю-
щимся результатом умножения матрицы весовых коэффициентов на вектор 
входных напряжений.

На рис. 7 представлен результат работы запоминающей матрицы размером 
2х2 для трех разных матриц весовых коэффициентов. Первая компонента век-
тора выходных токов обозначена как Out[0], вторая — Out[1].

Как следует из рис. 7, выходной вектор соответствует ожидаемому резуль-
тату, вычисленному по правилу матрично-векторного умножения. Отсутствие 
ожидаемого удвоения амплитуды выходного тока на первом выходе запомина-
ющей матрицы при выполнении последнего умножения вызвано высоким ко-
эффициентом усиления преобразователя ток-напряжение, что привело к превы-
шению максимального напряжения оцифровки АЦП микроконтроллера. 

Паразитные токи в соседних меристорно-диодных ячейках
Организация ячеек в кроссбар без селективных элементов обеспечивает большую 
плотность элементов, но обладает существенным недостатком, связанным с 
протеканием паразитных токов через соседние ячейки. Обработка сигналов при 
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минимизации паразитных токов в соседних мемристорных ячейках с диодом 
Зенера необходима для достижения устойчивого режима и энергоэффективной 
работы сверхбольших матриц. 

На рис. 8 показано изменение выходного тока ячейки 1D2M изготовленного 
кроссбара для запоминающей матрицы с одним мемристором в высокопрово-
дящем состоянии в зависимости от числа соседних ячеек в таком же состоянии. 
Это изменение выходного тока связано с протеканием паразитных токов через 
соседние ячейки. Таким образом проявляется взаимовлияние ячеек. Изначаль-
но мемристоры в соседних ячейках находятся в низкопроводящем состоянии.

Как видно на рис. 8, уменьшение сопротивления мемристоров в соседних 
ячейках не всегда приводит к увеличению тока через измеряемую ячейку. Снача-
ла была открыта ячейка, соединенная с тем же выходным проводником матрицы. 
Затем ячейка, подключенная к тем же входным проводникам. Последней была 
открыта ячейка, не связанная напрямую с измеряемой ячейкой. Немонотонный 
рост тока говорит о зависимости вклада ячеек с мемристором в высокопроводящем 
состоянии от расположения в кроссбаре относительно измеряемой ячейки.

Управляя параметрами диода Зенера, можно увеличить энергоэффективность 
при работе комбинированного кроссбара. Из таблицы 1, в которой приведены 
параметры диодов, следует, что при увеличении нелинейности вольт-амперной 
характеристики диода снижается энергопотребление кроссбара как в запоми-
нающей, так и в логической матрицах.

 
Рис. 7. Результат умножений  
матрицы чисел размером 2×2 на 
двухкомпонентный вектор

Fig. 7. The dot product of the numerical 
2×2 matrix and two-component vector
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Рис. 8. Изменения выходного тока 
ячейки запоминающей с открытыми 
мемристорами в зависимости от числа 
соседних открытых ячеек

Fig. 8. The output current of one cell 
with memristor in low resistance state 
versus a number of adjacent cells  
with the same memristor state

Ассоциативное самообучение и генерация нового знания в аппаратной 
нейросети с запоминающей матрицей
Ассоциативное самообучение запоминающей матрицы происходит, когда инфор-
мационные импульсы, формируемые выходом возбужденного нейрона в нейро-
сети, приводят к усилению его синаптических связей. Усиление связей возбуж-
денного нейрона с нейронами предыдущего слоя имеет место, если в данный 
момент времени эти нейроны тоже оказались возбужденными и сформировали 
на своих выходах информационные импульсы. Обучение синапсов в запомина-
ющей матрице происходит по правилу Хебба, как и в реальном синапсе: сила 
связи между одновременно активировавшимися нейронами увеличивается. Для 
реализации индуцированной долговременной потенциации синапса была выбра-
на схема из трех нейронов. Выходные импульсы двух нейронов через синапти-

Таблица 1 Table 1
Усредненное энергопотребление 
кроссбара 2×2 для логической  
и запоминающей матриц

The average power consumption  
of 2×2 crossbar in the logic  
and memory matrices

Кроссбар  
с диодом

Сопротивление 
диода  

при прямом 
смещении

Сопротивление 
диода  

при обратном 
смещении

Энергопотребление 
в запоминающей 

матрице

Энергопотребление 
в логической 

матрице

p-Si/ZnO 97,3 кОм (1,5 В)
25,8 кОм (3 В)

20,1 кОм (1,5 В)
12,1 кОм (3 В) 1,41 мкВт 6,46 мкВт

p-Si/n-Si 80,7 кОм (1,5 В)
24,5 кОм (3 В)

80,9 кОм (1,5 В)
24,7 кОм (3 В) 1,26 мкВт 4,58 мкВт
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ческие связи, представленные комплементарными мемристорно-диодными 
ячейками, поступают на вход третьего нейрона. При этом один синапс является 
сильным (с высоким весовым коэффициентом), второй — слабым (с низким).

Каждый раунд обучения состоит из двух шагов. На первом шаге входные 
импульсы присутствуют на оба синапса нейрона, на втором шаге импульс при-
ходит только на слабый синапс. Проходя через сильный синапс, импульс вызы-
вает активацию нейрона, что в контексте измерительного стенда выражается в 
превышении порогового напряжения и последующего увеличения амплитуды 
входных импульсов посредством изменения коэффициента обратной связи 
входных ОУ. При этом напряжение на одном мемристоре ячейки слабого синапса 
становится больше порогового. Процесс обучения слабого синапса в течение 
нескольких раундов обучения представлен на рис. 9.

В ходе третьего раунда обучения сопротивление мемристора ячейки слабо-
го синапса становится достаточно малым, чтобы вызвать открытие диода в 
ячейке и появление наблюдаемого импульса тока. Увеличение весового коэф-
фициента изначально слабого синапса отражает возникновение новой ассоци-
ативной связи в сети из трех нейронов.

Заключение
Изготовлена управляющая периферийная электрическая схема на дискретных 
элементах с КМОП-логикой для обеспечения работы запоминающей и логической 
матриц. Создан измерительный стенд, схема которого включает управляющую 
периферийную схему и комбинированный мемристорно-диодный кроссбар.

Проведено исследование электрофизических свойств мемристорно-диодно-
го кроссбара с помощью источника-измерителя Keithley SourceMeter 2400. 
Сделан выбор в пользу кремниевого перехода p-Si/n-Si, поскольку его электри-

 
Рис. 9. Импульсы напряжения, 
отвечающие импульсам выходного 
тока одной из линий запоминающей 
матрицы, полученные в ходе 6 раундов 
ассоциативного самообучения

Fig. 9. The voltage pulses  
from transimpedance amplifier  
of one memory matrix output  
during the 6 rounds of associative 
self-learning
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ческие свойства лучше удовлетворяют требованиям, предъявляемым к диоду 
Зенера, по сравнению с переходом p-Si/ZnO. Изготовлен мемристорно-диодный 
кроссбар со структурой W/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/n-Si/TiN, включающей новый диод. 
Измерения показали, что ячейка кроссбара с диодом p-Si/n-Si обладает лучшим 
выпрямляющим свойством по сравнению с ячейкой с диодом p-Si/ZnOx, по-
скольку ток в открытой ячейке при положительном напряжении значительно 
выше, чем при отрицательном. Высокое выпрямляющее свойство ячейки необ-
ходимо для функционирования диодной логики в логической матрице и при 
записи состояний мемристоров в запоминающей и логической матрицах.

Проведены измерения при обработке сигналов в изготовленном мемристор-
но-диодном кроссбаре в режимах: сложения выходных импульсов нейронов и 
их маршрутизации на синапсы других нейронов, умножения матрицы чисел на 
вектор, которое выполняется в запоминающей матрице при взвешивании и 
суммировании сигналов, а также ассоциативного самообучения. 

Впервые продемонстрирована генерация новой ассоциации (нового знания) в 
изготовленном мемристорно-диодном кроссбаре, в отличие от самообучения в су-
ществующих аппаратных нейросетях с синапсами на базе дискретных мемристоров. 

Определено изменение выходного тока ячейки, связанное с протеканием па-
разитных токов через соседние ячейки. Показано, что, управляя параметрами 
диода Зенера, можно уменьшить энергопотребление комбинированного кроссба-
ра при работе в составе логической и запоминающей матриц. Полученные экспе-
риментальные данные свидетельствуют об эффективной работоспособности 
комбинированного мемристорно-диодного кроссбара, предназначенного для из-
готовления запоминающей и логической матриц.
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Abstract
The aim of this article lies in checking the efficiency of memory and logic matrices. 
Achieving this has required producing a composite memristor-diode crossbar and studying 
its electrophysical properties. For these purposes, the authors have made a measuring bench, 
which consists of a composite memristor-diode crossbar, control peripheral circuitry, based 
on discrete elements with CMOS logic, and Keithley SourceMeter 2400.
The silicon junction p-Si/n-Si has been chosen because its electrical properties better suit 
the Zenner diode’s requirements compared to the p-Si/ZnO junction. The memristor-diode 
crossbar with the TiN/Ti0,93Al0,07Ox/p-Si/n-Si/W structure was made with implementation of a 
new diode. The results show that the crossbar cell with a p-Si/n-Si diode has better rectifying 
properties in comparison with a p-Si/ZnOx diode, because the current in the crossbar cell 
with positive voltage bias is much higher than with negative voltage bias. Strong rectifying 
properties of the cell are necessary for the functioning of diode logic in the logic matrix and 
for memristor state recording in the logic and memory matrices.
The study of electrophysical properties of the composite memristor-diode crossbar, mea-
surement of current-voltage characteristics of the diode and composite memristor-diode 
crossbar cell and signal processing were performed. The signal processing was performed in 
the following modes: addition of output impulses of neurons and their routing to synapses of 
other neurons; multiplication of number matrix by vector, performed in the memory matrix 
with weighing and totalling of signals; and associative self-learning.
For the first time, the generation of a new association (new knowledge) in the composite 
memristor-diode crossbar has been shown, as opposed to associative self-learning in existing 
hardware neural networks with discrete-memristors-based synapses. The change of crossbar 
cell’s output current caused by parasitic currents through adjacent cells has been determined. 
The results show that the control over Zenner diode characteristics allows reducing the power 
consumption of the composite crossbar. Obtained electrophysical characteristics prove the 
efficiency of the composite memristor-diode crossbar, intended for production of the memory 
and logic matrices.

Keywords
Biomorphic neuroprocessor, memory and logic matrices, composite memristor-diode cross- 
bar, electrophysical crossbar properties, current-voltage characteristic, signal processing, 
summation and routing of pulses, matrix-vector product, parasitic currents, energy efficiency.
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Аннотация
Необходимость стохастического моделирования свойств геологических объектов обу-
словлена их существенной неоднородностью и ограниченностью объема фактических 
данных. Существующие методы моделирования в своей постановке в значительной 
степени базируются на стохастическом представлении модельных условий, заложенных 
и реализуемых в кригинге.
В рамках других методов картирования, использующих иные модельные условия, 
необходима выработка новых подходов к постановке задачи и реализации методов 
стохастического моделирования.
В данной работе рассматривается подход, базирующийся на применении вариацион-
но-сеточного метода геокартирования, в котором решение осуществляется на основе 

Цитирование: Плавник А. Г. Стохастическое моделирование в рамках вариационно-се-
точного метода геокартирования / А. Г. Плавник, А. Н. Сидоров // Вестник Тюменского 
государственного университета. Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, 
энергетика. 2020. Том 6. № 3 (23). С. 110-130. 
DOI: 10.21684/2411-7978-2020-6-3-110-130



111Стохастическое моделирование в рамках вариационно-сеточного ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2020.  Том 6. № 3 (23)

минимизации квадратичного функционала с возможностью учета множества разно-
родных данных, в том числе и имеющих стохастическую природу.
Предложен и апробирован метод прямого стохастического моделирования, который 
заключается в формировании минимизируемого функционала из трех составных 
элементов, отвечающих за аппроксимацию данных, за учет общих пространственных 
закономерностей и за вклад случайной составляющей в модельные построения. Метод 
характеризуется небольшим количеством управляющих параметров, с прогнозируемым 
влиянием их изменения на результаты моделирования, применим для моделирования 
как непрерывных, так и категориальных параметров. Обеспечивает простую возмож-
ность построения точной карты математического ожидания множества вариантов 
стохастического моделирования.
Математические особенности реализации подхода, заключающиеся в сведении задачи к 
решению системы линейных алгебраических уравнений с симметричной и положитель-
но-определенной матрицей и в возможности однократного выполнения ее факторизации, 
определяют вычислительную эффективность проведения многовариантных расчетов.
Приведены расчеты, выполненные для двух групп данных с существенно различающи-
мися не только количественными, но и модельными параметрами, демонстрирующие 
возможности и особенности реализации предлагаемого подхода в разных условиях. 
Продемонстрирована возможность согласования параметров вариограмм стохастиче-
ских решений и фактических данных.

Ключевые слова
Геологические объекты, неоднородность свойств, вариационно-сеточный метод, прямое 
стохастическое моделирование, вычислительная эффективность, последовательное 
гауссово моделирование, индикаторное моделирование, кригинг.
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Введение
Недостаток объема и качества фактических данных, характеризующих свойства 
геологических объектов, как правило, не позволяет выполнить моделирование 
их пространственных закономерностей с требуемой для решения практических 
задач детальностью и достоверностью. В этих условиях активно используются 
методы стохастического моделирования и расчета множества возможных вари-
антов построений, позволяющие осуществлять вероятностную оценку неодно-
родности распределения изучаемых свойств и на этой основе принимать реше-
ния по оптимизации процессов геологоразведки и разработки месторождений 
минеральных ресурсов.

Стохастическое моделирование свойств геологических объектов, активно 
развиваемое с 1970-х гг., отличается разнообразием применяемых подходов и 
областей практического приложения [5, 13, 20, 21]. Одним из наиболее распро-
страненных алгоритмов является метод последовательного гауссова моделирова-
ния, который активно используется при вероятностном описании непрерывных 
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величин. При описании категориальных переменных используется метод усечен-
ного гауссова моделирования. Для обоих типов данных используются методы 
последовательного индикаторного моделирования и моделирования отжига. 
Разработаны и применяются методы объектного моделирования, позволяющие 
учитывать и описывать сложную геометрию изучаемых объектов. Эти методы 
находят применение при решении широкого спектра прикладных вопросов, на-
пример, при моделировании гидрогеологических условий [14, 15], при модели-
ровании пространственного расположения литофаций [9, 10, 19], распространения 
трещин [1, 16], при обработке пиксельных изображений земной поверхности [12], 
в задачах оптимизации расположения нефтегазодобывающих скважин [11] и во 
многих других задачах геологического моделирования [2, 7, 18 и др.].

Общим для широко используемых методов стохастического моделирования 
является требование обеспечения идентичности плотности распределения и 
пространственной корреляционной структуры в результатах моделирования 
соответствующим показателям, прослеживаемым в исходных данных [5, с. 185]. 
Такая постановка задач моделирования в значительной степени базируется на 
стохастическом представлении модельных условий пространственных законо-
мерностей, заложенных и реализуемых в кригинге. 

В рамках других методов картирования, использующих иные модельные 
условия для описания пространственных закономерностей изменения свойств 
геологических объектов, необходима выработка других подходов к постанов-
ке задачи и реализации методов стохастического моделирования. Перспектив-
ность развития таких подходов, с одной стороны, обусловлена дополнительным 
расширением сферы применимости этих методов картирования, а с другой — 
возможным повышением эффективности решения прикладных задач по срав-
нению существующими подходами, в определенной мере ограниченными 
модельными рамками. 

В данной работе эта задача рассматривается для подхода, реализующего ва-
риационно-сеточный метод (ВСМ) геокартирования [3, 4, 6], в котором модельные 
условия формулируются в виде уравнений в частных производных по простран-
ственным координатам и статистические закономерности, прослеживаемые в 
экспериментальных данных, напрямую не могут быть учтены. Однако этот метод 
отличается простотой решения задач картирования с использованием множества 
разнородных данных, в том числе имеющих стохастическую природу. 

Несмотря на длительный период развития ВСМ, вопросы стохастического 
моделирования ранее детально не рассматривались. Это связано в первую оче-
редь с большим выбором возможных модельных условий и с необходимостью 
сужения их рамок для получения конкретного подхода, допускающего, с одной 
стороны, простоту практического приложения, а с другой — обеспечивающего 
решение для широкого класса прикладных задач. 

В данной работе приведены подходы и результаты, отражающие материалы 
первых этапов исследований и свидетельствующие, как представляется, о зна-
чительном потенциале этого направления.

Плавник А. Г., Сидоров А. Н. 
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Основные элементы вариационно-сеточного метода геокартирования
Обобщенная постановка задачи в рамках ВСМ, применимая для решения ши-
рокого круга задач, представлена в [6]. Здесь приводятся лишь краткие сведения 
об этом методе, необходимые для дальнейшего изложения.

Значения картируемой поверхности в ВСМ аппроксимируются функцией, 
определяемой в виде линейной комбинации набора базисных функций 𝑔𝑔 

m(x, y):

𝑆𝑆�𝑥𝑥,𝑦𝑦� ����𝑔𝑔��𝑥𝑥,𝑦𝑦�
�

, 

где fm — коэффициенты. 
Решение задачи геокартирования осуществляется на основе минимизации 

функционала, представляющего собой сумму слагаемых, определяемых квадра-
тами невязок расчетных и фактических данных и невязок между задаваемыми 
модельными условиями (количество которых не ограничено) и закономерностями, 
прослеживаемыми в результатах картирования. Слагаемые входят в функционал 
с весовыми коэффициентами, которые позволяют управлять соотношением точ-
ности аппроксимации данных и согласованности с модельными условиями.

Квадратичность минимизируемого функционала относительно неизвестных 
параметров определяет простоту решения для такого класса задач, которое в 
конечном итоге сводится к решению системы линейных алгебраических урав-
нений относительно неизвестных коэффициентов fm. В качестве базисных 
функций 𝑔𝑔 

m(x, y) используются бикубические В-сплайны на регулярной прямо-
угольной сетке, что обеспечивает сильную разреженность матрицы системы 
уравнений, надежность и высокую вычислительную эффективность решения.

Использование весовых коэффициентов и детальности сетки в качестве 
управляющих параметров позволяет добиваться согласования необходимой 
точности результатов и их соответствия модельным условиям. Возможность 
аддитивного включения в минимизируемый функционал множества разнород-
ной информации обеспечивает особую гибкость метода. Метод реализован в 
программном комплексе GST [8, 17], в рамках которого получены представлен-
ные далее результаты.

В данной работе составная часть функционала, определяемая фактическими 
данными, имеет стандартный для метода наименьших квадратов вид:

Ф� � ����𝑆𝑆�𝑥𝑥� ,𝑦𝑦�� � ����
 

���
, 

где zi — фактические значения параметра в точке (xi, yi), ρz — весовой коэффициент.
И наиболее часто используемые при картировании априорные условия со 

стабилизаторами минимума поверхности и минимума кривизны применяют-
ся в качестве модельных. В первом варианте ограничиваются первые произ-
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водные искомой функции S(x, y) (Sx и Sy), и минимизируемый функционал 
имеет вид:

 Ф� � Ф� � �� � ���� � ����
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,                                 �1�  (1)

где ρs — весовой коэффициент. Во втором ограничиваются вторые производные 
(Sxx, Sxy и Syy), и функционал имеет вид:

 Ф� � Ф� � �� � �𝑆𝑆��� � 2𝑆𝑆��� � 𝑆𝑆��� �
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.            �2�  (2)

Отметим, что решение зависит от соотношения весовых коэффициентов, а 
не от их абсолютных значений. Увеличение веса на данные (ρz) приводит к по-
вышению точности аппроксимации, а увеличение веса на стабилизатор (ρs) 
приближает решение к трендовой плоскости, горизонтальной для варианта (1) 
или к наклонной для варианта (2).

Метод прямого стохастического моделирования 
Для реализации стохастического моделирования в данной работе в минимизи-
руемый функционал добавляется дополнительное слагаемое, зависящее от 
функции ξ(x, y), значения которой задаются в узлах сетки в виде случайных 
чисел с заданным законом распределения.

При отсутствии трендовой составляющей в качестве дополнительного мо-
дельного условия принято допущение о линейной близости картируемого по-
казателя и функции ξ:

, 

где a и b — коэффициенты, отвечающие за масштабирование и смещение слу-
чайной составляющей (отметим, что в рамках ВСМ оптимальное значение па-
раметра b может определяться одновременно с решением задачи картирования).

При наличии тренда (T) это условие имеет вид:

. 
С учетом этого дополнительного условия задача преобразуется к миними-

зации функционала следующего вида:

Ф� � Ф∗ � �� � �� � � � �� � ���
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑, 

где Ф* = Фs при использовании стабилизатора минимума поверхности и Ф* = Фc 
при использовании стабилизатора минимума кривизны.

Плавник А. Г., Сидоров А. Н. 
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Такой метод прямого стохастического моделирования (ПСМ)1 представляет 
собой простой вариант для реализации, не требующий использования продви-
нутых возможностей ВСМ. В рамках этого метода решение зависит от соотно-
шения весовых коэффициентов ρz, ρs, ρξ и масштабирующего множителя a. 
Выбор соотношения весовых коэффициентов позволяет согласовывать условия 
точности картирования и приближенного соблюдения задаваемых модельных 
закономерностей. Параметр a позволяет контролировать величину дисперсии 
картируемого показателя.

Объекты исследования и результаты детерминированного картирования
Исходными для последующих построений являются фактические данные опре-
деления глубин залегания кровли продуктивных пластов, полученные по ре-
зультатам интерпретации геофизических исследований в скважинах на двух 
месторождениях Западной Сибири. Одно из них (месторождение I) изучено 
небольшим числом (семь) разведочных скважин. Другое (месторождение II) 
охарактеризовано большим количеством (около 850) эксплуатационных скважин. 
Выбор таких групп данных с существенно различающимися не только количе-
ственными, но и модельными параметрами направлен на то, чтобы продемон-
стрировать возможности и особенности реализации предлагаемого подхода в 
разных условиях. 

На рис. 1 приведены результаты двух вариантов построения карт по данным 
месторождения I с использованием стабилизатора минимума поверхности (а, в) 
и минимума кривизны (б, г) без внесения стохастической составляющей в 
функционал. Точками отмечены места расположения скважин. Построения 
выполнены в области 40 на 25 км по сетке с шагом 0,25 км.

Отметим, что на всех рисунках цветовая гамма соответствует глубинам, 
отраженным в легенде. Но из-за различий в перепаде картируемых глубин шаг 
изолиний на рис. 1а, 1в и 1г составляет 2 м, а на рис. 1б — 10 м. 

Варианты (в) и (г) отличаются наличием дополнительного условия близости 
среднего значения по всей области к среднему значению параметра по факти-
ческим данным (Sср). В этом случае к функционалу Фs или Фc добавляется с 
собственным весовым коэффициентом ρa слагаемое

� �� � �ср�2
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

1 Альтернативный подход (метод модельного стохастического дополнения) состоит в 
непосредственном включении случайных компонентов в параметры модельных ус-
ловий. Он предоставляет более широкие возможности для моделирования, но и более 
сложен в практическом использовании. Рассмотрение этого подхода выходит за 
рамки данной работы.
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Рис. 1. Варианты детерминированного 
картирования по данным месторождения I

Fig. 1. The variants of the field I data 
deterministic mapping

Среднее значение кровли пласта, по фактическим данным, составляет 
2 380,5 м, среднеквадратичное отклонение — 11,2 м. Максимальная ошибка ап-
проксимации данных для всех вариантов составляет около 0,05 м. Среднее зна-
чение картируемой поверхности по области для варианта (а) составляет 2 358,6 м, 
для варианта (б) — 2 383,7 м, для вариантов (в) и (г) — 2 380,5 м, среднеквадра-
тичные отклонения равны 2,8 м, 24,4 м, 1,4 м и 2,0 м соответственно.

По второму месторождению глубины кровли пласта изменяются от 1 538,5 м 
до 1 668,9 м, при среднем значении 1 630,3 м и среднеквадратичном отклонении 
17,8 м. На рис. 2 приведены результаты двух вариантов детерминированного 
картирования с использованием стабилизатора минимума поверхности (а) и 
кривизны (б). Здесь и на последующих рисунках места расположения скважин 
также отмечены точками. Расчеты проведены по области 52 на 40 км с шагом 
0,25 км. Максимальная ошибка аппроксимации фактических данных составля-
ет около 0,06 м. Для варианта (а) среднее значение картируемой поверхности 
составляет 1 626,8 м, для варианта (б) — 1 636,6 м соответственно. 

Построения с условием близости результата картирования к среднему зна-
чению по фактическим данным по этому месторождению не проводились, по-
скольку здесь явно прослеживается нелинейный тренд. На рис. 2в приведена 
карта тренда, построенная с использованием стабилизатора минимума кривизны, 

Плавник А. Г., Сидоров А. Н. 
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которая в последующем используется в качестве основы для расчетов в задаче 
стохастического моделирования. 

Среднеквадратичное отклонение трендовой поверхности от фактических 
значений оставляет 5,5 м, при максимальной разнице в 22,3 м. 

Результаты стохастического моделирования
Представленные далее в данной работе результаты применения метода ПСМ 
получены в рамках следующей технологической последовательности: 

1. Значения функции ξ генерируются соответствующими нормальному за-
кону распределения, с нулевым средним значением и единичной диспер-
сией. Отметим, что в общем случае в рамках метода ПСМ закон распре-
деления может быть произвольным. Более того, этот закон может быть 
разным в различных часть области картирования. 

2. Для соотношения параметров ρs и ρξ рассматривается несколько вариан-
тов — 1:1, 2:1, 5:1 и 10:1. Параметр a при отсутствии тренда определяет-
ся из условия близости среднеквадратичного отклонения картируемого 
показателя в узлах сетки к значению этого показателя по фактическим 

 
Рис. 2. Варианты детерминированного 
картирования по данным месторождения II

Fig. 2. The variants of the field II 
data deterministic mapping
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данным, а при наличии тренда — из условия близости дисперсии расчет-
ных и фактических отклонений от трендовой поверхности. 

3. Весовой коэффициент на данные подбирается из условия достижения 
заданной точности аппроксимации фактических данных — значения 
максимального отклонения около 0,05 м по месторождению I и около 
0,09 м по месторождению II. 

Расчеты показывают, что изменение весового коэффициента на данные не 
оказывает существенного влияния на показатели вариативности построенной 
карты, и поэтому технология последовательного подбора параметра a, а затем 
коэффициента ρz обеспечивает требуемые результаты и легко реализуема.

Влияние выбора параметров на результаты построений
Значимое влияние на вид результирующих карт оказывает соотношение пара-
метров ρs и ρξ. При использовании общей функции случайного поля ξ с увели-
чением веса на стабилизатор увеличиваются размеры выделяемых структурных 
элементов, но сохраняются общие черты в пространственных закономерностях 
изменения картируемого показателя. Примеры результатов моделирования при 
соотношениях ρs и ρξ 2:1 и 10:1 приведены на рис. 3а и 3б соответственно.

Характерные закономерности прослеживаются в виде вариограмм отклоне-
ния фактических данных от трендовых значений построенных карт в узлах 
расчетной сетки — с увеличением соотношения ρs к ρξ увеличивается ранг 
(рис. 4). Для сопоставления на этом же рисунке приведена экспериментальная 
вариограмма.

Очевидно, что, исходя из такого сопоставления, может быть выбран вариант, 
наиболее согласующийся с закономерностями, прослеживаемыми в фактических 
данных. В данном случае наиболее близкое соответствие прослеживается в 
варианте с соотношением весовых коэффициентов 5:1.

 
Рис. 3. Результаты моделирования  
при соотношениях коэффициентов  
ρs и ρξ 2:1 (а) и 10:1 (б)

Fig. 3. The simulation results, ratio  
of the coefficients ρs and ρξ 2:1 (а)  
и 10:1 (б)

Плавник А. Г., Сидоров А. Н. 
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Рис. 4. Вариограммы при различных 
соотношениях коэффициентов ρs и ρξ

Fig. 4. The variograms for different 
ratios of the coefficients ρs and ρξ

Выбор различных стабилизаторов приводит к существенному различию вида 
локальной вариативности параметра (рис. 5), хотя точность аппроксимации 
фактических данных и стандартные отклонения значений в узлах сетки по обе-
им картам близки.

В этом случае в вариограммах, построенных по значениям в узлах сетки, 
также наблюдаются существенные различия в рангах (рис. 6). Интересно отме-
тить, что больший ранг характерен для варианта (а), для которого на карте 
(рис. 5а) визуально выражена явно большая локальная вариативность значений.

 
Рис. 5. Результаты моделирования  
при стабилизаторе минимума 
поверхности (а) и кривизны (б)

Fig. 5. The simulation results:  
(a) — at surface minimum and  
(б) — at curvature minimum stabilizer
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Рис. 6 Вариограммы результатов 
картирования при стабилизаторах 
минимума поверхности (а)  
и минимума кривизны (б)

Fig. 6. The variograms of mapping 
results: (a) — surface minimum and 
(б) — curvature minimum stabilizer

Еще одним из основных управляющих параметров при картировании в 
рамках ВСМ является шаг сетки. На рис. 7 приведены результаты стохастиче-
ского моделирования на основе одной случайной функции ξ, при одинаковом 
соотношении весовых коэффициентов, но с разными шагами сетки — 0,25 км (а) 
и 0,5 км (б).

Несмотря на существенно большую локальную изменчивость картирования 
при меньшем шаге и в целом меньшую согласованность в деталях этих двух 
карт, стандартное отклонение значений в узлах отличается незначительно — 
11,0 м для варианта (а) и 10,8 м для варианта (б).

 
Рис. 7. Результаты расчетов с шагами 
сетки 0,25 км (а) и 0,5 км (б)

Fig. 7. The simulation results with the grid 
steps of 0.25 km (a) and 0.5 km (б)

Плавник А. Г., Сидоров А. Н. 
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Для вариантов расчетов по второму месторождению со значительно большим 
количеством данных наблюдений, используемых при картировании, наблюда-
ются такие же общие закономерности влияния управляющих параметров на 
конечные результаты. Рисунки по этому месторождению здесь не приводятся, 
чтобы не перегружать статью иллюстративным материалом.

Подчеркнем, что представленный в данной работе метод ПСМ не зависит 
напрямую от стохастических закономерностей, которые могут быть прослеже-
ны в массиве фактических данных. Построения выполняются при модельных 
условиях достаточно общего вида. Однако небольшое количество управляющих 
параметров и предсказуемость влияния их изменения на конечный результат 
моделирования позволяют легко обеспечить приближенное выполнение неко-
торых свойств, характерных для конкретных фактических данных. 

Это представляется важным достоинством метода, поскольку при стохасти-
ческом моделировании, так же как и при детерминированном картировании, 
достоверность результата определяется в первую очередь не формальными 
критериями, а экспертной оценкой специалиста-геолога (с использованием 
различных, в том числе и формальных критериев). Выше было показано, что в 
качестве таких критериев могут эффективно реализовываться условия согласо-
вания стандартных отклонений и вида вариограмм, полученных по фактическим 
данным и по значениям результатов моделирования в узлах расчетной сетки.  
В общем случае могут быть использованы и другие формальные критерии.

Многовариантное моделирование
Многовариантное стохастическое моделирование осуществляется за счет по-
строений с использований различных функций случайной составляющей ξ. При 
этом настройка модельных параметров может осуществляться только для первой 
реализации функции ξ1, а для последующих вариантов случайной составляющей 
(ξi) они могут использоваться неизменными.

Результаты построений при сохранении значений управляющих параметров 
ρz, ρs, ρξ и масштабирующего множителя a, но при различных вариантах гене-
рации случайной составляющей ξi, хотя весьма существенно отличаются в де-
талях, но в целом приводят к единообразному характеру вида карт. На рис. 8 
приведены по два примера таких реализаций картирования, выполненных с 
использованием стабилизатора минимума поверхности и соотношения параме-
тров ρs и ρξ равного 5:1. На рис. 8а представлены результаты моделирования по 
данным месторождения I, на рис. 8б — по данным месторождения II.

При этом, как показывают расчеты, статистические показатели результатов 
различных вариантов — точность аппроксимации фактических данных и стан-
дартное отклонение значений карты в узлах сетки — сохраняются близкими. 
В таблице 1 представлены подтверждающие это результаты пяти вариантов 
моделирования по обоим месторождениям, которые построены при единых 
значениях управляющих параметров, подобранных при реализации первого 
варианта.
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Рис. 8. Варианты стохастического 
моделирования

Fig. 8. The variants of the stochastic 
simulation

Вместе с тем, как видно из приведенных результатов, при небольшом объ-
еме фактических данных (месторождение I) стандартное отклонение и макси-
мальное значение ошибки аппроксимации в вариантах 2-5 преимущественно 
возрастает по сравнению с вариантом 1. При большом количестве данных 
(месторождение II) значимость конкретного вида случайной составляющей 
слабо сказывается на средних показателях точности аппроксимации. 

Вычислительные и прикладные особенности метода ПСМ
Полученные результаты свидетельствуют о том, что применение метода ПСМ не 
вызывает сложностей технической реализации и приемлемо при решении прак-
тических задач для непрерывных переменных. Здесь представляется необходимым 
кратко остановиться на нескольких вычислительных и прикладных вопросах.

Предварительно отметим еще раз, что решение задачи геокартирования с 
применением ВСМ сводится к решению системы линейных алгебраических 
уравнений. Для рассматриваемого здесь метода ПСМ эта система имеет вид:

. 

Плавник А. Г., Сидоров А. Н. 
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Здесь f — вектор искомых коэффициентов сплайнов, ξ — вектор значений слу-
чайной функции ξ(x, y) в узлах расчетной сетки. Матрица системы A зависит от 
расположения точек с данными, от вида выбранного стабилизатора и весовых 
коэффициентов ρz, ρs, ρξ. Вектор правой части h зависит от значений фактических 
данных, трендовой поверхности T и коэффициента ρz. Матрица C прямо про-
порциональна параметру a и зависит от расположения фактических точек и 
весовых коэффициентов ρz, ρξ. 

Одно из важных следствий этого заключается в том, что, при равенстве нулю 
среднего значения случайной составляющей ξ и независимости ее значений в 
узлах сетки (реализация этих условий не вызывает затруднений), математическое 
ожидание f * значений множества реализаций метода ПСМ (при постоянных 
управляющих параметрах) может быть легко определено расчетом с нулевым 
значением управляющего параметра a:

𝑓𝑓∗ � ���ℎ .

Таблица 1 Table 1
Статистические показатели 
результатов стохастического 
моделирования

The statistical parameters  
of the stochastic simulation results

№  
варианта

Погрешность аппроксимации (м) Ст. отклонение  
значений в узлах 

сеткиСр. кв. отклонение Макс. отклонение

Соотношение весовых коэффициентов 

2:1 5:1 10:1 2:1 5:1 10:1 2:1 5:1 10:1

Месторождение I

1 0,03 0,03 0,03 0,05 0,05 0,05 11,2 11,2 11,2

2 0,06 0,03 0,05 0,09 0,05 0,08 11,0 11,0 11,1

3 0,05 0,03 0,05 0,09 0,05 0,08 11,2 11,2 11,2

4 0,05 0,03 0,04 0,1 0,05 0,09 11,0 11,0 11,0

5 0,04 0,03 0,05 0,08 0,05 0,08 11,0 11,0 11,1

Месторождение II

1 0,01 0,01 0,01 0,09 0,09 0,09 5,36 5,43 5,49

2 0,01 0,01 0,01 0,09 0,1 0,1 5,38 5,52 5,63

3 0,01 0,01 0,01 0,08 0,09 0,09 5,28 5,33 5,36

4 0,01 0,01 0,01 0,1 0,11 0,1 5,33 5,39 5,40

5 0,01 0,01 0,01 0,08 0,09 0,09 5,31 5,38 5,42
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Фактически построение карты математического ожидания результатов сто-
хастического моделирования получается обычной реализацией ВСМ с допол-
нительным учетом трендовой составляющей. В частности, для варианта моде-
лирования по данным месторождения I карты математического ожидания по 
своему виду близки к картам, приведенным на рис. 1в и 1г. 

На рис. 9 приведена карта математического ожидания результатов стохасти-
ческого моделирования по месторождению II при соотношении весовых коэффи-
циентов ρs и ρξ равном 5:1. В этом случае, соответственно, прослеживаются общие 
черты трендовой составляющей (рис. 2в) и локальные особенности карты, по-
строенной с использованием стабилизатора минимума поверхности (рис. 2а).

Другое следствие, важное для повышения эффективности численной реа-
лизации метода ПСМ, связано с тем, что матрица A является симметричной и 
положительно определенной и допускает решение с помощью факторизации

, 
где L — треугольная матрица, а D — диагональная. Это определяет возможность 
лишь однократной факторизации матрицы и последующего использования 
этого разложения для решения уравнений, правая часть которых меняется в 
зависимости от варианта выбора значений вектора ξ.

Представленные выше в работе постановка решения задачи в рамках метода 
ПСМ, результаты его применения, вычислительные и прикладные особенности 
относятся только к моделированию непрерывных параметров. Однако этот метод 
очевидным образом может быть использован и для стохастического моделиро-
вания возможных вариантов распределения и категориальных параметров ана-
логично тому, как это реализуется в существующих индикаторных методах.  

 
Рис. 9. Карта математического 
ожидания результатов стохастического 
моделирования по месторождению II

Fig. 9. The map of stochastic simulation 
results’ mathematical expectation  
for the field II
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И, соответственно, все отмеченные особенности постановки задач, их вычисли-
тельной эффективности, обеспечения согласованности с вероятностными пара-
метрами массива фактических данных в полной мере справедливы и для реали-
зации индикаторного варианта метода прямого стохастического моделирования.

В своей основе метод ПСМ существенно отличается от других методов 
стохастического моделирования, и при его использовании не обеспечивается 
согласование результатов моделирования с заданными (или определенными по 
фактическим данным) вероятностными условиями, такими как функции рас-
пределения и вариограммы. Но, как представляется, это не принципиально 
важно с прикладных позиций. 

С одной стороны, практика показывает, что удовлетворение формальным 
критериям этих методов не гарантирует получения приемлемого содержатель-
ного результата. С другой, эмпирические закономерности — в первую очередь 
вариограммы — как правило, весьма далеки от строгих функциональных зави-
симостей. И, в-третьих, как свидетельствуют приведенные выше результаты, 
приемлемое согласование результатов моделирования в рамках метода ПСМ с 
закономерностями, прослеживаемыми в фактических данных, может быть обе-
спечено. Задача такого согласования, несомненно, требует отдельного, более 
детального рассмотрения.

Чрезвычайно важным в этом отношении является то, что в методе ПСМ 
осуществляется явное разделение трех составных элементов, отвечающих за 
точность аппроксимации фактических данных, за добавление случайной состав-
ляющей в построение и за контроль пространственных закономерностей при 
удалении от точек с данными. Это обеспечивает возможность гибкого и в опре-
деленной степени независимого управления соответствующими свойствами 
результатов моделирования.

Отмеченные особенности метода составляют надежную и потенциально пер-
спективную основу для дальнейшего развития этого направления стохастическо-
го моделирования в рамках вариационно-сеточного метода геокартирования.

Заключение
Необходимость стохастического моделирования в решении геологических 
задач обусловлена ограниченностью объема имеющихся экспериментальных 
определений свойств изучаемых объектов и существенным влиянием неоднород- 
ности их строения на эффективность разведки и эксплуатации месторождений.  
К настоящему времени разработаны и применяются на практике множество 
методов моделирования, основанных на заложенных и реализуемых в кригинге 
модельных условиях, с воспроизведением плотности распределения и простран-
ственной корреляционной структуры, прослеживаемых в исходных данных. Это 
в определенной степени ограничивает возможности этих методов границами 
таких модельных условий.

Представленный в данной работе подход базируется на применении вариа-
ционно-сеточного метода геокартирования, в котором модельные условия фор-
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мулируются в виде уравнений в частных производных, а решение осуществля-
ется на основе минимизации функционала с возможностью учета множества 
разнородных данных, в том числе и имеющих стохастическую природу. 

Предложенный и апробированный в работе метод прямого стохастического 
моделирования заключается в формировании функционала из трех составных эле-
ментов, отвечающих за аппроксимацию данных, за учет общих пространственных 
закономерностей и за вклад случайной составляющей в модельные построения.

Метод реализуется в рамках существующего программного обеспечения и 
характеризуется небольшим количеством управляющих параметров, с прогнози-
руемым влиянием их изменения на результаты моделирования. Особенности его 
математической постановки и численной схемы обеспечивают вычислительную 
эффективность при многовариантных расчетах. Он применим для стохастическо-
го моделирования как непрерывных, так и категориальных параметров. В целом 
это определяет перспективность использования метода прямого стохастического 
моделирования свойств геологических объектов в решении прикладных задач.
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Abstract
The need for stochastic modeling of the geological objects properties is due to their significant 
heterogeneity and the limited amount of data. The existing simulation methods, in their 
formulation, are largely based on the stochastic representation of the model settings laid 
down and implemented in kriging. Within the framework of other mapping methods that use 
other model conditions, developing of novel approaches to the problem formulation and to 
implementation of stochastic simulations methods is necessary.
In this paper, we consider an approach based on the application of the variational-grid method 
of geological mapping. The method is based on minimizing the quadratic functional with ability 
taking into account a variety of heterogeneous data, including those of a stochastic nature. 
The direct stochastic simulation method is proposed and tested. It consists in application 
of the functionality, which includes three constituent elements responsible for: 1) the data 
approximation, 2) taking into account general spatial patterns, and 3) for the contribution of 
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the random component to the model constructions. The main features of the method are as 
follows: 1) a small number of control parameters, 2) a predictable effect of their changing 
on the simulation results, 3) it provides an easy way to accurately mapping the mathematical 
expectation of the stochastic simulations options variety, and 4) it is applicable for modeling 
both continuous and categorical parameters.
The mathematical implementation of the approach allows reducing the problem to solving 
a system of linear algebraic equations with a symmetric and positive definite matrix. This 
determines the multioptional calculations’ computational efficiency due to a single execution 
of matrix factorization. The calculations are presented for two groups of data with significantly 
different both quantitative and model parameters, demonstrating the possibilities and features 
of the proposed approach implementation under different conditions. The calculations testify 
that the variograms’ parameters of the stochastic solutions and of the actual data could be 
coordinated.
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Geological objects, property heterogeneity, variational-grid method, direct stochastic simulation, 
computational efficiency, sequential Gaussian simulation, indicator simulation, kriging.
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Аннотация
Главное назначение любой модели — давать возможность для изучения объекта моделиро-
вания и протекающих в нем процессов, в т. ч. и для получения прогнозных характеристик. 
В связи с этим возникает вопрос, какие математические модели целесообразно применять 
для анализа и сопровождения разработки залежей нефти, в частности для оценки взаимо- 
влияния добывающих и нагнетательных скважин.
Характерными особенностями математического моделирования разработки месторождений 
является то, что залежи нефти располагаются в природных пластах, которые не поддаются 
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непосредственному наблюдению, а также то, что в пластах протекают сложные филь-
трационные процессы, обусловленные строением пласта. Поэтому для математического 
моделирования разработки, с одной стороны, могут применяться сложные численные ги-
дродинамические модели, опирающиеся на понимание пространственного распределения 
свойств пластов, в которых имеется возможность для детального описания фильтрационных 
процессов, а с другой стороны, могут применяться и относительно простые аналитические 
модели, в которых отсутствует необходимость в задании пространственного распределения 
свойств, но описание фильтрационных процессов является существенно упрощенным по 
сравнению с гидродинамическими моделями. Следовательно, практическая ценность резуль-
тата моделирования зависит от того, насколько правильно выбран подход к моделированию. 
Для задачи оценки взаимовлияния скважин выбор численной или аналитической модели 
должен исходить из понимания прогностической способности рассматриваемых моделей. 
Поскольку такая способность зависит как от возможности детального описания фильтра-
ционных процессов, так и от необходимости учитывать пространственное распределение 
свойств пластов, то изначально нельзя сделать вывод о том, какая модель характеризуется 
лучшей прогностической способностью. Выявить уровень прогностической способности 
можно, рассмотрев задачу оценки взаимовлияния скважин для синтетических моделей 
нефтяных залежей. 
В статье результаты исследований получены на примере десяти синтетических моделей. 
На «фактические» данные работы скважин были настроены численные гидродинамические 
модели и аналитические модели CRM. По методу ретроспективного теста получено, что 
аналитические модели характеризуются более высокой прогностической способностью, 
нежели численные. 

Ключевые слова
Взаимовлияние скважин, обратная задача, Capacitance-Resistive Models (CRM), гидро-
динамическое моделирование.
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Введение
Одной из основных задач при добыче нефти из зрелых месторождений, разра-
батываемых с поддержанием пластового давления, является регулирование 
работы нагнетательных скважин в целях повышения эффективности добычи 
нефти. Как правило, выбор режимов работы нагнетательных скважин состоит 
в анализе взаимовлияния добывающих и нагнетательных скважин, который 
проводится на основе гидродинамического моделирования. Гидродинамическое 
моделирование является трудоемким процессом, который зачастую не может 
быть выполнен в оперативном порядке. Следовательно, возникает необходимость 
в использовании более простых, чем гидродинамическое моделирование, под-
ходов к анализу и прогнозированию работы скважин.

В статье [3] описаны несколько методов для оценки взаимовлияния скважин 
на основе фактических данных их работы. Однако не все из этих методов по-
зволяют выполнять и прогнозные расчеты, т. е. решать задачу обоснования 
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решений по регулированию системы поддержания пластового давления не 
только с позиции анализа, но и с позиции прогнозирования. Более того, нельзя 
исключать, что разные инструменты моделирования могут иметь неодинаково 
надежную прогностическую способность. Поэтому выбор инструмента для 
обоснования решений по регулированию работы нагнетательных скважин дол-
жен исходить не только из возможности этого инструмента осуществлять про-
гноз работы скважин, но и из того, насколько надежен такой прогноз. 

В связи с этим целью данной работы было изучение прогностической спо-
собности численной и аналитической моделей на примере оценки взаимовлия-
ния скважин. В роли численной модели выступает гидродинамическая модель 
(ГДМ), в роли аналитической — модель CRM [4]. ГДМ создана в симуляторе 
tNavigator, модель CRM — в программном продукте «Ариадна», разработанном 
в Тюменском нефтяном научном центре. 

Метод и объекты исследования
Метод исследования заключается в том, что ГДМ и CRM адаптируются на фак-
тические данные по добыче и по закачке, полученные на «эталонной» синтети-
ческой ГДМ, а затем на этих адаптированных моделях проводятся прогнозные 
расчеты, результаты которых сопоставляются с результатами прогнозных рас-
четов, полученных на эталонной ГДМ.

Всего был создано 10 эталонных ГДМ (размерностью 63 х 50 х 1 ячеек по 
50 х 50 х 10 м каждая). На рис. 1 приведен пример полей проницаемости эта-
лонных моделей 1 и 4, в которых присутствуют линзы в районах добывающих 
скважин и непроницаемый разлом. Остальные эталонные модели отличались 
от этих только конфигурацией разлома или проницаемостью линз. Адаптируе-
мые модели отличаются от эталонных тем, что в них отсутствуют линзы или 
разломы, при этом значения проницаемости расчетных ячеек, в которых распо-
лагаются скважины (ассоциируемые со значениями проницаемости призабойных 
зон), являются во всех моделях одинаковыми. Такая постановка задачи практи-
чески имитирует реальную ситуацию, когда имеются лишь фрагментарные 
данные о пласте, а процесс адаптации модели не гарантирует ее полное соот-
ветствие реальному объекту. Также для всех адаптируемых и эталонных ГДМ 
одинаковыми приняты «фоновые» поля проницаемости. Все адаптируемые 
модели изначально не имеют никаких различий между собой, а приобретают 
их только в результате процесса адаптации. Поля песчанистости и пористости 
являются однородными и одинаковы для всех моделей.

Во всех ГДМ на внешней границе пласта задаются граничные условия, со-
ответствующие отсутствию притока. На скважинах (шесть добывающих и две 
нагнетательные), расположенных по пятиточечной системе с шагом 500 м, за-
даются граничные условия в виде немонотонной, находящейся в противофазе 
динамики приемистости для нагнетательных скважин (рис. 2) и постоянного 
забойного давления для добывающих скважинах. Такие граничные условия на 
скважинах позволяют однозначно интерпретировать обусловленность динами-
ки дебита жидкости. 



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

134

Модель CRM, результаты расчетов на которой сопоставляются с результа-
тами расчетов на ГДМ, представляет собой формулу для дебита жидкости и в 
варианте CRMP [4] и имеет вид:
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 — приемистость; Jj — коэффициент продуктивности; 
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 — забойное давление; τj = (ct Vp / J)j — константа времени; fij = qij(t) / ii(t) — 
коэффициент влияния i-ой нагнетательной скважины на j-ю добывающую (коэф-
фициент взаимовлияния скважин); NP — количество добывающих скважин.  

                      Модель 1           Модель 4 
 Рис. 1. Поля проницаемости 
«эталонных» моделей 1 и 4

Fig. 1. Permeability fields  
of the “reference” models 1 and 4

 
Рис. 2. Динамика приемистости Fig. 2. The changes in injectivity
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Как видно из формулы (1), в модели CRM отсутствует необходимость в задании 
пространственных полей свойств. Более того, в модели CRM величина абсолютной 
проницаемости прямо не входит — она присутствует косвенно в величинах коэф-
фициентов продуктивности скважин и косвенно отражается на величинах коэффи-
циентов взаимовлияния скважин.

Заметим, что существует несколько методов, позволяющих использовать 
CRM в двухфазном (нефть, вода) варианте [1]. Тем не менее в рассматриваемой 
задаче используется расчет только по жидкости. Такая постановка позволяет, с 
одной стороны, исключить фактор особенностей моделирования двухфазной 
фильтрации в CRM, а с другой стороны — сконцентрироваться на изучении 
прогностической способности моделей, исходя только из представлений о стро-
ении пласта. Изучение прогнозных свойств ГДМ и CRM в двухфазной поста-
новке представляет предмет дальнейших исследований.

В практике гидродинамического моделирования расчеты на ГДМ при ее 
адаптации, как правило, проводятся в режиме контроля по дебитам жидкости, 
при этом настройка модели проводится по динамике дебитов нефти и забойных/
пластовых давлений. В рассматриваемом случае, учитывая особенности модели 
CRM, адаптация ГДМ, так же как и адаптация CRM, проводилась при контроле 
по забойному давлению, а настройка проводилась по дебиту жидкости, причем 
в ГДМ это достигалось за счет корректировки коэффициентов продуктивности 
скважин — т. е. так, как это обычно происходит на практике гидродинамиче-
ского моделирования.

Оценка качества адаптации осуществлялась относительно дебита жидкости на 
всем временном отрезке работы скважин, на котором проводилась адаптация мо-
дели. Для этого использовалась суммарная невязка, которая рассчитывалась как: 

 𝜀𝜀� � 100%
𝑇𝑇� ��𝑞𝑞 �,�э � 𝑞𝑞 �,�

р

𝑞𝑞 �,�э
� ,

��

���
  (2)

где Tj — число временных шагов работы j-й скважины; 𝜀𝜀� � 100%
𝑇𝑇� ��𝑞𝑞 �,�э � 𝑞𝑞 �,�

р

𝑞𝑞 �,�э
� ,

��

���
 

 — дебит жидкости 
скважины в эталонной модели; 𝜀𝜀� � 100%

𝑇𝑇� ��𝑞𝑞 �,�э � 𝑞𝑞 �,�
р

𝑞𝑞 �,�э
� ,

��

���
 

 — дебит жидкости скважины в адаптиру-
емой модели.

Адаптация модели CRM проводилась в автоматическом режиме с иденти-
фикацией значений управляющих параметров Jj, τj, fij путем минимизации це-
левой функции:

 � �  ��𝑞𝑞�,�э �𝑞𝑞�,�
р

𝑞𝑞�,�э
�
�
→ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, � � 1, …𝑁𝑁𝑁𝑁

��

���
. 

 

 (3)

Оценка качества адаптации CRM проводилась по той же формуле (2), что и 
для ГДМ. В таблице 1 представлено сравнение результатов адаптации ГДМ и 
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CRM по скважинам для каждой из десяти существующих эталонных моделей. 
Видно, что качество адаптации модели СRM значительно превышает качество 
адаптации ГДМ. 

Изучение прогностической способности
Исследование прогностической способности ГДМ и CRM проводилась по ме-
тоду ретроспективного теста. Ретроспективный тест состоит из двух частей. 

На первом этапе проводится адаптация ГДМ и CRM, но не для всего вре-
менного диапазона работы скважин, а только для его части, составляющей на-
чальные 1/3 всего временного диапазона. Таким образом, история разработки 
составляет интервал времени 0-240 мес., а прогноз — 241-720 мес. 

На втором этапе адаптированные ГДМ и CRM работали в режиме забойно-
го давления на добывающих скважинах и динамики приемистости на нагнета-
тельных скважинах, взятых для оставшегося прогнозного интервала времени. 
В конечном итоге прогностическая способность ГДМ и CRM оценивалась, ис-
ходя из сопоставления суммарных невязок дебита жидкости на прогнозном 
интервале времени, рассчитанных по формуле (2).

Шевцов Н. О., Степанов С. В., Поспелова Т. А.

Таблица 1 Table 1
Невязки добычи адаптированных 
ГДМ и CRM

The discrepancy of mining  
the adapted HDM and CRM

Тип  
математической  

модели
Скв.

Модели пласта

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ГДМ

P1 0,6 1,9 14,3 10,0 6,8 6,9 10,0 10,1 3,4 1,2

P2 0,1 0,5 15,2 16,4 4,2 4,3 15,6 14,6 0,2 0,3

P3 0,1 2,3 13,3 32,5 10,9 9,5 14,0 13,8 5,3 13,5

P4 1,5 3,8 13,9 36,3 11,1 11,4 17,0 24,3 4,6 14,5

P5 0,1 0,4 12,5 12,2 3,3 3,5 13,7 13,0 0,1 0,4

P6 0,2 2,0 21,2 11,2 8,3 8,5 12,0 11,1 2,6 1,8

CRM

P1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

P2 0,1 0,1 0,1 0,2 0,0 0,0 0,3 0,1 0,1 0,1

P3 0,0 0,1 3,1 9,4 0,1 0,1 3,6 3,7 0,1 0,1

P4 0,0 0,1 3,9 12,1 0,1 0,1 5,2 13,1 0,1 0,1

P5 0,1 0,1 0,1 0,1 0,0 0,0 0,1 0,1 0,1 0,1

P6 0,1 0,1 0,8 0,4 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
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В таблице 2 приведены значения невязки (2) для ретроспективного теста. 
Видно, что невязки для ГДМ практически для всех моделей и всех скважин 
превышают невязки для CRM. Такая картина ясно показывает, что прогности-
ческая способность модели зависит не столько от того, насколько модель физи-
чески содержательна (здесь, очевидно, преимущество за ГДМ по сравнению с 
CRM), а от того, насколько возможно вложить в модель представления о стро-
ении моделируемых объектов (здесь, очевидно, преимущество за CRM по 
сравнению с ГДМ).

Другими словами, ГДМ, в отличие от CRM, позволяя учитывать простран-
ственное распределение свойств, теряет свою практическую значимость по 
причине того, что для реальных объектов (пластов) отсутствует возможность 
точного задания этих свойств. Данная особенность усиливается при увеличении 
сложности моделируемого объекта. Это видно на примере моделей 1 и 4, для 
которых невязка по прогнозной добыче жидкости заметно различается (табли-
ца 2). Такое различие обусловлено наличием в модели 1 линз, а в модели 4 — 
разлома (рис. 1).

На рис. 3 показаны динамики дебита жидкости для скважины P3 по эталон-
ной модели и по адаптированным ГДМ и CRM. Из сопоставления рис. 2 и 3 
видно, что динамика дебита для скважины P3 по ГДМ согласуется с динамикой 

Таблица 2 Table 2
Невязка прогнозной добычи 
скважин в ГДМ и CRM

The discrepancy of the predicted  
production in HDM and CRM

Тип  
математической  

модели
Скв.

Модели пласта

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ГДМ

P1 0,5 2,0 16,9 13,0 8,5 8,7 12,2 13,2 4,1 1,2

P2 0,1 0,4 17,7 20,7 5,2 5,5 20,7 16,9 0,2 0,3

P3 0,1 2,8 15,3 43,9 11,8 11,0 16,1 15,8 5,9 17,1

P4 1,4 4,4 18,4 40,2 13,2 14,5 22,5 32,5 5,7 16,5

P5 0,1 0,4 16,3 14,4 3,9 4,3 15,5 17,2 0,1 0,4

P6 0,2 2,3 27,9 13,0 9,2 9,8 13,8 12,8 3,1 1,7

CRM

P1 0,3 0,2 0,8 1,0 0,7 0,7 0,9 1,0 0,4 0,3

P2 0,1 0,1 1,1 1,2 0,3 0,3 1,4 1,0 0,1 0,1

P3 0,4 0,2 4,0 11,8 0,9 0,9 4,9 4,9 0,6 0,5

P4 0,4 0,2 5,3 13,9 1,0 1,0 7,0 15,8 0,7 0,5

P5 0,1 0,1 0,9 0,9 0,2 0,2 0,9 1,0 0,1 0,1

P6 0,3 0,2 1,9 1,5 0,8 0,8 1,0 1,0 0,5 0,3
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приемистости скважины I2. В то время как по эталонной модели и по модели 
CRM картина обратная: динамика дебита для скважины P3 полностью согласу-
ется с динамикой приемистости по скважине I1. Такая картина обусловлена тем, 
что в адаптируемой ГДМ отсутствует протяженный разлом, который имеется в 
эталонной модели 4. Данный разлом блокирует влияние скважины I2 на сква-
жину P3, но при этом скважина P3 имеет динамику дебита, полностью согласу-
ющуюся с динамикой приемистости скважины I1.

 
Рис. 3. Динамики прогнозных дебитов 
жидкости для скв. P3 в модели 4

Fig. 3. The changes in fluids’ predictive 
debits for the well R3 in the model 4

Аналогичная ситуация имеет место и для скважины P4. Более того, в срав-
нении с другими добывающими скважинами, для модели 4 из таблицы 2 видно, 
что для скважин P3 и P4 невязка наибольшая. Это связано с тем, что данные 
скважины расположены ближе к нагнетательным скважинам, изолированным 
от них разломом, чем к не изолированным от них разломом нагнетательным 
скважинам. Другими словами, для скважин P3 и P4 влияние не изолированных 
от них нагнетательных скважин слабее, поскольку возмущения от этих нагне-
тательных скважин «перехватываются» другими, более близкими к ним, добы-
вающими скважинами. А значит, при постоянном забойном давлении их фак-
тическая динамика приемистости является менее представительной, чем для 
других скважин. Такая ситуация приводит к тому, что для пластов, на которых 
существенен фактор влияния закачки на работу добывающих скважин, вероят-
ность ошибиться при адаптации модели по скважинам с непредставительной 
динамикой фактических данных становится выше, чем для скважин с более 
представительной динамикой фактических данных.

Для анализа эффективности заводнения удобно использовать диаграммы ко-
эффициентов взаимовлияния скважин. На рис. 4 показаны диаграммы накопленных 
(рассчитанных за весь период работы скважин) коэффициентов взаимовлияния 
для скважины I2 в моделях 1 и 4, полученные по ГДМ и по CRM. Заметим, что 
коэффициенты взаимовлияния по ГДМ рассчитаны с использованием линий тока, 
трассируемых по найденным в результате расчетов на ГДМ полям скоростей.

Шевцов Н. О., Степанов С. В., Поспелова Т. А.
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          Модель 1 Скв. I2 Модель 4 Скв. I2 
 Рис. 4. Диаграммы коэффициентов 

влияния скважин
Fig. 4. The diagrams of the coefficients 
of the wells’ influence

Как видно из рис. 4, в безразломной модели 1 наблюдается несоответствие 
значений коэффициентов взаимовлияния из CRM и эталонной ГДМ, в то 
время как для модели 4 (наличие разлома) соответствие практически идеаль-
но. Это связано с тем, что модель CRM формально «завязана» на согласован-
ность динамик приемистости и дебита. Поэтому в безразломной модели 1 
для скважин P1 и P4, наиболее удаленных от скважины I2 и испытывающих 
большее влияние со стороны работающей в «противофазе» скважины I1, 
коэффициенты взаимовлияния получились заметно отличающимися от эта-
лонных значений. Аналогичная ситуация наблюдается и для остальных 8 мо-
делей, где для группы моделей с протяженными непроницаемыми разломами 
обеспечивается высокая точность совпадения значений коэффициентов, а для 
моделей с наличием только локальных разломов или их отсутствием наблю-
дается расхождение. 

Из рис. 4 также видно, что для адаптируемой ГДМ и эталонной ГДМ имеет 
место противоположная картина — совпадение значений коэффициентов в 
безразломных моделях и различие в моделях с разломами. Это связано с тем, 
что в ГДМ коэффициенты взаимовлияния формируются согласно картине линий 
тока. Другими словами, чем ближе в адаптируемой ГДМ представления о стро-
ении пласта к тому, что имеет место в эталонной ГДМ, тем больше совпадение 
в коэффициентах взаимовлияния. 

Как видно из таблицы 2, по CRM и адаптируемой ГДМ невязка прогнозной 
добычи для модели 1 ниже, чем для модели 4. Интересно, что такая ситуация 
имеет место при неполной картине в соответствии коэффициентов взаимовлия-
ния по модели 1 для CRM, рис. 4. Следовательно, прогностическая способность 
модели не зависит в первую очередь от точности в идентификации конкретных 
параметров моделей. Необходимо понимать, что данное обстоятельство являет-
ся следствием специфики решения обратной задачи на этапе адаптации модели, 
на которое накладывает отпечаток и внутреннее содержание самой модели [2].
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Заключение
Проведенное исследование прогностических способностей моделей ГДМ и CRM 
по оценке взаимовлияния добывающих и нагнетательных скважин показывает, 
что в случае, когда не имеется надежных представлений о строении пластов, 
относительно простые аналитические модели CRM имеют более высокую про-
гностическую способность, нежели сложные численные ГДМ. Это означает, что 
при математическом моделировании разработки месторождений с целью ана-
лиза эффективности заводнения и выработки решений, фактор незнания точно-
го распространения свойств является более весомым, чем фактор детальности 
в описании фильтрационных процессов. Поэтому для оценки взаимовлияния 
скважин предпочтительнее использовать простые аналитические модели типа 
CRM, а не сложные ГДМ.
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Abstract
The main purpose of any model is to provide an opportunity to study the model object and 
the processes running in it for obtaining the predictive characteristics, among other reasons. 
In this connection, it is important to know, which mathematical models can help in analyzing 
and supporting oil deposit development, in particular, in assessing the mutual influence of 
production and injection wells.
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The characteristic features of mathematical modeling of field development include the oil 
deposits being located in natural formations that cannot be directly observed, as well as the 
complex filtration processes taking place in the formations due to the formation structure. 
Therefore, the mathematical modeling of development can be both complex and simple. On the 
one hand, it may use complex numerical hydrodynamic models, based on the understanding of 
spatial distribution of reservoir properties, which have an opportunity for detailed description 
of filtration processes. On the other hand, the modeling may use relatively simple analytical 
models, which have no need to specify the spatial distribution of properties; yet, the description 
of filtration processes is significantly simplified in comparison with hydrodynamics. Therefore, 
the practical value of the modeling result depends on the right approach to modeling.
The task of estimating the mutual influence of wells requires the choice of numerical or 
analytical model to be based on understanding of the predictive ability of the models under 
consideration. Since such ability depends both on the ability to describe filtration processes 
in detail and on the need to take into account the spatial distribution of reservoir properties, 
it is initially impossible to conclude, which model has the best predictive ability. It becomes 
possible to reveal the level of predictive ability when considering the problem of mutual well 
impact assessment for synthetic models of oil deposits.
This article presents the results of studies in the case of ten synthetic models. Numerical 
hydrodynamic models and analytical CRM models were set up for “actual” data of well 
operation. Using the retrospective test method, the authors have shown that the analytical 
models have a higher predictive power than the numerical models.

Keywords
Mutual influence of wells, inverse problem, Capacitance-Resistive Models (CRM), hydro-
dynamic modeling.
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