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ТЕПЛОФИЗИКА  
И ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ТЕПЛОТЕХНИКА

Яков Борисович ГОРЕЛИК1 
Артур Харисович ХАБИТОВ2

УДК 624.139

РОЛЬ ТЕПЛОИЗОЛЯЦИИ СКВАЖИН ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ 
РАССТОЯНИЯ МЕЖДУ УСТЬЯМИ В РАЙОНАХ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ МНОГОЛЕТНЕМЕРЗЛЫХ ГРУНТОВ*

1	 доктор геолого-минералогических наук, 
заведующий лабораторией тепломассообменных явлений, 
Институт криосферы Земли, 
Тюменский научный центр Сибирского отделения РАН 
gorelik@ikz.ru

2	 аспирант, Институт криосферы Земли, 
Тюменский научный центр Сибирского отделения РАН; 
инженер, Гипротюменнефтегаз 
prof.power@yandex.ru

Аннотация
Предложен метод расчета минимального расстояния между устьями скважин в районах 
распространения многолетнемерзлых грунтов. На основе анализа и сравнения результатов 

*	 Работа выполнена согласно госзаданию по Программе фундаментальных  
исследований РАН IX.135.2 (проект IX.135.2.4).

Цитирование: Горелик Я. Б. Роль теплоизоляции скважин при определении расстояния 
между устьями в районах распространения многолетнемерзлых грунтов / Я. Б. Горелик, 
А. Х. Хабитов // Вестник Тюменского государственного университета. Физико-матема-
тическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. 2019. Том 5. № 2. С. 10-26.
DOI: 10.21684/2411-7978-2019-5-2-10-26
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расчетов показано, что применение теплоизоляции скважин существенно сокращает рас-
четное минимальное расстояние между устьями в сравнении с конструкциями без ее ис-
пользования. При этом экономия в объемах отсыпки кустовых площадок может достигать 
30-50%. Еще более значительная экономия может быть достигнута для газовых скважин 
при снижении минимального расстояния от 40 м (заложенного в Правилах безопасности 
в 2013 г.) до расчетного значения. Для адекватного определения параметров области 
протаивания необходимо (в отличие от существующей практики) учитывать совместное 
тепловое действие скважин в кусте. Этот фактор необходимо принимать во внимание для 
всех районов распространения многолетнемерзлых грунтов, однако с продвижением на 
север неточность в расчетах, связанная с исключением его из рассмотрения, возрастает.

Ключевые слова
Мерзлые породы, оттаивающие породы, скважина, параметры области протаивания, 
теплоизоляция, расстояние между устьями.

DOI: 10.21684/2411-7978-2019-5-2-10-26

Введение
Строительство и эксплуатация добывающих скважин на северных месторожде-
ниях в ряде случаев приводят к осложнениям, связанным с тепловым воздействи-
ем на мерзлые грунты, их протаиванием и осадками. Протаивание вблизи скважин 
происходит на всю мощность мерзлой толщи, что даже для слабольдистых грун-
тов может вызвать осадки значительной величины. В соответствии с замечания-
ми Н. А. Цытовича [14, с. 222] в этом случае можно говорить о просадках мерзлых 
грунтов при оттаивании. Вызванные этим осложнения могут быть связаны с ис-
чезновением боковой опоры для крепи скважины при значительной просадке 
оттаявших льдистых грунтов в некотором интервале глубин и, как следствие, 
потерей ее продольной устойчивости под действием нагрузок от веса конструкции 
[1]. Также это может повлечь возникновение дополнительных осевых нагрузок, 
обусловленных влиянием оттаявшей массы грунта [5, 12]. Величина нагрузки 
может достигать значений, способных привести к потере продольной устойчиво-
сти крепи при сохранении боковой опоры на оттаявшие грунты [6], а также к 
значительным пластическим деформациям элементов конструкции, приводящим 
к ее разрушению [5, 15].

Тепловое воздействие на грунты существенно возрастает при кустовом 
способе разработки месторождений вследствие совместного теплового влияния 
скважин. Под действием веса эксплуатационного и ремонтного оборудования 
при слиянии таликов может возникнуть опасность потери несущей способности 
мерзлого основания, перекрывающего область протаивания в приустьевой зоне. 
Важными параметрами протаивания, определяющими прочность мерзлого 
основания и величину механических воздействий на крепь скважин, являются 
крутизна границы оттаивания в верхней части разреза и характеристика ее по-
ложения в каждый момент времени.
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Учет совместного действия скважин на величину возникающих дополни-
тельных нагрузок на крепь в настоящее время остается практически неизучен-
ным, что, вероятно, является главным элементом неопределенности в проекти-
ровании конструкций скважин при кустовом способе разработки. Эта неопре-
деленность диктует необходимость довольно частых изменений в требованиях 
по ограничению минимального расстояния между устьями в соответствующих 
нормативных документах. На сегодняшний день принято максимальное огра-
ничение (40 м) для газовых скважин и два радиуса протаивания для скважин 
иных типов [10]. Расстояние 40 м представляется завышенным даже для весьма 
сложных геокриологических условий, что приводит к значительному увеличе-
нию трудозатрат и стоимости строительства, но его применение оправдано 
отсутствием достаточных знаний о рассматриваемых негативных процессах. 
Условие же для иных типов скважин (по радиусам протаивания) является фи-
зически противоречивым, поскольку существенно завышает расстояние между 
устьями для слабольдистых, малопросадочных и достаточно прочных в оттаяв-
шем состоянии грунтов по сравнению с сильнольдистыми грунтами (слабыми 
в механическом отношении в оттаявшем состоянии) [3].

В работе [8] путем сравнения результатов расчетов параметров протаивания 
вблизи отдельной скважины и для двух скважин в кусте показано, что при рас-
чете динамики протаивания в зоне расположения куста скважин необходимо (в 
отличие от существующей практики) учитывать их совместное тепловое влия-
ние. Без такого учета ошибка в расчетах оказывается существенной — смыкание 
таликов происходит значительно раньше принимаемого времени эксплуатации 
скважин. Учет совместного влияния скважин увеличивает минимальное рас-
четное расстояние между устьями (при этом риски возникновения аварийных 
ситуаций снижаются). Для газовых скважин (при нормированном расстоянии 
между устьями 40 м) предлагаемый способ расчета приводит к существенной 
экономии в отсыпке (при гарантии отсутствия слияния таликов на весь срок 
эксплуатации). Для месторождения средних размеров эта экономия в объемах 
насыпи оценивается не менее чем в 150 000 м3 дефицитного материала.

Вместе с тем на экономичность выбора минимального расстояния между 
устьями существенное влияние может оказать применение теплоизоляции в кон-
струкции крепи, которая снижает тепловое воздействие скважины на мерзлые 
породы. Этот фактор не рассмотрен в предшествующих публикациях. Настоящая 
работа имеет целью исследование этого влияния. Ниже для этого будут исполь-
зованы расчетные методы, охарактеризованные и примененные в работе [8].

Характеристика расчетных условий
При проектировании и строительстве кустов скважин изыскания в целях опре-
деления свойств грунтов на глубину просадочной толщи проводятся лишь в 
исключительных случаях [3], и обычно эти свойства известны весьма прибли-
зительно. По этой причине, несмотря на то что современные вычислительные 
методы и программные продукты позволяют учесть практически все важные 
факторы (неоднородность свойств грунтов по разрезу, сезонные колебания 
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температуры, сложный характер теплообмена грунтов с добываемым флюидом, 
наличие определенного количества незамерзшей воды в грунте при отрицательных 
температурах и т. д.), указанное обстоятельство лишает смысла отклонения от 
простейших вариантов постановки задачи, которые используются в настоящей 
работе. Тем не менее полученные ниже результаты будут определенным ориен
тиром при выяснении роли совместного влияния скважин и применения тепло-
изоляции в процедуре выбора минимального расстояния между устьями. Эти 
результаты могут быть уточнены при наличии более полной информации о свой-
ствах грунтов и иных данных. Маловероятно, однако, что уточненные расчеты 
могут принципиально изменить качественные выводы о роли такого влияния.

Расчеты проведены для однородного по физическим и теплофизическим 
свойствам массива грунта (раздельно в мерзлом и талом состояниях). Для всех 
вариантов расчета приняты следующие характеристики (для талого грунта принят 
индекс u, для мерзлого — f): коэффициенты теплопроводности λu = 1,75 Вт/м ∙ град, 
λf = 1,80 Вт/м ∙ град; объемная теплоемкость Сu = 2,68 · 106 Дж/м3  ∙ град, Cf = 
= 2,20 · 106 Дж/м3 ∙ град; объемный вес скелета грунта γs = 1 500 кг/м3; влажность 
w = 0,2; переход единицы объема мерзлого грунта в талое состояние характери-
зуется величиной скрытой объемной теплоты κv = κ · γs · w, где κ = 3,34 · 105 Дж/кг 
(κv = 108 Дж/м3).

Рассматривается простейшая теплоизолированная конструкция скважины, 
которая характеризуется следующим набором параметров [13]: НКТ диаметром 
и толщиной стенки d0 = 73 × 5,5 мм, эксплуатационная колонна d2 = 168 × 12 мм, 
кондуктор d3 = 245 × 11 мм, теплоизоляция оформлена термокейсом по внешней 
поверхности насосно-компрессорной трубы (НКТ) с внешним диаметром термо-
кейса d1 = 109 мм и имеет толщину δi = 12,5 мм, коэффициент теплопроводности 
теплоизоляции λi = 0,03 Вт/м  ∙  град. Между термокейсом и эксплуатационной 
колонной имеется газовая прослойка толщиной δi = 29,5 мм, эффективный коэф-
фициент теплопроводности которой принимается равным λg = 0,52 Вт/м ∙ град 
[13]. Межтрубное пространство между эксплуатационной колонной и кондукто-
ром, а также затрубное пространство зацементированы арктическим цементом 
до устья. Внешний диаметр цементного кольца имеет диаметр d = 400 мм, коэф-
фициент теплопроводности цемента принят λs = 0,6 Вт/м ∙ град [13], теплопровод
ность стали — λst = 46 Вт/м ∙ град. Предполагается, что теплоизоляция НКТ вы-
полнена на нескольких звеньях приустьевого участка, а общая длина этих звеньев 
полностью перекрывает мощность просадочного при оттаивании слоя мерзлых 
пород. В качестве примера рассматривается залегающий с поверхности слой по-
род мощностью H = 80 м. В сравнительных расчетах используется конструкция 
скважины без теплоизоляции, в которой промежуток между НКТ и эксплуатаци-
онной колонной полностью заполнен газом с коэффициентом теплопроводности, 
как принято выше, а остальные параметры сохраняются прежними.

Расчетная область и граничные условия
В настоящей работе с целью отбора оптимальных вычислительных инструментов 
сравнительный анализ результатов расчета минимального расстояния между  
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скважинами в кусте (для двух обозначенных выше конструкций) проводится тремя 
способами: а) для бесконечной галереи одинаковых скважин; б) для куста с конеч-
ным числом скважин; в) для совокупности параллельных трубопроводов в неогра-
ниченном пространстве. Преимущество расчетов для галереи заключается в воз-
можности выбора наиболее простой конфигурации расчетной области, которая 
обусловлена симметрией расположения скважин и их идентичностью. При этом 
результаты такого расчета обеспечиваются максимальным «запасом», поскольку 
тепловое воздействие всей совокупности скважин галереи в каждой точке массива 
грунта превышает такое воздействие в любом кусте с конечным количеством сква-
жин и с идентичным расстоянием между устьями. Далее приводится сравнение 
результатов расчета для галереи и конечного куста, которые демонстрируют вели-
чину возникающего расхождения. В завершающей части приводится обоснование 
упрощенной методики расчетов, заменяющей скважины в полубесконечном мас-
сиве на систему трубопроводов в неограниченном массиве, максимально сокраща-
ющую время расчетов при сохранении достаточной их точности.

Схематическое изображение расчетной области для бесконечной галереи скважин 
в полубесконечном массиве грунта приведено на рис. 1. Скважины располагаются 
вдоль осевой линии OY, расстояния между ними одинаковы и равны L∞. В силу име-
ющейся симметрии общее температурное поле в рассматриваемом массиве может 
быть определено по температурному полю в минимальном фрагменте — вертикаль-
ной полубесконечной (вдоль осей OX и OZ) полосе конечной ширины L∞/2, выделен-
ной на рис. 1 коричневым цветом. В численных расчетах протяженность этой полосы 
ограничена размерами расчетной области: в направлении OZ — мощностью проса-
дочного слоя H, в направлении OX — протяженностью радиуса теплового влияния 
скважин l(τe) за принимаемый срок эксплуатации τe [4]. Величина τe принята равной 
30 лет, а соответствующее значение l(τe) = 80 м. Таким образом, расчетная область 
для вычислительной процедуры характеризуется размерами параллелепипеда в со-
ответствующих осях: L∞/2 × l(τe) × H с отброшенной четвертью круга в начале коор-
динат (радиусом d/2, равным радиусу внешнего цементного кольца). Отметим, что 
плоскость Y = L∞/2 совпадает с плоскостью симметрии SS, разделяющей галерею 
скважин на две половины (рис. 1).

Постановка задачи для определения динамики температурного поля в зоне вли-
яния скважин с учетом фазовых переходов в грунтовой влаге, конечно-разностный 
аналог исходных уравнений, разбиение расчетной области на ячейки и другие детали 
вычислительной процедуры достаточно подробно изложены в работах [2, 8].

Граничные условия для рассматриваемой задачи в случае галереи скважин 
приняты в следующем виде: в силу симметрии температурного поля относи-
тельно плоскостей X = 0, Y = 0, Y = L∞/2 в любой момент времени τ нормальная 
проекция теплового потока q на них принимается равной нулю. Такое же (ну-
левое) значение для величины q принято для плоскостей X = l(τe) и Z = H в силу 
их удаления от источников тепла (действующих по нормали к этим поверхностям) 
на расстояние, превышающее радиус теплового влияния в конце срока эксплуа-
тации. Поскольку сезонные колебания температуры не являются определяющими 
при расчете расстояния между устьями [8], на верхней границе грунтового  
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массива (Z = 0) принимается граничное условие первого рода. Оно задает равен-
ство температуры на этой поверхности t(τ) постоянному среднегодовому значению 
t0(t(τ) = t0), которое также совпадает с постоянной по разрезу начальной темпера-
турой грунта (для северных регионов t0 < 0 °С). Теплообмен скважины с грунта-
ми происходит кондуктивно через многослойную стенку. В пренебрежении из-
менением температуры добываемого флюида в направлении, перпендикулярном 
потоку, этот теплообмен полностью характеризуется эффективным коэффициен-
том теплопроводности стенки λef , который определяется соотношением [9]:

.
 
(1)

Соответственно, теплообмен на контакте внешнего цементного кольца с грун-
том записывается в виде граничного условия 3-го рода:

,
                                  (2)

Рис. 1. Схема расчетной области  
для галереи скважин
Примечания: а) план; б) разрез. Цвет: 
зеленый — скважины; коричневый — 
расчетная область. SS — плоскость 
симметрии между соседними скважи-
нами. Остальные обозначения см.  
в тексте.

Fig. 1. The plan of the calculation area 
for a number of boreholes
Notes: a) the plan; б) the cross-section. 
Colors: green — boreholes; brown — 
the calculation area. SS is the symmetry 
plane between neighboring boreholes. 
Other definitions are in the text.
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где 22 YXr += — радиальная координата; tl — пластовая температура добы-
ваемого флюида; ta — неизвестная температура (°С) на контакте цемента с грун-
том (является функцией времени и определяется на каждом итерационном шаге 
в процессе расчета); a, a0-a6 — радиусы определенных выше соответствующих 
цилиндрических элементов конструкции крепи (a0 = d0/2 и т. д.).

Результаты расчета для галереи сопоставляются с результатами для куста, 
включающего две скважины (что обеспечивает минимальное совместное тепло-
вое воздействие на грунт по сравнению с галереей). Расчетная область для двух 
скважин принята в форме прямоугольного параллелепипеда с двумя вертикаль-
ными отверстиями, соответствующими продольным осям скважин (рис. 2). Рас-
стояние между скважинами равно L2. Вдоль горизонтальной прямой, соединяющей 
скважины, расстояние от устья каждой из скважин до ближайшей внешней гра-
ницы расчетной области принято равным 80 м, а от этой прямой в перпендику-
лярном направлении — также 80 м. Глубина расчетной области (от поверхности) 
во всех случаях составляет 80 м. Граничные условия выбираются из тех же сооб-
ражений, что и для галереи, и идентичны им для соответствующей плоскости 
симметрии (SS), внешних границ области и на контакте скважины с грунтом.

Многовариантный расчет динамики трехмерных температурных полей с учетом 
фазовых переходов в грунтовой влаге, который лежит в основе определения  
минимального расстояния по моменту смыкания таликов, является довольно 
сложным, трудоемким и занимает значительное время. В силу того, что свойства 
грунтов при этом определяются недостаточно точно, такой способ расчета не 
всегда может быть оправданным. В такой ситуации целесообразно искать более 
простой путь решения расчетной проблемы, обладающий достаточной точно-
стью и способный составить основу численных оценок. Изложим здесь кратко 
предпосылки такого способа. 

Рис. 2. Схема расчетной области  
для куста из двух скважин

Примечания: a) план; б) разрез. Цвет: 
зеленый — скважины; коричневый — 
расчетная область. SS — плоскость 
симметрии между скважинами.  
Остальные обозначения см. в тексте.

Fig. 2. The plan of the calculation area 
for a group of two boreholes

Notes: a) the plan; б) the cross-section. 
Colors: green — boreholes; brown — 
the calculation area. SS is the symmetry 
plane between boreholes. Other definitions 
are in the text.

Горелик Я. Б., Хабитов А. Х.
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Пространственная форма фазовой границы в координатах Y, Z имеет искрив-
ление вблизи поверхности массива, обусловленное влиянием ее отрицательной 
(среднегодовой) температуры. Протяженность участка искривления в глубину 
зависит от времени работы скважины, однако в любой момент имеется такая 
глубина, ниже которой фазовая граница принимает форму вертикальной прямой 
(рис. 3а-3г). Т. е. ниже этой глубины радиус протаивания имеет постоянное (мак-
симальное) по глубине значение (ξ1(τ)) для заданного момента времени τ. Способ 
определения расстояния между устьями по радиусу протаивания согласно [10] 
допускает однозначное толкование, если под радиусом протаивания подразуме-
вается именно это максимальное значение. Если исключить из рассмотрения 
изменение температуры в приповерхностных слоях (важное для иных задач экс-
плуатации скважин) и сосредоточиться только на вопросе определения минималь-
ного расстояния, то важным оказывается только динамика движения вертикально 
падающего участка границы оттаивания и время до смыкания этих границ от 
соседних скважин. В этой части разреза тепловые потоки горизонтальны с высо-
кой точностью, что означает возможность рассмотрения вопроса в условиях 
плоской задачи для параллельных труб в бесконечном пространстве. Вычисли-
тельная программа для такого случая более проста, а алгоритм перебора вариан-
тов и длительность вычислений сокращаются. Такая вычислительная программа 

Рис. 3. Положение фазовой границы  
в зоне влияния отдельной скважины

Примечания: а) вариант II; б) вариант 
IIi; в) вариант III; г) вариант IIIi. Цвет: 
синий — 10 лет; зеленый — 20 лет; 
красный — 30 лет эксплуатации.

Fig. 3. Location of the phase boundary  
in the influence zone of a single borehole

Notes: a) variant II; б) variant IIi;  
в) variant III; г) variant IIIi. Colors: blue —  
10 yrs; green — 20 yrs; red — 30 yrs  
of operations.
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использована здесь в качестве третьего способа расчета, а результаты вычислений 
по ней сопоставлены с двумя предыдущими. Граничные условия для плоской 
задачи в основном повторяют те, что изложены для трехмерных аналогов. Главное 
отличие состоит в том, что исчезает необходимость в граничном условии на верх-
ней границе полупространства (ввиду отсутствия этой границы).

Варианты расчета
Рассматриваемые примеры вычислений ограничены двумя вариантами значений 
температуры добываемого флюида tw = +30 и +50 °С и двумя вариантами темпе-
ратуры мерзлых грунтов t0 = −2 и −4 °С. Различное сочетание этих температур 
дает четыре варианта различных условий протаивания. Необходимость сопо-
ставления конструкций скважины с теплоизоляцией и без нее увеличивает число 
вариантов до восьми. Для каждого из них производится вычисление минималь-
ного расстояния между устьями тремя различными способами, которые описаны 
выше. Перенумеруем варианты без теплоизоляции следующим образом: вариант I 
(t0 = −2 °С, tw = +30 °С); вариант II (t0 = −2 °С, tw = +50 °С); вариант III (t0 = −4 °С, 
tw = +30 °С); вариант IV (t0 = −4 °С, tw = +50 °С). Для теплоизолированной сква-
жины присвоим те же номера, но с добавлением индекса i. Таким образом, вари-
анты для теплоизолированной скважины: Ii (t0 = −2 °С, tw = +30 °С); вариант IIi 
(t0 = −2 °С, tw = +50 °С); вариант IIIi (t0 = −4 °С, tw = +30 °С); вариант IVi (t0 = −4 °С, 
tw = +50 °С).

Прямой способ определения минимального расстояния между устьями с 
учетом совместного теплового влияния скважин заключается в его подборе 
путем последовательно выполняемых вариантов расчета (отличающихся толь-
ко расстоянием межу устьями) до тех пор, пока расчетное время до слияния 
таликов от соседних скважин (τl) не приблизится с заданной точностью к зна-
чению τe. Т. е. с заданной точностью должно быть выполнено равенство: τl = τe. 
Эта процедура может быть начата с заведомо большого расстояния между 
устьями (например, 40 м) и продолжена последовательным его снижением в 
последующих вариантах (например, с шагом в 1 м). Учитывая трехмерность 
рассматриваемой задачи, этот путь может потребовать значительных затрат 
машинного времени. Однако вычислительная работа будет оправдана ожидаемой 
выгодой при строительстве кустовых площадок. Следуя такой процедуре, в на-
стоящей работе мы приведем только окончательный результат расчета для 
каждого из вариантов. Далее будут использованы следующие обозначения для 
расчетных значений минимального расстояния между устьями скважин: L0 — 
расстояние, определенное как удвоенное значение радиуса протаивания вокруг 
отдельной скважины в конце срока ее эксплуатации согласно [10]; L2 — рас-
стояние, обеспечивающее отсутствие слияния таликов для соседних скважин, 
определенное с учетом их совместного теплового влияния в кусте из двух сква-
жин; L∞ — расстояние, обеспечивающее отсутствие слияния таликов для со-
седних скважин, определенное с учетом их совместного теплового влияния в 
бесконечной галерее. Расстояния L2 и L∞ обеспечивают отсутствие слияния 
таликов от соседних скважин в конце срока их эксплуатации.

Горелик Я. Б., Хабитов А. Х.
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Результаты расчета
На рис. 3а-3г представлены результаты расчета формы и положения фазовой 
границы вокруг отдельной скважины на моменты времени 10, 20 и 30 лет экс-
плуатации для четырех вариантов начальных и граничных условий задачи, до-
стигающих максимального (варианты II, IIi) и минимального (варианты III, IIIi) 
значений параметров области протаивания. Эти кривые симметричны относи-
тельно оси OZ. На рис. 4а-4б показаны те же варианты расчета в плоской поста-
новке задачи (для бесконечного трубопровода), которые демонстрируют высокую 
степень соответствия результатов расчета для двух сравниваемых методов. На 
рис. 5а-5б для примера показан характер сближения и слияния фазовых границ в 
кусте из двух скважин (с учетом их совместного влияния) для соответствующих 
моментов времени в расчетном варианте III при расстоянии между устьями L0 = 
= 14,2 м (L0/2 = 7,10 м соответствует рис. 1в при τe = 30 лет). Здесь же для срав-
нения показано положение фазовой границы для отдельной скважины в соответ-
ствующие моменты времени. На рисунках представлена правая половина (сим-
метричная часть) разреза фазовой границы в плоскости, проходящей через устья 
обеих скважин. Горизонтальная координата Y в данном случае откладывается от 
плоскости симметрии SS. Момент слияния таликов происходит гораздо раньше, 
чем при простой суперпозиции решений от отдельных скважин (30 лет), и за-
ключен в интервале 15 ≤ τl ≤ 16 лет с момента запуска скважин. Отметим, что в 
момент слияния таликов верхняя (мерзлая) часть массива ограничена поверхно-
стью с острым углом, направленным вниз острием (рис. 4б). Такая форма грани-
цы протаивания характерна только для нестационарных состояний. При дости-
жении стационарной формы эта граница в окрестности своей низшей точки яв-
ляется гладкой [7]. Стационарные решения также могут служить важным 
ориентиром при тестировании вычислительных алгоритмов и программ.

Определенные выше параметры всех вариантов расчета представлены в 
таблице 1. Варианты расчета величин L2 и L∞ продублированы расчетом дина-
мики температурного поля в зоне влияния системы бесконечных трубопроводов 
для плоской постановки задачи, как это описано выше. Результаты расчета в 
этом случае совпадают с результатами для трехмерных постановок задачи (с 
точностью до третьей значащей цифры) и по этой причине не приведены в та-
блице 1. Вместе с тем при использовании решения в плоской постановке до-
стигается существенное сокращение времени счета.

Обсуждение результатов
Приведенные в таблице 1 результаты вычислений показывают, что значение L0, 
определенное без учета совместного влияния скважин (в соответствии с [10]), 
является минимальным для всех рассмотренных вариантов. При этом время до 
смыкания таликов τl , определенное с учетом совместного действия скважин, для 
этого расстояния оказывается существенно меньше расчетного срока эксплуатации 
скважин (τe = 30 лет). Таким образом, этот способ расчета минимального рассто-
яния значительно повышает неконтролируемые риски при эксплуатации скважин.
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Рис. 5. Положение фазовой границы  
в зоне влияния двух скважин  
для варианта III

Примечания: а) 15 лет; б) 16 лет  
эксплуатации. Цвет: синий — без учета 
влияния второй скважины; красный —  
с учетом влияния второй скважины. 
SS — положение плоскости симметрии 
между двумя скважинами.

Fig. 5. Location of the phase boundary  
in the influence zone of two boreholes  
for variants III

Notes: a) 15 yrs; б) 16 yrs of operations. 
Colors: blue — without the other  
borehole’s influence; red — with the other 
borehole’s influence. SS is the symmetry 
plane between the wells.

Рис. 4. Положение фазовой границы  
в зоне влияния бесконечного  
трубопровода (плоская постановка 
задачи)
Примечания: а) варианты II и IIi;  
б) варианты III и IIIi. Цвет: синий — 
10 лет; зеленый — 20 лет; красный — 
30 лет эксплуатации. Сплошные 
линии — без теплоизоляции;  
штриховые линии — с теплоизоляцией.

Fig. 4. Location of the phase boundary  
in the influence zone of an infinite 
pipeline (2D-problem)

Notes: a) variants II and IIi; б) variants III 
and IIIi. Colors: blue — 10 yrs; green — 
20 yrs; red — 30 yrs of operations. Solid 
lines — without thermal isolation; dash 
lines —with thermal isolation.

Горелик Я. Б., Хабитов А. Х.
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Наибольшее расчетное значение минимального расстояния для всех вариантов 
достигается при его вычислении для галереи скважин (L∞). Этот результат явля-
ется достаточно очевидным, поскольку учитывает влияние максимального коли-
чества источников тепла. Однако количественные отличия от случая куста из двух 
скважин (расстояние L2) оказываются не очень значительными (несколько увели-
чиваясь для теплоизолированных скважин при низких температурах пород — 
варианты IIIi, IVi). Объяснение этому заключается в трехмерном характере рас-
сеяния тепла каждой скважиной и вследствие этого достаточно быстрым убыва-
нием ее влияния с увеличением расстояния до рассматриваемой точки вдоль 
осевой линии куста. Учитывая относительно небольшое расхождение в резуль-
татах расчета величин L2 и L∞ и также то, что величина L∞ всегда вычисляется с 
определенным запасом по отношению к реальному кусту, для расчета минималь-
ного расстояния с учетом совместного влияния скважин можно рекомендовать 
схему бесконечной галереи (с наиболее простой расчетной областью). Примене-
нием этой схемы в сочетании с наиболее экономичной расчетной процедурой в 
плоской постановке задачи для системы бесконечных трубопроводов достигает-
ся наиболее эффективный способ решения рассматриваемой задачи. Расчетные 
величины L2 и L∞ обеспечивают смыкание таликов между соседними скважинами 
по истечении срока их эксплуатации во всех вариантах расчета.

Применение теплоизоляции существенно сокращает расчетное минимальное 
расстояние в сравнении с конструкциями без ее использования (варианты I и Ii 

Таблица 1

Результаты расчета промежутка 
времени τl и расстояний между 
устьями скважин без учета (L0)  
и с учетом (L2, L∞) их совместного 
теплового действия

Table 1

The calculation results of time length 
τl and the distances between outfalls 
without (L0) and with (L2, L∞) the total 
heat influence of the boreholes

Вариант

№ п/п
t0, °C tw, °C τl , лет 

(от — до) L0, м L2, м L∞, м

I −2 +30 21-22 17,60 20,7 20,9

II −2 +50 23-24 23,80 26,5 26,6

III −4 +30 15-16 14,20 19,1 19,8

IV −4 +50 19-20 20,40 25,0 25,4

Ii −2 +30 12-13 7,80 11,5 12,2

IIi −2 +50 17-18 12,10 15,5 15,9

IIIi −4 +30 3-4 3,70 9,0 11,0

IVi −4 +50 9-10 8,18 13,5 14,7
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и т. д.). При этом экономия в объемах отсыпки кустовых площадок может до-
стигать 30-50%. Еще более значительная экономия в объемах отсыпки может 
быть достигнута для газовых скважин при снижении минимального расстояния 
от 40 м до значения L∞. Тем не менее проектирование кустовых площадок долж-
но включать технико-экономическое сравнение стоимости вариантов конструк-
ций скважин в совокупности с затратами на отсыпку.

Отметим также, что на основе представленных в таблице 1 результатов расчета 
(как и в работе [8]) можно сделать однозначный вывод о том, что способ расчета 
минимального расстояния между устьями не может выполняться без учета совмест-
ного теплового действия скважин. При этом с продвижением на север (т. е. с по-
нижением температуры мерзлых пород) неточность в расчетах, связанная с исклю-
чением из рассмотрения данного фактора, будет возрастать.

Выводы
1.	Наиболее эффективный способ расчета минимального расстояния между 

устьями включает его расчет для бесконечной галереи при замене скважин 
бесконечными трубопроводами (величина L∞). При этом обеспечивается 
необходимая точность вычислений и существенно сокращается время 
счета. Расчетная величина L∞ гарантирует отсутствие смыкания таликов 
от соседних скважин в течение срока их эксплуатации.

2.	На основании представленных результатов вычислений можно утверждать, 
что при расчете динамики протаивания в зоне расположения куста скважин 
необходимо (в отличие от существующей практики) учитывать их со-
вместное тепловое влияние. Без такого учета ошибка в расчетах оказыва-
ется существенной: смыкание таликов происходит значительно раньше 
принимаемого времени эксплуатации скважин (таблица 1, столбец 4), а 
минимальное расстояние между устьями, обеспечивающее надежность 
их эксплуатации, заметно больше, чем определенное без учета совмест-
ного влияния скважин (таблица  1, столбцы  5-7). Эти ошибки заметно 
возрастают со смещением начальной температуры мерзлых грунтов в 
область низких значений. В этой связи фактор совместного влияния не-
обходимо принимать во внимание для всех районов распространения 
многолетнемерзлых грунтов, однако с продвижением на север неточность 
в расчетах минимального расстояния, связанная с исключением этого 
фактора, будет возрастать. 

3.	Применение теплоизоляции существенно сокращает расчетное минималь-
ное расстояние в сравнении с конструкциями без ее использования. При 
этом экономия в объемах отсыпки кустовых площадок может достигать 
30-50%. Еще более значительная экономия в объемах отсыпки может быть 
достигнута для газовых скважин при снижении минимального расстояния 
от 40 м до значения L∞. Тем не менее проектирование кустовых площадок 
должно включать технико-экономическое сравнение стоимости вариантов 
конструкций скважин в совокупности с затратами на отсыпку.

Горелик Я. Б., Хабитов А. Х.
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4.	Необходимо также отметить, что способ определения минимального рас-
стояния по отсутствию слияния таликов в течение срока эксплуатации 
скважин остается довольно формальным и не показывает реальных связей 
между минимальным расстоянием между устьями и величиной дополни-
тельных нагрузок на крепь, которые являются определяющими при проек
тировании надежной конструкции. Для более строгого определения ми-
нимального расстояния между устьями в кусте необходимо продолжить 
исследования по установлению такой связи.
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Аннотация
В статье рассмотрены физические основы процессов вытеснения и основные пара-
метры, характеризующие физико-химические свойства поверхностей раздела фаз и 
некоторые закономерности их взаимодействия, такие как работа адгезии, смачивание, 
межфазное натяжение. Проведен анализ работ по исследованиям вытеснения нефти 
водными растворами ПАВ. 
Выполнен цикл экспериментальных исследований вытеснения нефти из составного 
образца керна (песчаник) минерализованной водой (2% раствор NaCl на дистиллиро-

Цитирование: Кузина О. А. Влияние капиллярного числа и работы адгезии на вытесне-
ние нефти водными растворами поверхностно-активных веществ / О. А. Кузина, Л. П. Се-
михина, А. Б. Шабаров // Вестник Тюменского государственного университета. Физико-
математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. 2019. Том 5. № 2. С. 27-42.
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ванной воде) и растворами ПАВ на этой воде при термобарических условиях: горном 
давлении p = 25 МПа и температуре t = 60 °C со скоростью фильтрации 1,7 м/сут.  
методом стационарной фильтрации. Для анализа полученных результатов по вытес-
нению нефти проведено исследование межфазного натяжения на границе «нефть — 
водный раствор ПАВ», а также адгезии нефти к модельной поверхности твердого тела 
(пластина из кварцевого стекла) в воде и водных растворах ПАВ.
Экспериментально установлено, что коэффициент вытеснения нефти Квыт зависит не 
только от так называемого капиллярного числа Nc, но и от адгезии нефти к поверхности 
породы W. Предложено оценивать влияние ПАВ на адгезию нефти к породе безраз-
мерным параметром W = Ww/W, равным отношению удельных работ адгезии нефти 
при вытеснении водой (Ww) и с применением ПАВ (W).
Показано, что массообмен при вытеснении нефти водными растворами ПАВ харак-
теризуется уравнением Квыт = C ∙ (Nc ∙  W n)m, эмпирические коэффициенты которого 
находятся по уравнению линейной линии тренда зависимости lg (Квыт) от логарифма 
модифицированного капиллярного числа ��∗ � �� � �� �.  . Достоверность линейной 
аппроксимации R2 полученных в данной работе экспериментальных данных составляет 
0,9999, т. е. очень близка к 1. Для рассмотренных в работе реагентов и горной породы 
эмпирические коэффициенты составили: С = 268,16; m = 0,1080, n = 0,25.

Ключевые слова
Двухфазная фильтрация, поверхностно-активные вещества, нефтедобыча, коэффициент 
вытеснения, капиллярное число, смачивание, работа адгезии.
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Введение
Повышение нефтеотдачи пластов на фоне возрастания темпов обводнения 
скважинной продукции является одной из основных задач нефтяной отрасли. 
Остаточные или неизвлекаемые запасы нефти достигают в среднем 55-75% от 
первоначальных геологических запасов нефти в недрах. Имеется большое чис-
ло работ, в которых обосновывается, что извлечение нефти из пластов можно 
повысить за счет применения в качестве вытесняющего флюида растворов 
синтетических поверхностно-активных веществ (ПАВ). Первые результаты 
экспериментальных и промысловых исследований по использованию ПАВ как 
добавок при заводнении нефтяных пластов опубликованы в 1940-1950-х гг. Эта 
проблема интенсивно исследуется последние 20-30 лет в США, Японии, Гер-
мании, России и других странах. За это время разработаны физико-химические 
и технологические основы метода, обоснованы приближенные критерии при-
менения ПАВ, изучены многие комбинации неионогенных, анионных и кати-
онных ПАВ, осуществлены испытания метода в различных геолого-промысло-
вых условиях. Полагается, что при использовании этих реагентов снижается 
коэффициент поверхностного натяжения между водой и нефтью, изменяется 

Кузина О. А., Семихина Л. П., Шабаров А. Б. 
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смачиваемость, снижается гидродинамическое сопротивление при течении 
водонефтяной смеси в системе поровых каналов. Добавление ПАВ в воду может 
также способствовать вымыванию нефти из застойных зон пластов с понижен-
ной проницаемостью [2-4, 10, 12-14, 19-21].

Возможность довытеснения нефти растворами ПАВ в основном прогно-
зируется на основании их способности уменьшать капиллярные силы, повышая 
тем самым значения так называемого капиллярного числа, характеризующего 
соотношение между вязкими и капиллярными силами:

�� =
� � �в
σ ,                                                 (1)

где υ — скорость фильтрации вытесняющей жидкости, м/с; μв — вязкость вы-
тесняющей жидкости, Па ∙ с; σ — поверхностное натяжение на границе «нефть — 
вытесняющая жидкость», Н/м.

Корреляция между значением капиллярного числа Nc и остаточной нефтена-
сыщенностью на образцах керна исследовалась в ряде работ [10, 12, 19, 20]. 
Данную взаимосвязь обычно представляют в виде кривой капиллярного вытес-
нения. Выявлено, что капиллярные силы, а следовательно, и остаточная нефте-
насыщеность зависят от микроструктуры горной породы, размеров и типа мицелл 
ПАВ [17, 18, 21], концентрации ПАВ [4, 6], температуры [6, 13]. Уменьшение 
остаточной нефтенасыщенности с увеличением температуры объясняется, напри-
мер, ослаблением межмолекулярных взаимодействий асфальтенов в объеме 
структурированных нефтей [6, 13]. Имеется также ряд экспериментальных данных, 
указывающих на то, что процесс извлечения нефти невозможно анализировать 
только по величине капиллярного числа Nc [13, 14, 17]. Поэтому этот вопрос тре-
бует дальнейшего детального изучения.

Обширный обзор результатов экспериментальных исследований взаимосвязи 
между величиной Nc и остаточной нефтенасыщенностью при вытеснении неф-
ти водой для образцов кернов различных месторождений мира приведен в 
книге Ю. Е. Батурина [3]. На рис. 1 представлены полученные в [3] зависимости 
остаточной нефтенасыщенности Sp

*  от капиллярного числа, демонстрирующие 
их нелинейность и значительное различие для разных месторождений. Послед-
нее указывает на то, что остаточная нефтенасыщенность является функцией не 
только капиллярного числа, но и ряда других факторов.

Выявлению этих факторов посвящен целый ряд работ. Например, в [7] была 
получена эмпирическая зависимость остаточной нефтенасыщенности как функции 
от безразмерных параметров Nc и Kss, причем параметр Kss находился как отношение 
абсолютной проницаемости K0  к проницаемости кластера с пористостью m и одним 
цилиндрическим каналом c диаметром D:

��� =
��

� � ��,                                                   (2)

где K0 — абсолютная проницаемость; m — пористость; D — среднерасходный 
диаметр больших каналов образца керна, определяемый по экспериментальным 
кривым капиллярного давления.
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Рис. 1. Изменение величин остаточной 
нефтенасыщенности в процессе 
вытеснения нефти водой  
при различных значениях  
капиллярного числа [3]

Fig. 1. The change in the values  
of residual oil saturation in the process  
of oil displacement by water at various 
values of the capillary number [3]

Для различных типов коллекторов наиболее достоверные количественные 
данные об остаточной нефтенасыщенности при вытеснении водой могут дать 
систематические исследования фильтрации на образцах горных пород с раз-
личной структурой порового пространства. Эти данные должны корректиро-
ваться при решении обратных задач адаптации модели по данным истории 
разработки залежей [15, 16]. 

Как известно, поверхностно-активными являются вещества, способные 
адсорбироваться из раствора на поверхности раздела фаз с последующим сни-
жением свободной поверхностной энергии на этой поверхности. Для ПАВ ха-
рактерно особое дифильное строение молекул. Каждая молекула содержит 
полярную «головку» и неполярный «хвост» (алифатический радикал) [1, 2]. По 
химическим свойствам ПАВ делятся на ионогенные и неионогенные, что за-
висит от их способности диссоциировать или практически не диссоциировать 
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на ионы в водных растворах. Ионогенные ПАВ в свой черед делятся на анионо
активные, катионоактивные и амфотерные [1].

Добавление ПАВ в воду уменьшает межфазное взаимодействие на границе 
«нефть — вода». При малом межфазном натяжении капля нефти свободно дефор-
мируется, вследствие чего понижается работа, требуемая для проведения их через 
сужения пор, что снижает гидравлическое сопротивление и повышает скорость 
фильтрации [2]. Кроме того, ввод ПАВ уменьшает краевые углы смачивания по-
роды, т. е. повышает смачиваемость породы водой. Однако более строгим крите-
рием смачивающей способности ПАВ является энергия взаимодействия нефти с 
поверхностью породы, определяемая как работа адгезии нефти. Уменьшение 
краевых углов вместе с уменьшением межфазного натяжения влечет за собой 
существенное снижение энергии взаимодействия нефти с поверхностью горной 
породы, величину которого можно оценить по работе адгезии нефти к поверх-
ности твердого тела, рассчитываемую по уравнению Дюпре — Юнга [2]:

� � ��,� · �1 − cos θ�,                                         (3)

где W — работа адгезии нефти, Дж/м2; σ1,2 — межфазное натяжение на гра-
нице раздела «нефть — водная фаза», Н/м; θ — краевой угол избирательного 
смачивания, град.

Состояние капли нефти в системе трех несмешивающихся фаз «нефть — 
вода — порода» проиллюстрировано на рис. 2.

 
Рис. 2. Капля нефти на гладкой 
поверхности

Fig. 2. A drop of oil on a smooth surface

Объекты исследования
Сведения о керне
Фильтрационные исследования проводились на составной колонке, состоящей 
из трех кернов песчаного типа со схожими литологическими и фильтрационно-
емкостными свойствами. Средняя открытая пористость образцов по воде со-
ставляет (22,65 ± 0,2)%, газопроницаемость по гелию — (372 ± 20) мД.

Нефть
Использовалась нефть со следующими характеристиками: 

—— динамическая вязкость при 20 °C: µ = 15,2 МПа · с;
—— плотность при 20 °C: ρ = 840 кг/м3.
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Зависимости вязкости и плотности нефти от температуры следующие:
—— µ = −6 ∙ 10−5Т 3 + 0,0119Т 2 − 0,911Т + 29,165; R² = 0,9997;
—— ρ = −1,131Т + 862,52; R² = 0,9999.

Водная фаза
В качестве водной фазы были взяты водные растворы трех ПАВ на модели пластовой 
воды. В качестве модели пластовой воды выступала дистиллированная вода с содер-
жанием соли NaCl 20 г/л. Используемые ПАВ: синтанол АЛМ-1 и неонол АФ 9-12, 
относящиеся к классу неионогенных ПАВ, а также лаурилсульфат натрия — анион-
ный ПАВ. Концентрация водных растворов ПАВ составила 0,5% масс. 

Методы исследования
Поверхностное натяжение на границе «нефть — водный раствор ПАВ» изме-
рялось с помощью сталагмометра СТ-1 в соответствии с ГОСТ  Р  50097-92 
«Вещества поверхностно-активные. Определение межфазного натяжения. Ме-
тод объема капли» [5].

Работа адгезии W рассчитывалась по соотношению (3), где краевой угол сма-
чивания θ определялся методом лежащей капли. Методика измерения θ в трехфаз-
ной системе, изображенной на рис. 2, основывалась на помещении капли нефти на 
нижнюю поверхность пластины, подвешенную горизонтально и помещенную в 
кювету с водной фазой. В качестве модели поверхности пор образца керна исполь-
зовали пластинку из кварцевого стекла. Угол θ рассчитывался по формуле:

tg �θ2� =
2 ∙ ℎ
����,                                                  (4)

где h — высота капли; dmax — максимальный диаметр капли.
Для каждого водного раствора значения θ рассчитывались как среднее зна-

чение для не менее чем 10 капель. С течением времени краевые углы изменялись 
в пределах погрешности.

Фильтрация проводилась на установке ПИК-ОФП/ЭП-3, предназначенной 
для моделирования двухфазного потока через несколько составленных вместе 
образцов керна в условиях повышенных давлений и температуры. Эксперимен-
ты по фильтрации проводились при горном давлении 25 МПа, рабочем давлении 
3 МПа и температуре 60 °C. Поэтому при этой температуре определялись и все 
другие параметры исследуемых систем. 

Линейная скорость фильтрации водных растворов при извлечении нефти, 
рассчитанная по формуле (5), была равной 1,7 м/сут.

� � ��� � �
� � � � �� � �∗ � ��∗) , 

 

                                        (5)

где Q — суммарный расход закачиваемых жидкостей (0,00166 см3/с); F — пло-
щадь поперечного сечения образца (7,065 см3); m — пористость (30%); S* — на-
чальная остаточная водонасыщенность (0,25); ��∗  — остаточная нефтенасыщен-
ность (0,35).
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Перед экспериментом образцы керна очищались от нефти и других приме-
сей с помощью аппарата Сокслета. После отмывки от углеводородов керны 
помещались в сушильный шкаф при температуре 80 °C и высушивались до тех 
пор, пока их масса не перестала меняться. Далее сухие образцы насыщались 
моделью пластовой воды, и методом центрифугирования создавалась остаточная 
25% водонасыщенность. Затем образцы помещались в кернодержатель установ-
ки, и через них прокачивалась нефть. При последующих режимах прокачки доля 
нефти уменьшалась, а доля водной фазы увеличивалась. Последним режимом 
являлась прокачка воды. После эксперимента образец взвешивался и помещал-
ся в аппарат АДЖ для выпаривания из него водной фазы. На каждом этапе 
происходило соответственное взвешивание образцов керна.

Коэффициент вытеснения определялся по формуле:

Квыт =  1 � �∗ � ��∗

1 � �∗
∙ 100%,                               (6)

где S* и ��∗  — значения остаточных водонасыщенности и нефтенасыщенности.
Величина S* определялась методом центрифугирования по формуле:

�∗ =
�ц � �сух
���� � �сух

,                                                     (7)

где mц — масса образца после центрифугирования, г; mсух — масса сухого об-
разца, г; m100 — масса образца, насыщенного водой, г.

Величина остаточной нефтенасыщенности ��∗  определялась по формулам:

��∗ =
�н
�пор,                                                (8) 

где Vн — объем оставшейся в образце нефти, см3; Vпор — объем пор образца, см3; 
�н =

�н
ρн ,                                                 (9)

где mн — масса оставшейся в образце нефти, г; ρн — плотность нефти, г/см3;
,,                                            (10)

где m — масса образца после эксперимента, г; mв — масса оставшейся в об-
разце воды (определяется выпариванием на аппарате АДЖ), г.

Результаты исследования
Результаты экспериментов по вытеснению нефти минерализованной водой и 
растворами различных ПАВ на ней представлены на рис. 3. 

Для интерпретации полученных значений Квыт по соотношению (3) были 
рассчитаны значения работы адгезии нефти W водой без ПАВ и с их примене-
нием. С этой целью были измерены значения межфазного натяжения σ на гра-
нице «нефть — вода», а также краевые углы смачивания θ для изображенной 
на рис. 2 трехфазной системы. Фото этой трехфазной системы при различном 
составе водной фазы при температуре 60 °C представлено на рис. 4.
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Рис. 3. Сопоставление коэффициентов 
вытеснения нефти Квыт c водными 
растворами различных ПАВ при t = 60 °C

Fig. 3. Comparison of oil recovery 
coefficients Kdis with aqueous solutions  
of various surfactants at t = 60 °C

Рис. 4. Фото трехфазной системы 
«нефть — водный раствор ПАВ — 
твердое тело» при t = 60 °C  
и различном составе водной фазы

Примечания: 1 — модель пластовой 
воды; 2-4 — 0,5% растворы ПАВ на этой 
воде (2 — синтанол АЛМ-1; 3 — неонол 
АФ 9-12; 4 — лаурилсульфат натрия).

Fig. 4. Photo of the three-phase system 
“oil — aqueous solution of surfactant — 
solid” at t = 60 °C and a different 
composition of the aqueous phase

Notes: 1 — model of produced water; 
2-4 — 0.5% surfactant solutions  
on this water (2 — synthanol ALM-1; 
3 — neonol AF 9-12; 4 — sodium lauryl 
sulfate).
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Таблица 1

Значения найденных параметров  
для исследуемой трехфазной 
системы с минерализованной водой 
и 0,5% растворами трех 
исследованных ПАВ при t = 60 °C

Table 1

The values of the found parameters  
for the studied three-phase system  
with mineralized water and 0.5% 
solutions of the three surfactants 
studied at t = 60 °C

Вытесняющий 
агент

Квыт, 
%

σ, 
мН/м Nc ∙ 106 θ,  

град. cos θ W, 
мДж/м2 W

Вода 54 35,8 0,35 70 ± 2 0,34 23,53 1,00

Синтанол АЛМ-1 57 26,0 0,49 55 ± 1 0,57 11,08 2,12

Неонол АФ 9-12 73 4,1 3,1 61 ± 2 0,49 2,11 11,15

Лаурилсульфат 
натрия 79 2,6 4,9 40 ± 2 0,77 0,61 38,73

Найденные таким образом значения краевых углов смачивания θ с учетом 
погрешности составили:

— для модели пластовой воды: θ = 180 − (110 ± 2)° = (70 ± 2)°; 
— для синтанола АЛМ-1: θ = (55 ± 1)°; 
— для неонола АФ 9-12: θ = (61 ± 2)°; 
— для лаурилсульфат натрия: θ = (40 ± 2)°.
По найденным значениям θ и σ на границе «нефть — вода» по соотноше-

нию (3) были рассчитаны значения удельных работ адгезии нефти при вы-
теснении водой (Ww) и с применением ПАВ (W), а также безразмерный пара-
метр W = Ww/W, равный отношению этих энергий. Все найденные параметры 
для исследуемой трехфазной системы с минерализованной водой и 0,5% 
растворами трех исследованных ПАВ на ней приведены в таблице 1.

Из таблицы 1 видно, что существует функциональная зависимость коэф-
фициента вытеснения Квыт не только от капиллярного числа Nc, но и от рабо-
ты адгезии. Причем Квыт повышается по мере увеличения Nc и относительной 
энергии W = Ww/W (рис. 5). Следовательно, перспективность использования 
водного раствора данного ПАВ для повышения нефтедобычи следует оце-
нивать по этим двум параметрам. Однако достоверность такой оценки сни-
жается из-за нелинейности зависимости Квыт как от капиллярного числа Nc, 
так и от параметра W. Поэтому несомненный интерес представляет полу-
чение двухпараметрической корреляционной зависимости Квыт как функции 
от Nc и W.
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Рис. 5. Нелинейные корреляционные 
зависимости коэффициента вытеснения 
Квыт от капиллярного числа Nc  
и параметра W = Ww /W

Fig. 5. Nonlinear correlation dependences 
of the oil recovery coefficient Kdis 
on the capillary number Nc   
and the parameter W = Ww/W

Обобщенная двухпараметрическая зависимость коэффициента 
довытеснения нефти растворами ПАВ
Представим двухпараметрическую корреляционную зависимость Квыт от Nc и W 
в виде:

Квыт � ����� ��� ).                                                  (11)

Чтобы найти вид искомой функции f в (11), представим экспериментальные 
данные в логарифмическом виде, принятом в теории тепломассообмена [8, 9]:

lg Квыт � � � lg��� � �� �� � lg � � 
 

                            (12)

где C, m и n — некоторые константы.
При этом критериальное уравнение массопереноса при вытеснении нефти 

водой будет иметь вид:
Квыт� � � � ��� � �� ���.                                       (13)

Перспективность представления Квыт в виде (12)-(13) демонстрирует рис. 6, 
согласно которому нелинейная зависимость Квыт от Nc на рис. 5 в логарифмиче-
ских координатах уже может аппроксимироваться линейной зависимостью с 
высокой степенью достоверности R2 = 0,998 (прямая 1 на рис. 6). Достоверность 
линейной аппроксимации полученных в данной работе экспериментальных 
данных в логарифмических координатах повышается до R2 = 0,9999 ≈ 1, если 
их представлять в виде зависимости от модифицированного капиллярного чис-
ла ��∗ � �� � �� �.   при n = 0,25 (прямая 2 на рис. 6). Значение n = 0,25 подобрано 
эмпирически так, что при нем достоверность R2 линейной аппроксимации экс-
периментальных данных в логарифмических координатах максимальна и до-
стигает указанного выше значения R2 = 0,9999 ≈ 1, характерного для критери-
альных уравнений массообмена [9].
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Рис. 6. Зависимости коэффициента 
вытеснения Квыт от капиллярного числа 
Nc (прямая 1) и модифицированного 
капиллярного числа ��∗ � �� � �� �.    
при n = 0,25 (прямая 2)  
в логарифмических координатах

Fig. 6. Dependencies of the oil recovery 
coefficient Kdis on the capillary number 
Nc (straight line 1) and the modified 
capillary number ��∗ � �� � �� �.   
with n = 0.25 (straight line 2)  
in logarithmic coordinates

Таким образом, зависимость коэффициента вытеснения нефти от двух па-
раметров Nc и W будет иметь вид:

                       (14)

Квыт� � ������ � ������� � �� �����.                (15)

В таблице 2 приведены экспериментальные и расчетные по формуле (15) 
значения коэффициента вытеснения. 

Как видно из таблицы 2, расчетные значения Квыт практически совпадают с экс-
периментальными данными, что подтверждает адекватность полученного критери-
ального уравнения, благодаря которому можно прогнозировать возможность довы-
теснения нефти водными растворами различных поверхностно-активных веществ.

Таблица 2

Сравнение экспериментальных  
и расчетных значений 
коэффициента нефтевытеснения

Table 2

Comparison of experimental  
and calculated values of oil recovery 
coefficient

Вытесняющий агент Квыт. экс. Квыт. расч.

Вода 54 53,85

Синтанол АЛМ-1 57 56,99

Неонол АФ 9-12 73 72,74

Лаурилсульфат натрия 79 79,03



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

38

Выводы
1.	Экспериментально исследовано влияние водных растворов ПАВ на про-

цесс фильтрации двух фаз — воды и нефти в поровом пространстве. Рас-
смотрены физические основы процессов вытеснения и основные показа-
тели, характеризующие физико-химические свойства поверхностей раз-
дела фаз и некоторые закономерности их взаимодействия, такие как 
работа адгезии, смачиваемость, межфазное натяжение. Подтвержден факт 
влияния на коэффициент вытеснения не только капиллярного числа, но и 
параметра относительной работы адгезии.

2.	Экспериментально выявлена зависимость коэффициента вытеснения от 
безразмерного параметра отношения работы адгезии при вытеснении 
нефти водой и водным раствором поверхностно-активных веществ. По-
казано, что с повышением данного параметра увеличивается коэффициент 
вытеснения.

3.	Установлено, что параметр вытеснения нефти подчиняется законам мас-
сопереноса. Массообмен при вытеснении нефти водными растворами 
ПАВ характеризуется уравнением: Квыт� � � � ��� � �� ���.  Для рассмо-
тренных реагентов и горной породы эмпирические коэффициенты со-
ставили: С = 268,16; m = 0,1080, n = 0,25.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1.	 Абрамзон А. А. Поверхностно-активные вещества: свойства и применение / 
А. А. Абрамзон. Л.: Химия, 1981. 304 с.

2.	 Бабалян Г. А. Разработка нефтяных месторождений с применением  
поверхностно-активных веществ / Г. А. Бабалян. М.: Недра, 1983. 216 с.

3.	 Батурин Ю. Е. Проектирование и разработка нефтяных и газонефтяных  
месторождений Западной Сибири. Том 2: Разработка месторождений /  
Ю. Е. Батурин. Сургут: Сургутнефтегаз, Нефть Приобья, 2016. 204 с.

4.	 Богданова Ю. Г. Влияние химической природы компонентов на смачивающее 
действие растворов смесей поверхностно-активных веществ / Ю. Г. Богданова, 
В. Д. Должикова, Б. Д. Сумм // Вестник Московского университета. Серия 2: 
Химия. 2004. Том 45. № 3. С. 186-194.

5.	 ГОСТ Р 50097-92. Вещества поверхностно-активные. Определение межфазного 
натяжения. Метод объема капли. М.: Издательство стандартов, 1992. 18 с.

6.	 Григорьев Б. В. Влияние концентрации ПАВ водных растворов и температуры 
на коэффициент поверхностного натяжения / Б. В. Григорьев, Д. А. Важенин, 
О. А. Кузина // Вестник Тюменского государственного университета.  
Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. 2016. Том 2. № 3. 
С. 35-48. DOI: 10.21684/2411-7978-2016-2-3-35-48

7.	 Иванов М. А. Разработка эмпирических моделей и экспериментальное обоснование 
остаточной нефте- и водонасыщенностей: магистерская диссертация /  
М. А. Иванов. Тюмень: Тюменский государственный университет, 2017. 85 с.

Кузина О. А., Семихина Л. П., Шабаров А. Б. 



39Влияние капиллярного числа и работы адгезии ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2019.  Том 5. № 2

8.	 Исаченко В. П. Теплопередача / В. П. Исаченко, В. А. Осипова, А. С. Сукомел. М.: 
Энергия, 1975. 488 с.

9.	 Луканин В. Н. Теплотехника / В. Н. Луканин, М. Г. Шатров и др. М.: Высшая 
школа, 2009. 671 c.

10.	 Нигматулин Р. И. Динамика многофазных сред. Часть 2 / Р. И. Нигматулин. М.: 
Наука, 1987.

11.	 ОСТ 39-235-89. Нефть. Метод определения фазовых проницаемостей  
в лабораторных условиях при совместной стационарной фильтрации. М.:  
Типография ХОЗУ Миннефтепрома, 1989. 35 с.

12.	 Печёрин Т. Н. Влияние вытесняющего агента на составляющие коэффициента 
извлечения нефти / Т. Н. Печёрин // Вестник недропользователя Ханты-Мансийского 
автономного округа. 2016. № 28. URL: http://www.oilnews.ru/28-28/vliyanie-
vytesnyayushhego-agenta-na-sostavlyayushhie-koefficienta-izvlecheniya-nefti/

13.	 Семихина Л. П. Влияние температуры на способность водных растворов реагентов 
отмывать нефть с поверхности твердого тела / Л. П. Семихина, С. В. Штыков, 
Е. А. Карелин, А. М. Пашнина // Вестник Тюменского государственного  
университета. Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. 
2015. Том 1. № 3 (3). С. 39-51.

14.	 Семихина Л. П. Исследование пригодности реагентов для химических методов 
заводнения по их способности отмывать пленки нефти / Л. П. Семихина, 
С. В. Штыков, Е. А. Карелин // Нефтегазовое дело. 2015. № 5. С. 236-256. 
DOI: 10.17122/ogbus-2015-5-236-256

15.	 Степанов С. В. Комплекс вычислительных технологий для повышения качества 
моделирования разработки нефтяных и газонефтяных месторождений: дис. ... д-ра 
техн. наук / С. В. Степанов. Тюмень: Тюменский нефтяной научный центр, 2016.

16.	 Шабаров А. Б. Потери давления при течении водонефтяной смеси в поровых 
каналах / А. Б. Шабаров, А. В. Шаталов // Вестник Тюменского государственного 
университета. Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. 
2016. Том 2. № 2. С. 50-72. DOI: 10.21684/2411-7978-2016-2-2-50-72

17.	 Штыков С. В. Влияние размеров мицелл сульфонола в водных растворах на его 
моющую способность / С. В. Штыков, А. М. Пашнина // Результаты научных 
исследований: сборник статей Международной научно-практической конференции 
(5 октября 2015 г., Екатеринбург). Уфа: Аэтерна, 2015. С. 23-29.

18.	 Cao Q. Rheological properties of wormlike micelles in sodium oleate solution induced 
by sodium ion / Q. Cao, L. Yu, Q. Zheng et al. // Colloids and Surfaces A: 
Physicochemical and Engineering Aspects. 2008. Vol. 312. № 1. Pp. 32-38. 
DOI: 10.1016/j.colsurfa.2007.06.024

19.	 Larson R. G. Percolation theory of two phase flow in porous media / R. G. Larson, 
L. E. Scriven, H. T. Davis // Chemical Engineering Science. 1981. Vol. 36. № 1.  
Pp. 57-73. DOI: 10.1016/0009-2509(81)80048-6

20.	 Reed R. L. Some physicochemical aspects of microemulsion flooding: a review / 
R. L. Reed, R. N. Healy // Improved Oil Recovery by Surfactant and Polymer Flooding / 
ed. by D. O. Shah, R. S. Schechter. New York: Academic Press, 1977. Pp. 383-437. 
DOI: 10.1016/B978-0-12-641750-0.50017-7

21.	 Yang J. Effects of branching in hexadecylbenzene sulfonate isomers on interfacial tension 
behavior in oil/alkali systems / J. Yang, W. Qiao, Z. Li, L. Cheng // Fuel. 2005.  
Vol. 84. № 12-13. Pp. 1607-1611. DOI: 10.1016/j.fuel.2005.01.014



© University of Tyumen

40
Tyumen State University Herald.  

Physical and Mathematical Modeling. Oil, Gas, Energy, vol. 5, no 2, pp. 27-42

Olga A. KUZINA1 

Lyudmila P. SEMIKHINA2 

Aleksandr B. SHABAROV3

UDC 532.546

EFFECT OF CAPILLARY NUMBER AND WORK  
OF ADHESION ON OIL DISPLACEMENT  
BY AQUEOUS SOLUTIONS OF SURFACTANTS

1	 Postgraduate Student, Assistant Professor,  
Department of Applied and Technical Physics,  
Institute of Physics and Technology, University of Tyumen 
o.a.kuzina@utmn.ru

2	 Dr. Sci. (Phys.-Math.), Professor,  
Institute of Physics and Technology, University of Tyumen 
semihina@mail.ru

3	 Dr. Sci. (Tech.), Professor, Department of Applied and Technical Physics,  
Institute of Physics and Technology, University of Tyumen  
kaf_mms@utmn.ru

Abstract
This article deals with the physical foundations of the displacement processes and the main 
parameters characterizing the physicochemical properties of the phase separation surfaces 
and the patterns of their interaction, such as the work of adhesion, wetting, and interfacial 
tension. This required the analysis of the published studies on oil displacement with aqueous 
solutions of surfactants. 
The authors have performed a series of experimental studies on oil displacement from the 
composite core (sandstone) with sample mineralized water (2% NaCl in distilled water) and 
surfactant solutions under thermobaric conditions: mountain pressure p = 25 MPa and temper-
ature t = 60 °C with filtration rate 1.7 m/day by stationary filtration. This analysis required an 
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interfacial tension at the “oil — water surfactant solution” interface, as well as oil adhesion to 
a model solid surface (a plate made of quartz glass) in water and water surfactant solutions.
The results show that the oil recovery coefficient depends not only on the capillary number 
Nc, but also on the adhesion of oil to the surface of rocks W. The authors suggest to evaluate 
the effect of surfactants on the adhesion of oil to rock with a dimensionless parameter W̅ = 
= WW/W, equal to the ratio of specific works adhesion of oil when displaced by water (Ww) 
and with the use of surfactants (W). The mass transfer during oil displacement with surfactant 
aqueous solutions is characterized by the equation Kdis = C ∙ (Nc ∙ W̅n)m, the empirical coeffi-
cients of which are found by the equation of the linear trend line lg (Kdis) from the logarithm 
of the modified capillary number ��∗ � �� � �� �.  . The reliability of the linear approximation 
R2 of the experimental data obtained in this work is 0.9999, that is very close to 1. For the 
reagents and rock considered in the work, the empirical coefficients were the following:  
C = 268.16; m = 0.1080, n = 0.25.

Keywords
Two-phase filtration, surfactants, oil production, oil recovery coefficient, capillary number, 
wetting, work of adhesion.
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Аннотация
На сегодняшний день для выполнения теплотехнических расчетов по определению 
теплосилового взаимодействия сооружений с многолетнемерзлыми грунтами широ-
ко применяется численное моделирование. Известным преимуществом численного 
моделирования является возможность учитывать ярко выраженную неоднородность 
грунта по глубине, сложный тепловой режим работы сооружений, а также сочетание 
различных условий теплообмена на поверхности. Однако недостатком такой сложной 
численной модели является в первую очередь вопрос о корректности ее построения и 
результатов моделирования.

Цитирование: Примаков С. С. Расчет теплового взаимодействия различных сооружений 
с многолетнемерзлыми грунтами оснований / С. С. Примаков, Л. А. Пульдас, И. В. За-
бора  // Вестник Тюменского государственного университета. Физико-математическое 
моделирование. Нефть, газ, энергетика. 2019. Том 5. № 2. С. 43-58.
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В данной статье рассмотрена проблема определения достоверности численной гео-
криологической модели. Ставятся задачи по определению критериев достоверности 
математической модели, а также по разработке методики, применение которой позволяет 
определять достоверность такой модели.
Решение данных задач подробным образом описано на примере, авторами введено 
понятие пространственно-временной характеристики геокриологических условий, 
предложен комплекс критериев достоверности численной геокриологической модели, 
а также разработана и предложена методика, применение которой позволяет говорить 
о достоверности численной геокриологической модели.
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Введение
Российская Федерация является северным государством, до 75% площади которой 
составляют территории распространения многолетнемерзлых грунтов (ММГ). 
Географическое расположение нашей страны, а также интенсивные темпы на-
ращивания мощностей в развитии топливно-промышленного комплекса (ТЭК), 
расположенного преимущественно в регионах с распространением ММГ, требу-
ют как разработки новых, так и совершенствования существующих методик, в 
том числе решения задач по взаимодействию объектов инфраструктуры с крио-
литозоной. На сегодняшний день решение вопроса прогнозирования устойчиво-
сти фундаментов на ММГ является одной из актуальных задач.

Основная часть
Главной особенностью многолетнемерзлых грунтов с точки зрения строитель-
ства различного рода сооружений является зависимость физико-механических 
свойств мерзлого грунта от его температуры. Одним из основных параметров 
в проектировании свайных оснований на ММГ является расчетное давление, 
которое могут выдерживать мерзлые грунты. Значение данного параметра су-
щественно зависит от температуры грунта. Так, при повышении температуры 
мерзлого грунта от −0,5 °C до −0,3 °C расчетное давление, которое могут вы-
держивать мерзлые грунты под острием сваи, уменьшается практически в 
полтора раза с 1 300 кПа до 850 кПа. В работе [5] было подробно показано, как 
изменяется несущая способность сваи в течение сезона на разной глубине со-
гласно сезонной динамике распределения температуры грунта.

Вместе с тем температура многолетнемерзлых грунтов постоянно меняется. 
Это происходит не только под влиянием сезонных климатических факторов, но 
также и в результате изменения при возведении различных сооружений условий 
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теплообмена на поверхности грунта (ветровых, снегозанесения, затенения) или 
прямого теплового воздействия сооружений на грунты оснований. Из этого 
следует, что прогнозирование температурных полей и определение динамики 
распределения температуры в грунте являются неотъемлемым этапом при рас-
чете как устойчивости сооружений на мерзлоте, так и прогнозирования гео-
криологической обстановки в целом.

В настоящее время прогнозирование температуры грунта проводится глав-
ным образом численно [1, 4]. Известным преимуществом численного модели-
рования является возможность учитывать ярко выраженную неоднородность 
грунта по глубине, сложный тепловой режим работы сооружений, а также со-
четание различных условий теплообмена на поверхности. Однако недостатком 
такой сложной численной модели является в первую очередь вопрос о коррект-
ности ее построения и результатов моделирования. Учитывая чувствительность 
механических свойств грунта к температуре, становится понятно, что одной из 
важнейших задач геокриологического моделирования при проектировании со-
оружений на многолетнемерзлых грунтах является определение достоверности 
выполняемых численных расчетов.

В данной статье ставится задача разработать методику определения до-
стоверности численной геокриологической модели теплообмена в многолет-
немерзлых грунтах и определить комплекс критериев достоверности такой 
модели.

В первом приближении задача по определению сезонной динамики рас-
пределения температуры грунта в естественных условиях может решаться в 
одномерной постановке, поскольку в отсутствии сооружений латеральные 
тепловые потоки значительно меньше вертикальных, а латеральная неодно-
родность грунта, как правило, значительно менее выражена, чем вертикальная 
[7]. Поскольку граничные условия на поверхности изменяются циклично, 
сезонно, то такая модель описывает одномерную задачу в динамике, которая 
не имеет начального и конечного момента времени, а описывает характер 
колебаний температуры грунта по глубине в различные моменты времени года. 
Такую модель будем называть 1Dt-моделью (1D + time).

Методика выполнения теплотехнических расчетов численным методом под-
робно описана в РСН 67-87 [7].

Математическая постановка задачи согласно РСН 67-87 [7]:
«Процесс распространения тепла в грунте в трехмерном пространстве опи-

сывается уравнением

ω λτ
где U(M, τ) — температура грунта в точке M(x, y, z) в момент τ;
H(M, U, τ) — энтальпия (теплосодержание), отнесенная к единице объема грунта;
λ(M, U) — коэффициент теплопроводности грунта;
F(M) — плотность тепловых внутренних источников и стоков в единице объема.
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Энтальпия является функцией температуры, времени и координат. Так как 
рассмотренные ниже выводы верны для всех точек пространства, то будем рас-
сматривать энтальпию только как функцию температуры. С учетом теплоты 
фазовых переходов в грунте, энтальпия равна:

���� = ����ξ� � �фδ�ξ � �∗�� �ξ
�

��
 , 

 где δ(x) — дельта-функция Дирака;

��ξ� � � �Т�  ξ �  �∗ 
�эф�ξ��  ξ �  �∗ 

(объемная теплоемкость талого грунта) 

(эффективная теплоемкость мерзлого грунта); 

 
СТ(M) = Pd(M) ∙ Cd(M) + Wtot(M) ∙ CB;

СЭФ(M, ξ) = ρd(M) ∙ Cd(M) + ν ∙ CЛ(Wtot(M) − WW(M, ξ))t ∙ ρd(M) +  
+ CB ∙ WW(M, ξ) ∙ ρd(M) + ᴂ(WW(M, ξ))t ∙ ρd(M);

Cd(M) — удельная теплоемкость сухого грунта;
ρd(M) — плотность сухого грунта;
CB — удельная теплоемкость воды;
CЛ — удельная теплоемкость льда;
ᴂ — теплота фазовых переходов;
Wtot(M) — суммарная влажность грунта в долях к весу абсолютно сухого грунта;
WW(M, ξ) — незамерзшая вода при температуре ξ, принимается в виде

 
��(�� ξ) = �(�)

�(�)  −  ξ � �(�); 

A(M), B(M), C(M) — коэффициенты, задающие кривую незамерзшей воды при 
ξ < ξ*» [7].

Численное решение теплотехнических задач энтальпийным методом по-
зволяет учитывать все теплофизические особенности, характеристики много-
летнемерзлых грунтов и прогнозировать их температурное состояние [7].

Результат такой модели описывает характер геокриологического состояния 
территории, который определяется комплексом теплофизических, климатических 
и других факторов, часть из которых изменяется во времени циклично в течение 
года. Следовательно, геокриологическое состояние территории вблизи исследуемой 
точки может быть описано с помощью двумерной диаграммы, где по оси абсцисс 
обозначается момент времени в году, а по оси ординат, направленной вниз, — глу-
бина от поверхности грунта. Такую диаграмму будем называть пространственно-
временной характеристикой (ПВХ) данной точки поверхности (рис. 1).

Такая ПВХ дает полную информацию о глубине сезонного оттаивания, 
среднегодовых температурах на разных глубинах, датах максимального от-
таивания или промерзания, зонах с наиболее низкими температурами и мо-
ментах времени, когда эти температуры достигаются и т. д.
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Очевидным критерием достоверности ПВХ является сравнение результатов 
моделирования с результатами натурных наблюдений, которые могут быть по-
лучены, например, на этапе проведения инженерно-геологических изысканий.

На практике основными показателями, характеризующими теплофизическое 
состояние грунтов, являются глубина сезонно-талого и сезонно-мерзлого слоя 
(СТС, СМС), температура на глубине нулевых амплитуд сезонных колебаний 
температуры грунта и сезонная динамика распределения температуры грунта.

Глубины СТС и СМС показывают границы мерзлых и талых грунтов и характе-
ризуют интенсивность фазовых процессов для данных геологических и климатических 
условий. При производстве полевых работ в рамках проведения инженерных изы-
сканий данные параметры определяются с достаточной точностью (до 10 см), по-
скольку хорошо выявляются механическим способом по нагрузке на буровой инстру-
мент (шнек) оператором буровой установки. Таким образом, граница фазовых пере-
ходов на дату бурения является достаточно объективным показателем.

Температура на глубине нулевых амплитуд сезонных колебаний температуры 
грунта, или просто температура на глубине нулевых амплитуд, характеризует общую 
среднюю по разрезу среднегодовую температуропроводность верхних слоев для 
данных геологических условий и степень интенсивности процессов теплообмена 
на поверхности для данных климатических условий. Температура на глубине ну-
левых амплитуд редко бывает менее 10 м и определяется путем выполнения за-
меров температур грунта в специально оборудованных термометрических скважи-
нах. Однако при производстве полевых работ в рамках проведения инженерных 
изысканий данные параметры определяются не вполне корректно, поскольку глу-
бина термометрических скважин для исследования температуры грунтов опреде-
ляется в первую очередь проектной глубиной фундаментов и зачастую бывает 
меньше фактической глубины нулевых амплитуд. Другими факторами неопределен-
ности являются низкая разрешающая способность термометрического оборудова-
ния до 0,1 °C, отсутствие тарировок, нарушение ГОСТ на проведение термометрии, 
а именно: уменьшение времени выстойки термокос, использование низкотеплопро-
водных полиэтиленовых труб для обустройства термоскважин вместо стальных  
и пр. [8, 3]. Таким образом, температура на глубине нулевых амплитуд является 
менее объективным показателем, чем глубины СТС и СМС.

Сезонная динамика распределения температуры грунта характеризует верти-
кальную неоднородность распределения теплофизических характеристик грунта, 
а также интенсивность влияния климатических факторов и определяется путем 
замеров температур грунта на разных глубинах в разные моменты времени в 
специально оборудованных термометрических скважинах. Однако при произ-
водстве полевых работ в рамках проведения инженерных изысканий данные 
параметры никогда не определяются. Тем не менее при определении температуры 
на глубине нулевых амплитуд определяется и распределение температуры грунта 
по глубине. Недостатком такого замера является то, что он проводится только 
один раз, в момент проведения изысканий. Другими факторами неопределенности, 
так же как и в случае определения температуры на глубине нулевых амплитуд, 
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являются вопросы по оборудованию и культуре производства работ. Следователь-
но, в отсутствие фактических результатов замеров сезонной динамики распреде-
ления температуры грунта в качестве опорного значения для ее расчетного опре-
деления в дальнейшем может являться распределение температуры грунта по 
глубине на дату производства инженерных изысканий.

Таким образом, было определено несколько критериев достоверности чис-
ленной прогнозной геокриологической модели.

Первый критерий достоверности ПВХ — это соответствие положения СТС 
и СМС в построенной модели фактическому значению, определенному при 
бурении геологических скважин в рамках инженерных изысканий. Первый 
критерий достоверности является наиболее представительным, поскольку гра-
ницы между талыми и мерзлыми грунтами четко выражены, определяется ме-
ханически при бурении, а погрешность при этом составляет порядка 0,1 м.

Второй критерий достоверности ПВХ — это соответствие температуры 
грунта на глубине нулевых амплитуд в построенной модели фактическому зна-
чению, определенному в термометрических скважинах в рамках инженерных 
изысканий. Второй критерий достоверности является менее точным относи-
тельно первого, поскольку погрешность определения фактической температуры 
грунта может достигать нескольких десятых долей градуса и существенно за-
висит от культуры производства работ.

Третий критерий достоверности ПВХ — это соответствие распределения 
температуры грунта по глубине в построенной модели фактическому на расчетную 
дату (дату проведения изысканий) значению, определенному в термометрических 
скважинах в рамках инженерных изысканий. Третий критерий достоверности яв-
ляется менее точным относительно второго, поскольку к погрешности за счет обо-
рудования и культуры производства работ добавляется погрешность за счет сезон-
ных климатических флуктуаций, влияющая на распределение температуры в 
грунте по глубине. Поэтому третий критерий может применяться в случае исполь-
зования высокоточного оборудования при выполнении термометрии. 

Практическое значение 1Dt-модели заключается в определении динамики 
геокриологического состояния в данной точке поверхности в естественных 
условиях при отсутствии какого-либо дополнительного теплового влияния от 
сооружений. Полученная на основе такой модели ПВХ позволяет определить 
начальные условия для дальнейшего численного 1D-, 2D- или 3D-моделирования 
теплообмена между сооружением и грунтами основания. При отсутствии ПВХ 
определить начальное распределение температуры не представляется возмож-
ным, за исключением даты проведения фактических замеров температуры, 
выполненных в рамках инженерных изысканий.

Критерием достоверности последующих численных 1D-, 2D- или 3D-моделей 
по определению теплового взаимодействия сооружений с грунтами оснований 
является их согласование с ПВХ на границах расчетных областей.

Как известно, размер расчетной области численной модели определяется 
отсутствием влияния границ на результат расчета. Другими словами, распреде-
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ление температуры на удаленной от сооружения границе (боковой или нижней) 
не должно искажаться ввиду теплового влияния сооружения. Таким образом, 
корректность любой численной модели можно определить путем сопоставления 
распределения температуры на удаленной от сооружения границе модели с рас-
пределением температуры ПВХ на заданную дату выгрузки результата модели-
рования. Отличие температур на границе модели и ПВХ на величину, которая 
больше приборной погрешности, говорит либо о построении модели в отличных 
от ПВХ геокриологических или климатических условиях, либо о слишком малом 
размере расчетной области. В обоих случаях результаты расчетов, проведенных 
на такой модели, не могут считаться корректными.

Первый критерий достоверности модели — это соответствие положения 
СТС и СМС на дату выгрузки результата в построенной модели на удаленной 
боковой границе положению СТС и СМС на соответствующую дату в ПВХ.

Второй критерий достоверности модели — это соответствие температу-
ры в построенной модели на удаленной боковой границе температуре на 
удаленной боковой границе в ПВХ.

Третий критерий достоверности модели — это соответствие температу-
ры на нижней границе в построенной модели температуре на нижней границе 
ПВХ.

В случае, если в модели закладываются климатические изменения, ПВХ 
составляется не на один год, а на весь период эксплуатации сооружения с 
обоснованием изменения положения СТС/СМС и среднегодовой температуры 
на глубине нулевых амплитуд.

Таким образом, методика определения достоверности численной геокри-
ологической модели сводится к последовательности простых проверок, в 
первом приближении не требующих специальных программных комплексов 
для выполнения теплотехнических расчетов, таких как:

1)	применение ПВХ в качестве обоснования начального распределения 
температуры при составлении расчетной модели,

2)	проверка первого критерия достоверности ПВХ,
3)	проверка второго критерия достоверности ПВХ,
4)	проверка третьего критерия достоверности ПВХ,
5)	проверка первого критерия достоверности модели,
6)	проверка второго критерия достоверности модели,
7)	проверка третьего критерия достоверности модели.
При наличии инженерной насыпи проверка проводится аналогично с при-

менением ПВХ, построенной с учетом насыпи.
В качестве примера была построена математическая модель для геологиче-

ского разреза, приведенного в таблице 1. Характеристики грунтов, встречаю-
щихся в данном геологическом разрезе, приведены в таблице 2. Распределение 
температуры по глубине, полученное в ходе проведения инженерно-геологиче-
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ских изысканий на 15.04.2017, приведено в таблице 3. Характеристики, при-
веденные в таблицах  1-3, получены в результате инженерно-геологических 
изысканий в соответствии с ГОСТ 25358-2012 «Грунты. Метод полевого опре-
деления температуры» [3].

Таблица 1

Геологический разрез, 
используемый в примере

Table 1

The geological section used  
in an example

ИГЭ Мощность, м

1 1,1

4 2,8

8 50

10 3

Таблица 2

Характеристики грунтов, 
встречающихся в геологическом 
разрезе

Table 2

Characteristics of the soil that  
is found in a geological section

ИГЭ Тип 
грунта

Плотность 
грунта, кг/м3

Влажность 
грунта, д. ед.

Теплоемкость 
талого грунта, 

ккал/м3

1 торф 980 4,27 902,148

4 суглинок 1360 0,78 840,095

8 супесь 1895 0,23 670,644

10 песок 1975 0,21 591,885

ИГЭ

Теплоемкость 
мерзлого 
грунта, 
ккал/м3

Теплопроводность  
талого грунта,  
ккал/(м ∙ ч ∙ К)

Теплопроводность  
мерзлого грунта,  

ккал/(м ∙ ч ∙ К)

Температура 
начала 

замерзания 
грунта, °C

1 572,792 0,696 1,144 −0,22

4 510,740 1,350 1,677 −0,20

8 541,766 1,488 1,582 −0,15

10 520,286 1,909 2,098 −0,10
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Таблица 3

Распределение температуры 
по глубине на 15.04.2017

Table 3

Distribution of temperature on depth 
for 15.04.2017

h, м 0,5 1 1,5 2 2,5 3 4 5 6

T, °C −6,7 −5,4 −4,6 −3,9 −3,1 −2,1 −0,2 −0,3 −0,4

h, м 7 8 9 10 11 12 13 14 15

T, °C −0,5 −0,5 −0,5 −0,5 −0,5 −0,5 −0,5 −0,5 −0,5

По приведенным в таблицах данным была построена численная геокрио-
логическая 1Dt-модель, ПВХ которой приведена на рис. 1.

Используя разработанную методику определения достоверности ПВХ, 
установим следующее:

1)	глубина СТС в распределении, полученном по результатам инженерных 
изысканий, совпадает с глубиной СТС на ПВХ и составляет 2 м;

2)	среднегодовая температура на глубине нулевых амплитуд (10 м), полу-
ченная по результатам инженерных изысканий, совпадает с температурой 
на ПВХ и составляет −0,5 °C;

3)	распределение температуры по глубине на дату проведения термометрии 
(15.04.2017), полученное по результатам инженерных изысканий (табли-
ца 3), совпадает с распределением на эту дату на ПВХ ниже СТС.

Результат определения достоверности ПВХ (рис. 1) приведен в таблице 4.

Таблица 4

Результаты определения 
достоверности ПВХ

Table 4

Results of determination of reliability  
of STC

Параметры сравнения Инженерно-
геологические изыскания

Пространственно-
временная 

характеристика (ПВХ)

Глубина СТС, м 2
2 

(на рис. 1 над белой 
чертой)

Среднегодовая 
температура на глубине 
нулевых амплитуд, °C

−0,50
−0,52 

(на рис. 1 под белой 
чертой)

Распределение 
температуры по глубине 

на дату проведения 
термометрии 15.04.2017

Приведено в таблице 3 Выделено на рис. 1 
зеленым цветом
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Вывод: численная 1Dt-модель построена корректно, приведенная ПВХ яв-
ляется достоверной (рис. 1).

Для данных геокриологических и климатических условий был произведен 
теплотехнический расчет подземной теплоизолированной емкости с темпера-
турой продукта + 63,7 °C. Вдоль емкости с обеих сторон установлен ряд сезон-
но-охлаждающих устройств. Произведена замена грунта до глубины 3 м. На 
естественный грунт установлен теплоизолирующий экран.

На рис. 2 приведен пример результата теплотехнического расчета для под-
земной емкости, полученного после вычисления на геокриологической числен-
ной модели, для которой в качестве обоснования начальных условий применя-
лась ПВХ (рис. 1).

Используя предложенную методику определения достоверности модели, 
установим следующее:

1)	глубина СТС в распределении, полученном в результате вычисления на 
модели на 30 сентября, совпадает с глубиной СТС на ПВХ и составляет 2 м;

2)	распределение температуры на удаленной боковой границе на дату вы-
грузки результата (30 сентября), полученного после вычисления на моде-
ли, совпадает с распределением на эту дату на ПВХ;

3)	температура на нижней границе расчетной области, полученной в резуль-
тате вычисления на модели, совпадает с температурой на нижней грани-
це на эту дату на ПВХ и составляет −0,59 °C.

Результат определения достоверности модели (рис. 2) приведен в таблице 5.

Таблица 5

Результаты определения 
достоверности модели

Table 5

Results of determination  
of the model’s reliability 

Параметры сравнения
Пространственно-

временная 
характеристика (ПВХ)

Результат 
теплотехнического 

расчета для подземной 
емкости

Глубина СТС, м
2 

(на рис. 1 над белой 
чертой)

2 
(на рис. 2 над желтой 

чертой)

Распределение 
температуры  

на удаленной боковой 
границе на дату  

выгрузки результата  
(30 сентября)

Выделено на рис. 1 
красным цветом

Выделено на рис. 2 
красным цветом

Температура на нижней 
границе расчетной 

области, °C

−0,59 
(выделено на рис. 1  

темно-синим цветом)

−0,59 
(выделено на рис. 2  

темно-синим цветом)
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Таким образом, можно сделать вывод, что численная геокриологическая 
модель, на которой в результате вычисления получено распределение темпера-
туры для подземной емкости (рис. 2), является достоверной.

Предложенная методика позволяет достаточно просто и качественно оценить 
правильность построения модели, корректность используемых в ней параметров 
и определить достоверность численных теплотехнических расчетов теплового 
взаимодействия зданий и сооружений с ММГ на экспертном уровне без исполь-
зования специализированного программного обеспечения.

Выводы
1)	Введено понятие пространственно-временной характеристики геокрио-

логических условий в точке поверхности как комплекса, описывающего 
динамику изменения геокриологического состояния грунтов в данных 
климатических условиях.

2)	Предложен и описан механизм использования ПВХ как одного из инстру-
ментов построения корректной и достоверной численной модели для 
теплотехнических расчетов.

3)	Предложен и описан комплекс критериев достоверности ПВХ и численной 
модели для теплотехнических расчетов по определению теплового взаи-
модействия различных сооружений с многолетнемерзлыми грунтами 
оснований.

4)	Разработана и описана методика по определению достоверности ПВХ и 
численной геокриологической модели теплообмена сооружений с много-
летнемерзлыми грунтами.
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Abstract
Numerical modeling is widely applied for performance of heattechnical calculations for 
definition of heatpower interaction of constructions with permafrost soil. The known 
advantage of numerical modeling is an opportunity to consider pronounced inhomogeneity 
of soil in depth, a difficult thermal operating mode of constructions and a combination 
of various conditions of heat exchange on a surface. However, a lack of such difficult 
numerical model is first the question of correctness of its construction and results of 
modeling.
This article studies the problem of determination of reliability of numerical geocryologic 
model. Tasks of determination of criteria of reliability of mathematical model and of 
development of a technique which use allows defining reliability of such model are set.
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The authors present the solution of these tasks, providing a concept of space-time characteristic 
of geocryologic conditions, the complex of criteria of reliability of numerical geocryologic 
model. They have also developed the technique and its application, which speaks for the 
reliability of numerical geocryologic model.
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Numerical modeling, permafrost soil, reliability of mathematical model, geocryologic model-
ing, distribution of temperature, criteria of reliability, heattechnical calculations.
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Аннотация
Для моделирования процесса столкновения атомных ядер необходимо знать потенци-
альную энергию их взаимодействия. Увеличение точности описания формы системы 
(увеличение количества рассматриваемых степеней свободы), а также учет структуры 
атомных ядер позволяет существенно продвинуться в понимании процессов, про-
исходящих при их столкновении. С другой стороны, увеличение точности расчета 
существенно увеличивает время, необходимое для его выполнения. Так, при учете 
четырех параметров формы системы (расстояние между центрами масс ядер, параметр 
деформации ядра-снаряда и ядра-мишени, а также угол между линией, соединяющей 
центры масс ядер, и осью симметрии ядра-мишени) расчет карты потенциальной 
энергии занимает около суток. Добавление параметра, описывающего ориентацию 
ядра-снаряда в пространстве, увеличивает время расчета карты в десять раз. Для учета 
всех возможных относительных ориентаций сталкивающихся ядер (три угла Эйлера) 
требуется ввести еще один параметр, что увеличивает время расчета еще в десять раз. 
Наконец, учет диффузности ядерной поверхности увеличивает время расчета еще в 
тысячу раз. В результате задача расчета карты потенциальной энергии взаимодействия 
атомных ядер становится практически невыполнимой. В настоящей работе предложен 
приближенный метод, позволяющий существенно ускорить процесс расчета энергии 
взаимодействия сталкивающихся атомных ядер, при этом точность расчета остается 
достаточно высокой. Апробация метода произведена для расчета потенциальной энер-
гии кулоновского взаимодействия двух сферических атомных ядер, находящихся на 
произвольном расстоянии друг от друга. В работе производится сравнение точности и 
времени расчетов, выполненных по традиционным методам, по предложенному при-
ближенному методу и по аналитической формуле для кулоновского взаимодействия 
двух сферически симметричных атомных ядер. Показано, что применение разрабо-
танного метода является целесообразным при расчетах, учитывающих деформацию и 
взаимную ориентацию сталкивающихся ядер, а также при необходимости учитывать 
диффузность распределения ядерного вещества (диффузность ядерной поверхности).

Ключевые слова
Моделирование столкновения атомных ядер, потенциал взаимодействия атомных ядер, 
кулоновское взаимодействие, ядерное взаимодействие, диффузность ядерной поверх-
ности, интерполяция методом сплайнов, численное интегрирование.

DOI: 10.21684/2411-7978-2019-5-2-59-70

Введение
Для моделирования процесса столкновения атомных ядер широко используют-
ся стохастические динамические модели [3, 7, 8]. Для их применения необхо-
димо знать потенциальную энергию кулоновского и ядерного взаимодействий 
атомных ядер, участвующих в реакции. Потенциальная энергия системы, со-
стоящей из покоящегося ядра-мишени и налетающего на него ядра-снаряда, 
зависит от расстояния между центрами масс ядер, их формы и взаимной ориен-
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тации, т. е. она постоянно изменяется во время эволюции формы системы. Естест
венно, что точный расчет потенциалов взаимодействия атомных ядер, который в 
общем случае сводится к расчету суммарного взаимодействия каждого элемента 
объема одного ядра с каждым элементом объема второго ядра (т. е. к вычислению 
шестикратного интеграла [4]), для каждого момента времени невозможен, т. к. 
требует длительных вычислений. Поэтому вместо точного расчета значений по-
тенциалов применяются различные приближенные методы, причем точность 
приближения может улучшаться по мере развития расчетной техники. 

В первом приближении можно рассматривать столкновение двух сфериче-
ских атомных ядер, в этом случае потенциальная энергия кулоновского взаимо-
действия может быть рассчитана аналитически, а для потенциальной энергии 
ядерного взаимодействия можно получить приближенную формулу, не требу-
ющую интегрирования [2, 3]. 

Далее, если есть необходимость учитывать деформации сталкивающихся ядер, 
можно либо пренебречь диффузностью ядерной поверхности при расчете куло-
новского взаимодействия, либо учесть ее приближенно [10], в таком случае ше-
стикратное интегрирование объемных интегралов сводится к четырехкратным 
поверхностным интегралам [5]. А при расчете ядерного взаимодействия можно 
использовать приближение, в котором каждый нуклон одного ядра взаимодей-
ствует с некоторым усредненным потенциалом, созданным вторым ядром [3] 
(метод однократной свертки потенциала). В этом случае интегрирование произ-
водится только по объему одного из ядер. 

Трех- или четырехкратное интегрирование также занимает достаточно много 
машинного времени, поэтому расчет потенциалов при каждом изменении пара-
метров системы, состоящей из двух взаимодействующих атомных ядер, не пред-
ставляется возможным. Вместо этого для дискретного набора значений, которые 
могут принимать параметры формы системы, рассчитывается сетка, размерность 
которой совпадает с числом параметров формы системы. Дальнейшее вычисление 
потенциала сводится к интерполяции между узлами данной сетки. Такую интер-
поляцию также можно выполнять с различной степенью точности. Первоначаль-
но она выполнялась с помощью полиномов первой степени (линейная интерпо-
ляция). Для повышения точности расчета можно использовать интерполяцию с 
помощью сплайнов, которая, однако, требует достаточно много оперативной 
памяти для хранения коэффициентов интерполяционных многочленов. 

Расчет сетки потенциалов превращается в достаточно громоздкую задачу в 
случае, если кроме расстояния между центрами масс и деформаций каждого из ядер 
учитывать также и их взаимную ориентацию [6]. В этом случае размерность сетки 
достигает пяти-шести измерений. 

В настоящей работе предлагается приближенный метод расчета потенци-
альной энергии взаимодействия двух ядер (на примере кулоновского взаимо-
действия), сводящийся к вычислению трехкратных интегралов. Данный метод 
приводит к существенному увеличению скорости расчета, при этом точность 
вычислений остается достаточно высокой. 
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Методы расчета потенциальной энергии взаимодействия  
сталкивающихся ядер
Для функционирования современных моделей, описывающих процесс столкно-
вения атомных ядер, требуется произвести расчеты пяти-шестимерных карт по-
тенциальной энергии системы, где размерность карт зависит от числа учитывае-
мых степеней свободы (параметров формы) системы. Такие карты содержат 
примерно 106-108 точек. Для расчета такой карты необходимо потратить от 10 Δt 
до 1 000 Δt суток, где Δt — время (в секундах), необходимое для расчета одной 
точки, которое зависит от точности расчета и от метода численного интегрирова-
ния. Так, при интегрировании методом Гаусса по 32 точкам Δt может достигать 
нескольких секунд, если при расчете потенциальной энергии взаимодействия 
атомных ядер производится учет диффузности ядерной поверхности [4]:

                           (1)

����� � �� � ρ�ρ�
��� � ��� � ���� ��������,  

 

                     (2)

где интегрирование проводится по объемам обоих сталкивающихся ядер, т.  е. 
вычисляется шестикратный интеграл. Первый интеграл описывает ядерное 
взаимодействие двух атомных ядер, для его расчета требуется знать потенциал 
нуклон-нуклонного взаимодействия VNN . Второй интеграл описывает кулоновское 
взаимодействие ядер (ke — электрическая постоянная, а  — вектор, направленный 
из центра масс ядра-мишени в центр масс ядра-снаряда). В оба интеграла входит 
величина   — радиус-вектор произвольной точки соответствующего ядра в 
системе координат, связанной с его центром масс. Плотность ядерного вещества 
задается выражением:

ρ(��) = ρ�
� � �������� � ���(ρ���, ����, φ���, α�)�

� �
, 

 

                        (3)

где ��� � ���(ρ���, ����, φ���, α���   имеет смысл кратчайшего расстояния от малого 
элемента объема ядра, положение которого задано радиус-вектором  , до 
ядерной поверхности, заданной профильной функцией  ρcil(zcil, αi), зависящей 
от параметров αi, задающих форму ядра в соответствующей параметризации 
(например [1, 9]). 

Из выражений (1) и (2) видно, что методы расчета потенциальной энергии 
ядерного и кулоновского взаимодействия схожи, поэтому дальнейшие рассуждения 
будут проводиться только для кулоновского взаимодействия. В этом случае 
существует простой способ проверки точности расчетов — изучение взаимодействия 
двух сферических ядер.
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Отказавшись от учета диффузности ядерной поверхности в (2), можно 
перейти от объемных интегралов к поверхностным [5]: 

���������� = −12��|�� � ��� − ���| ��������� � ����������� 
 

                         (4)

Формула (4) позволяет значительно сократить время расчета. Именно с 
расчетами, проведенными по данной формуле, мы и будем сравнивать точность и 
скорость разрабатываемого приближенного метода. 

Суть метода состоит в том, что расчет потенциальной энергии можно 
разделить на две стадии. Сначала нужно рассчитать потенциал, создаваемый 
ядром-мишенью в окружающем его пространстве:

φ��� �� �� � ��
����

��� � �� � ��.  
 

                      (5)

Расчет потенциала производится для дискретного набора точек (узлов 
сетки) в трехмерном пространстве. Потенциал электрического поля является 
достаточно гладкой функцией декартовых координат (рис. 1), поэтому значения 
потенциала в точках, не совпадающих с узлами сетки, можно с высокой 
точностью получить, интерполируя данную функцию трехмерным кубическим 
сплайном. Естественно, точность интерполяции повышается с уменьшением 
шага сетки (Δx, Δy, Δz).

Рис. 1. Потенциал электрического 
поля φ(x = 0, y, z), созданного  
сферическим ядром-мишенью,  
которое находится в начале координат
Примечание: ядро-снаряд будет  
подлетать в направлении,  
противоположном оси ОZ.

Fig. 1. The electric field potential 
φ(x = 0, y, z), created by a spherical 
target nucleus at the origin of coordinates

Note: projectile-nucleus will fly up  
in the direction opposite to the axis of OZ.
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Интерполируя потенциал электрического поля, созданного ядром-мишенью, 
интегрируя по объему ядра-снаряда, мы можем рассчитать потенциальную энер-
гию кулоновского взаимодействия двух ядер:

����������� = ������ 
 

         (6)

Следует заметить, что на одном поле мы можем рассчитать потенциальную 
энергию для любой деформации и ориентации ядра-снаряда, а также для любого 
расстояния между сталкивающимися ядрами (рис. 2).

Рис. 2. Расчетная сетка потенциала  
электрического поля, созданного 
ядром-мишенью

Примечание: узловые точки сетки 
рассчитаны по формуле (5), значение 
потенциала между узлами сетки  
определяется методом интерполяции 
кубическим сплайном. Шаги сетки 
потенциала в направлении соответствую-
щих осей обозначены как (Δx, Δy, Δz). 
Пунктирные линии (профили ядра- 
снаряда) иллюстрируют тот факт,  
что на одной сетке можно рассчитать 
потенциальную энергию взаимодействия 
ядра-мишени с произвольно деформиро-
ванным и ориентированным в простран-
стве ядром-снарядом, удаленном  
от ядра-мишени на произвольное  
расстояние.

Fig. 2. Computational grid of electric 
field potential created by the target-
nucleus

Note: the nodal points of the grid  
are calculated by the formula (5),  
the value of the potential between  
the nodes of the grid is determined  
by the cubic spline interpolation method. 
The steps of the potential grid  
in the direction of the corresponding axes 
are denoted as (Δx, Δy, Δz). Dotted lines 
(projectile-nucleus profiles) illustrate  
the fact that it is possible to calculate  
the potential energy of the target-nucleus 
interaction with an arbitrarily deformed 
and space-oriented projectile-nucleus  
at an arbitrary distance from the target-
nucleus on this, once calculated grid.

Литневский В. Л., Литневский Л. А., Косенко Г. И., Мазур С. И.
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Результаты и их обсуждение
Для оценки точности предлагаемого метода расчета мы использовали известную 
аналитическую формулу расчета потенциальной энергии кулоновского взаимо-
действия двух сферических ядер (точечных зарядов):

������� � ��
�������
��� , 

 

                                (7)

соответственно, все расчеты проводились для системы, состоящей из двух сфе-
рических ядер. Следует заметить, что сферическая симметрия ядер не использо-
валась для упрощения процесса интегрирования, т. е. все расчеты были проведе-
ны в общем виде, и выводы работы сохранят свою силу и в случае рассмотрения 
взаимодействия двух деформированных, произвольно ориентированных в про-
странстве ядер. 

Рис. 3. Оценка точности вычислений 
потенциальной энергии взаимодействия 
двух сферических ядер, проведенная 
по формуле (8)

Примечания: квадраты — расчет 
четырехкратного интеграла по методу 
Гаусса (открытые символы —  
интегрирование по 12 точкам,  
закрытые символы — интегрирование 
по 32 точкам); кружки — расчет  
по приближенному методу с шагом 
сетки потенциала Δx = Δy = Δz = 
= 0,5 фм (открытые символы) и Δx = 
= Δy = Δz = 0,25 фм (закрытые символы).

Fig. 3. Estimation of the accuracy  
of calculations of the potential energy  
of interaction between two spherical 
nuclei, calculated by the formula (8)

Notes: squares — calculation  
of the fourfold integral by Gauss method 
(open symbols — 12 points integration, 
closed symbols — 32 points integration); 
circles — calculation by the approximate 
method with step of a grid potential,  
Δx = Δy = Δz = 0.5 fm (open symbols) 
and Δx = Δy = Δz = 0.25 fm (closed 
symbols).
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При расчете потенциальной энергии по описываемому методу были исполь-
зованы сетки потенциалов с шагом Δx = Δy = Δz = 0,5 фм и Δx = Δy = Δz = 0,25 фм. 
Численное интегрирование выполнялось с помощью метода Гаусса по 32 точкам.

Кроме того, для сравнения точности расчета нами была рассчитана потен-
циальная энергия кулоновского взаимодействия сталкивающихся сферических 
ядер путем вычисления четырехкратного интеграла (4). Численное интегриро-
вание выражения (4) выполнялось по методу Гаусса по 32 и 12 точкам. 

Для оценки точности расчета была использована формула:

ε� = |����� � �������|
�������

.  
 

                                (8)

Как видно из рис.  3, точность разработанного метода в области малых 
расстояний между центрами масс сталкивающихся ядер (а это наиболее важная 
для моделирования область) несколько превышает точность интегрирования 
выражения (6) по методу Гаусса по 12 точкам (время расчета в данном случае 
примерно одинаково) и может быть улучшена путем уменьшения шага сетки 
потенциала. Следует заметить, что уменьшение шага сетки потенциала (в 
разумных пределах) не приводит к существенному увеличению времени расчета. 

Время расчета по нашему методу примерно совпадает со временем, 
необходимым для численного расчета трехкратного интеграла. Соответственно, наш 
метод работает примерно в 30 раз быстрее (при интегрировании по 32 точкам), чем 
предложенный в [5] метод, позволяющий вычислять кулоновское взаимодействие 
двух атомных ядер с резким краем, и в 30 000 раз быстрее, чем взятие шестикратного 
интеграла (1), необходимого для учета диффузности ядерной поверхности. 

Заключение 
В настоящей работе предложен новый метод, позволяющий существенно ускорить 
расчет потенциальной энергии взаимодействия сталкивающихся атомных ядер. 
Результаты расчетов сохраняют точность, достаточную для динамического рас-
чета процесса столкновения атомных ядер [7]. Применение разработанного 
метода особенно целесообразно при вычислении потенциальной энергии взаи-
модействия атомных ядер, рассчитываемого с учетом диффузности ядерных 
поверхностей. Следует заметить, что предложенный метод без существенных 
изменений может быть применен и для вычисления потенциальной энергии 
ядерного взаимодействия с помощью выражения (1).
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Abstract
Modeling of the collision process of atomic nuclei requires knowing the potential energy of 
their interaction. Increasing the accuracy of the description of the system’s shape (i. e. the 
number of the degrees of freedom), as well as taking into account the structure of atomic 
nuclei can significantly advance the understanding of the processes during their collision. 
On the other hand, the rising accuracy of the calculation significantly increases the time of 
its performamce. Thus, taking into account the four shape parameters (the distance between 
the centers of mass of the nuclei, the deformation parameter of the projectile nucleus and 
of the target nucleus, as well as the angle between the line connecting the centers of mass 
of the nuclei and the axis of symmetry of the target nucleus), the potential energy map 
takes about one day. Adding the parameter, which describes the orientation of the projectile 
nucleus in the space, increases the time of calculation of the map by ten times. Calculating 
all the possible relative orientations of colliding nuclei (three Euler angles) require one more 
parameter, which increases the calculation time by ten times more. Finally, taking into account 
the diffuseness of the nuclear surface increases the calculation time by a thousand times. As 
a result, the problem of calculating the potential energy map of atomic nuclei interaction 
becomes practically impossible. 
In this paper, the authors propose an approximation method to speed up the process of 
calculating the interaction energy of colliding atomic nuclei, while the accuracy of the 
calculation remains high enough. The proposed method can significantly accelerate the 
process of calculating the interaction energy of colliding atomic nuclei, while the calculation 
accuracy remains high enough. The method was tested to calculate the potential energy of 
the Coulomb interaction between two spherical atomic nuclei located at the different distance 
from each other. 
The paper compares the accuracy and time of calculations performed using traditional 
methods, the proposed approximate method and the analytical formula for the Coulomb 
interaction of two spherically symmetric atomic nuclei. The results show that the application 
of the developed method is appropriate in calculations that take into account the deformation 
and mutual orientation of colliding nuclei, as well as, if necessary, take into account the 
diffuseness of the distribution of nuclear matter (the diffuseness of the nuclear surface).

Keywords 
The process of fusion-fission, heavy ions, the interaction potential, compound nucleus,  
the cross section of the touch, super-heavy elements.
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Аннотация
Для гидродинамического моделирования разработки месторождений обеспеченность 
и корректность функций относительных фазовых проницаемостей (ОФП) — одна из 
важнейших проблем, требующая эффективного решения. Использование исключитель-
но лабораторных потоковых исследований в данном вопросе зачастую невозможно по 
причине недостаточного количества данных. В качестве источника дополнительной 
информации повсеместно используются расчетные методы определения ОФП, зави-
сящие от представлений о течении флюидов в поровом пространстве.
Представленная работа нацелена на исследование упрощенного моделирования двух-
фазного течения в капиллярных каналах как основы для создания вычислительно 
эффективного и физически содержательного метода расчета ОФП, а также на анализ 
области применения полученной методики и границ, в которых справедливы исполь-
зуемые допущения.
Для проверки корректности вычислений с использованием представленной модели было 
проведено сравнение результатов расчета со значениями, полученными аналитически 
для простейших случаев течения в каналах, и с результатами вычислений, выполненных 
с использованием программного пакета ANSYS Fluent для более сложных случаев, не 
имеющих аналитического решения.

Ключевые слова
Относительная фазовая проницаемость, кривая капиллярного давления, двухфазный 
поток нефти и воды, четочное течение, смачиваемость, поровое пространство, капил-
лярный канал.
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Введение
Описание решаемой проблемы, основные положения предлагаемого решения
Главный аспект проектирования разработки месторождений углеводородов — 
гидродинамическое моделирование, которое во многом основано на достовер-
ности данных функций относительных фазовых проницаемостей (ОФП). Один 
из наиболее широко применяемых методов увеличения количества данных, 
предоставляемых лабораторными исследованиями, — использование расчет-
ных  (численных) методов описания процессов течения флюидов в пористой 
среде (капиллярные эффекты, извилистость и связность каналов, сложная кар-
тина смачиваемости и т. д.).

Существует несколько подходов к численному моделированию (микромо-
делированию) многофазных течений в пористых средах для получения ОФП. 
Обзор таких подходов сделан в работе [9]. Важнейшей проблемой для числен-
ного микромоделирования многофазных течений в пористых средах является 
то, что большинство из применяемых подходов характеризуются чрезвычайной 
вычислительной ресурсоемкостью. Исключением является порово-сетевой 
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метод, однако недостатком этого метода является чрезмерное упрощение гео-
метрии области течения, вследствие чего снижается физическая содержатель-
ность в описании многофазного течения. 

Известно, что расчеты с использованием физически содержательных мето-
дов микромоделирования, например метода функционала плотности [4], для 
фрагментов пористых сред — кубиков с ребром 1 мм могут занимать от не-
скольких дней до нескольких недель, причем с использованием специализиро-
ванной высокопроизводительной вычислительной техники. Следовательно, 
актуальным направлением является разработка таких вычислительных техно-
логий, которые не требовали бы огромных ресурсов, но при этом были физиче-
ски содержательными. 

Многофазное течение в поровом пространстве часто рассматривают как 
струйное — флюиды движутся в различных капиллярах (возможно присутствие 
пленок смачивающей фазы у стенок канала). Однако еще М. Леверетт и М. Мас
кет приводили принципиально иной вариант движения флюидов в пористой 
среде, характерный для низких значений насыщенности несмачивающего флю-
ида, — в виде чередующихся капель (четок). Характерной особенностью ука-
занного вида течения является зависимость фильтрационных сопротивлений от 
диспергирования флюидов — при одних и тех же значениях насыщенности 
сопротивления могут существенно отличаться. В представленной работе рас-
сматривается именно капельный (четочный) вид течения в пористой среде: в 
отличие от струйного течения он долгое время оставался недостаточно изучен-
ным. Это связано в первую очередь со сложностями, возникающими при по-
пытках гидродинамического моделирования подобного течения аналитически-
ми методами из-за сложной зависимости характеристик течения от свойств 
флюидов и их взаимодействия с породой [5]. Точные численные расчеты тре-
бовали слишком больших временных и вычислительных затрат. Проведение 
приближенных расчетов тоже было связано с большими сложностями: не было 
средств для проверки корректности сделанных допущений.

Факт четочного течения подтверждается во многих публикациях с резуль-
татами лабораторных исследований. Приведем некоторые примеры. Так, при 
изучении влияния многомерности системы капилляров на характер течения в 
стеклянных моделях пористой среды [12] исследователи пришли к выводу, что 
механизм движения капель во многом определяет течение в поровом простран-
стве. Процесс формирования капель (предрасположенность к отрыву капель), 
по наблюдению авторов статьи [12], зависит от обводненности потока и капил-
лярного числа.

При изучении течения эмульсий в капиллярах с помощью микроскопа 
А. Т. Ахметов с соавторами [1, 2] наблюдал капельное движение фаз в пористой 
среде. С уменьшением скорости потока на протяжении всего канала образовы-
вались капли воды, размер которых был сопоставим с величиной диаметра ка-
пилляра. Течение приняло вид капельной, чередующейся структуры и перешло 
в поршневой режим.
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Предоставленная экспериментами информация, указывающая на существо-
вание капельного течения в поровом пространстве, а также малая изученность 
подобного движения пластовых флюидов указывают на необходимость в при-
менении и разработке физико-математических моделей, описывающих указан-
ное явление. При этом можно допустить, что конфигурация области течения  
(капиллярных каналов) имеет форму осесимметричных каналов непостоянного 
сечения. Важность рассмотрения течения именно в таких каналах можно про-
иллюстрировать цитатой из статьи Д. Е. Игошина: «Подход на основе периоди-
ческих структур обладает рядом преимуществ: для определения фильтрацион-
но-емкостных свойств моделируемой среды достаточно, зная геометрию одной 
характерной поры, описать течение флюида в ней на основе аналитических 
оценок либо по результатам численного решения системы уравнений гидроди-
намики. <…> Среди периодических моделей пористых сред особое место за-
нимают модели, образованные осесимметричными каналами и каналами, 
имеющими вращательную симметрию. Высокая симметрия таких каналов по-
зволяет моделировать динамику капель несмачивающей фазы при прохождении 
через сужения» [6, c. 169-170].

В рамках представленной работы авторы стремились создать физически со-
держательную математическую модель, в то же время отличающуюся вычисли-
тельной эффективностью, с использованием которой можно было бы изучить 
механизм движения капель в капиллярах и оценить влияние сил межфазного 
взаимодействия на характеристики течения в каналах переменного сечения.

В основе представленной модели лежит система уравнений, состоящая из 
уравнения неразрывности и уравнения Навье — Стокса. Компоненты скорости, 
направленные не параллельно оси капилляра, считаются пренебрежительно 
малыми, таким образом, течение в каждом из поровых каналов можно считать 
одномерным. Данное предположение может быть обосновано спецификой 
проведения лабораторных потоков исследований: приток и отток флюидов 
происходит только через торцевые поверхности образца керна — существует 
выделенное направление движения. Благодаря данному допущению становит-
ся возможной запись уравнений с осредненной скоростью (объемный расход 
жидкости в канале, деленный на площадь поперечного сечения).

В указанной осредненной скорости также учитывается профиль скоростей 
в поперечном сечении капилляра. Таким образом, отвечающий за вязкость член 
уравнения импульсов может быть разложен на две составляющие.

В основании представленной модели также лежит выполнение следующих 
условий:

—— осесимметричность непересекающихся капилляров,
—— постоянство суммарного расхода флюидов через каждый канал,
—— рассмотрение флюидов как несмешиваемых и несжимаемых,
—— рассмотрение течения в изотермической постановке при достаточно 

низких значениях числа Рейнольдса (безынерционность течения).

Степанов С. В., Бембель Г. С., Максимов А. Ю. 
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Перечисленные выше допущения необходимы для создания вычислитель-
но эффективной модели, т. к. без них невозможно было бы обойтись без чис-
ленного решения уравнений с подробной детализацией каналов (во всех на-
правлениях, в том числе и поперек) для учета нескольких компонент скорости.

Сделанные допущения легли в основу физико-математической модели, ко-
торая позволяет вычислять ОФП [3] и определять функцию межфазного взаи-
модействия [8]. Отметим, что наиболее близкая к рассматриваемой модели 
постановка представлена в работе [19].

Физико-математическая модель. Результаты тестирования
Изучение возможности численной имитации четочного двухфазного течения в 
капиллярных каналах на основе разработанной физико-математической модели 
было проведено путем сравнения результатов расчетов со значениями, полу-
ченными аналитически для простейших случаев течения в каналах, и с резуль-
татами вычислений, выполненных с использованием программного пакета 
ANSYS Fluent [10] для более сложных случаев, не имеющих аналитического 
решения. Прежде чем переходить к описанию результатов тестирования, оста-
новимся коротко на используемых уравнениях. Более подробно выкладки из-
ложены в статье [3].

Исходная система уравнений Навье — Стокса имеет вид:
��
�� + ∇ ∙ ����� = 0, 

 
                                (1)

���
�� = −��� � ���� � ���� − 1

ρ �� � ��. 
 

                            (2)

Для случая квазиодномерного стационарного безынерционного течения 
система уравнений перезаписывается в виде:

��
�� +

���
�� = 0,                                    (3)
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1
�
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�� � −

��
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                        (4)

Разделение слагаемого    в уравнении импульсов может быть про-
ведено с помощью нахождения среднего значения скорости по радиусу капил-
ляра при помощи уравнений, описывающих течение Пуазёйля:

1
�
�
�� ��

��
��� =

��
���, 

 
                                   (5)

где приняты обозначения: Q — объемный расход жидкости в капилляре; R — 
радиус капилляра.
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��
�� +

���
�� = 0,                                              (6)

���ν��
��� + ν ����� −

� � �ρ��
�� − ��� ρ��⁄

�� = 0,                               (7)

где приняты обозначения: ν  — кинематическая вязкость, вычисляемая в 
соответствии с тем, какой флюид находится на данном участке капилляра; pc — 
капиллярное давление; α — объемная доля флюида.

Капиллярная сила в уравнении (7) представлена членом 
��� ���⁄
�� ,   изменение 

капиллярного давления в котором записывается через δ-функцию Дирака (тра-
диционно капиллярное давление описывается с помощью функции Хэвисайда — 
δ-функция является ее производной).

Деформирование капли во время движения флюидов приводит к появлению 
добавочного перепада давления δpc (способствующего дальнейшему движению 
капли в канале или препятствующего ему). Это действие капиллярной силы 
носит название эффекта Жамена. Численно эффект Жамена для отдельной кап-
ли может быть выражен в виде:

��� = 2σ �cos θ��� − cos θ�
�� �,                                      (8)

где фигурируют разные краевые углы смачивания  θ для отступающего и 
наступающего менисков, а также учтено изменение радиуса капилляра R.

Уравнение неразрывности  (6) в представленной модели используется в 
первую очередь для отслеживания границы раздела фаз. В данном случае целе-
сообразно, как и в методе объема флюидов (volume of fluid method, или VOF-
метод), представлять границу раздела не размытой, а четкой. По этой причине 
для численного решения уравнения была применена схема, минимизирующая 
диссипацию решения (для контроля дисперсии в разностную схему была вне-
сена искусственная вязкость).

Наличие четких границ раздела фаз в квазиодномерной постановке также 
налагает некоторые условия на детальность дискретизации поровых каналов. 
Размеры ячейки должны быть приблизительно равны размерам менисков, поэто-
му описание порового пространства априорно задается с высокой детализацией.

При решении уравнения (7) подобных сложностей и ограничений не возникает.
Далее рассмотрим результаты тестирования реализованного численного 

метода на основе разработанной физико-математической модели четочного 
течения.

Сопоставление с аналитическими решениями
В работе [18] представлена аналитическая зависимость для пререпада давления 
при движении капли в жидкости в капилляре постоянного сечения:

Степанов С. В., Бембель Г. С., Максимов А. Ю. 
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�� � 2σ�cos α� − cos α��
�� + ����

���
. 

 

                   (9)

Значения параметров капилляра (рис. 1), а также свойств флюида и скорости 
течения принимались следующими: rb = 10−5 м; µв = 1 мПа ∙ с; µн = 5 мПа ∙ с; L = 
= 7,8 ∙ 10−3 м; v = 4,78 ∙ 10−5 м/с; cos αr = 0,85; cos αa = 0,65; σ = 0,06 Н/м. Значение 
перепада давления, полученное с использованием аналитической методики: 
2 549,7 Па. Результат расчета представленной модели: 2 546,2 Па.

В книге [7] автором рассматривалось движение мениска двух несмешиваю-
щихся жидкостей. Аналитически было выведено соотношение, связывающее 
скорость течения и перепад давления:

� � ����
8�μв� ′ + μн�� � �′��. 

 

                       (10)

Характеристики канала (рис. 2), флюидов и скорость течения задавлись сле-
дующими значениями: a = 10−5 м; µв = 1 мПа ∙ с; µн = 5 мПа ∙ с; x’ = 3,3 ∙ 10−3 м;  
L = 6,9 ∙ 10−3 м; v = 4,78 ∙ 10−5 м/с. Значение перепада давления, полученное с ис-
пользованием аналитической методики: 77 Па. Результат расчета представленной 
модели: 76,9 Па.

Рис. 1. Схема задачи, представленной 
в [18]

Fig. 1. Schematic representation  
of the problem in [18]

Рис. 2. Схема задачи, представленной 
в [7]

Fig. 2. Schematic representation  
of the problem in [7]

Сопоставление с численными решениями в пакете ANSYS Fluent
Рассмотрим двумерный оссесимметричный капилляр с синусоидальной формой 
стенки (рис. 3). Радиус капилляра зависит от координаты, изменяющейся вдоль 
оси канала:
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���� = ���� + ����
2 + ���� � ����

2 cos ���� �, 
 

                   (11)

где приняты обозначения: x — координата вдоль оси капилляра; rmin, rmax — ми-
нимальное и максимальное значиния радиуса капилляра; L — полупериод ко-
синуса, такой, что весь капилляр можно разделить на две идентичные части, 
ограниченные с обоих концов сечением наибольшего радиуса.

Рис. 3. Форма канала, используемого 
в расчетах ANSYS Fluent

Fig. 3. Shape of the channel used  
in ANSYS Fluent calculations

Численное решение уравнений проводилось на сетке с четырехугольными 
ячейками со сгущением вблизи границы для более точного моделирования 
смачивающей пленки. Моделирование движения двух несмешивающихся 
жидкостей осуществлялось с помощью метода жидкости в ячейках (VOF-
метод) [16].

Для отслеживания межфазной границы, двигающейся по направлению 
движения потока, решается уравнение переноса объемной доли флюида в ячей-
ке расчетного домена и используется схема Geo-Reconstruct [20] для ее после-
дующей реконструкции. Скорость и давление были связаны с помощью алго-
ритма SIMPLE, для проведения интерполяции давления использовалась схема 
Body Force Weighted, при аппроксимации конвективных членов уравнений 
импульса применялась схема QUICK [17].

Расчеты проводились для следующих значений параметров геометрии ка-
нала: rmin = 5 мкм, rmax = 10 мкм, L = 80 мкм. Свойства жидкостей для воды и 
нефти приняты равными следующим значениям соответственно: плотность 
ρwater = 998 кг/м3 и ρoil = 830 кг/м3; динамический коэффициент вязкости µwater = 
= 1 мПа ∙ с, µoil = 5 мПа ∙ с; коэффициент поверхностного натяжения на границе 
«вода — нефть» σ = 0,025 Н/м. Из-за наличия смачивающей пленки у стенок 
капилляра угол смачивания в расчетах с использованием ANSYS Fluent при-
нимался равным нулю.

В представленной в работе модели нет смачивающей пленки, поэтому углы 
смачивания задаются теми же, что и в остальных расчетах. На стенке капилля-
ра задавалось граничное условие прилипания. На границе вход/выход ставилось 
периодическое граничное условие. В начальный момент времени задавалось 
процентное содержание нефти, равное 25, 50, 75% от объема капилляра V = 
= 5,967 ∙ 10−14 м3. В программном продукте ANSYS Fluent отсутствует возмож-
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ность задания течения с постоянным расходом через канал — вместо этого за-
давался постоянный перепад давления между входным и выходным сечениями 
капиллярного канала, при котором капля нефти начинала движение слева направо. 
Перепад давления подбирался таким образом, чтобы капля не застревала в сужениях.

На рис. 4 представлены зависимости массового расхода жидкости (смеси 
нефти и воды) при разных значениях доли воды в потоке (обводненности). 
Видно, что зависимость массового расхода от времени носит периодический 
характер при условии, что на границах расчетной области задается постоянный 
перепад давления. Это объясняется капиллярными эффектами, замедляющими 
и ускоряющими каплю жидкости в соответствии с изменениями формы канала.

Рис. 4. Зависимость массового расхода 
от времени при разных значениях 
обводненности. Результаты расчетов 
ANSYS Fluent

Fig. 4. Mass flow rate vs time for various 
water fractions in the flow. Data evaluated 
with use of ANSYS Fluent

Данные проведенного расчета позволяли вычислить средний объемный рас-
ход жидкости (осреднение проводилось за один период из расчета: суммарный 
объем нефти и воды, разделенный на величину периода), который в дальнейшем 
задавался в качестве исходных данных для представленной в работе модели.

Таким образом, значение расхода жидкости через капилляр в представленной 
модели поддерживалось постоянным и равным найденному среднему с помощью 
изменения перепада давления на концах капиллярного канала (рис. 5).

То, что подобное поведение характеристик течения связано с капиллярными 
эффектами, явно следует из сравнения расчетов для случая 50% нефти в потоке 
с результатами для 25 или 75%. И в расчетах с использованием пакета ANSYS 
Fluent, и в данных, полученных с помощью представленной модели, колебания 
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Рис. 5. Зависимость перепада давления 
от времени. Результаты представленной 
модели

Fig. 5. Pressure drop vs time acquired 
with the presented model results

Кажется возможным возражение: при доле нефти в потоке 75% размеры 
капли еще больше, однако в данном случае каплей корректнее считать водную 
фазу. Действительно, на графиках для случая минимального перепада давления 
отчетливо видно, что максимальные сопротивления течению для объемной доли 
нефти 25% совпадают с минимальными сопротивлениями для доли нефти 75% 
(рис. 5). Капля смачивающей фазы испытывает противоположное воздействие 
тому, какое испытывает капля несмачивающей фазы в том же положении в ка-
пилляре, — это следует из эффекта Жамена. Соответственно, для существования 
поршнеобразного характера течения необходима не определенная доля смачи-
вающей или несмачивающей фазы, а дисперсность среды. Результаты сравнения 
приведены в таблицах 1-4.

параметров для течения с 50% нефти практически отсутствуют (особенно по 
сравнению с другими вариантами расчета). Это связано с тем, что вся нефть в 
потоке представлена единой каплей. Влияние капиллярных эффектов для капли 
таких размеров значительно ослабляется. Здесь нет противоречия с представлен-
ными ранее данными, согласно которым функция межфазного взаимодействия 
достигает максимума в интервале насыщенностей, близких к значению 50%.

Действительно, в расчетах зависимости функции межфазного взаимодей-
ствия от капиллярного числа и значений вязкости вычисления проводились для 
кластера капиллярных каналов, в каждом из которых было свое распределение 
капель флюидов — размеры капель в большинстве случаев были значительно 
меньше 50% объема канала. Таким образом, представленные моделируемые 
ситуации оказываются принципиально разными.

Степанов С. В., Бембель Г. С., Максимов А. Ю. 
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Таблица 1

Сравнение результатов расчетов 
для 25% нефти в потоке

Table 1

Comparison of evaluated values  
for 25% of oil in the flow

Расчет с использованием ANSYS Fluent Расчет с использованием 
предложенной методики

Заданный перепад 
давления, кПа

Средний вычисленный 
массовый расход смеси, 

10−9 кг/с
Средний вычисленный 
перепад давления, кПа

5,5 3,61 5,92

8 8,74 8,49

12 15,61 13,31

18 22,02 18,74

Таблица 2

Сравнение результатов расчетов 
для 50% нефти в потоке

Table 2

Comparison of evaluated values  
for 50% of oil in the flow

Расчет с использованием ANSYS Fluent Расчет с использованием 
предложенной методики

Заданный перепад 
давления, кПа

Средний вычисленный 
массовый расход смеси, 

10−9 кг/с
Средний вычисленный  
перепад давления, кПа

5,5 4,41 5,76

8 6,99 8,82

12 10,66 14,09

Таблица 3

Сравнение результатов расчетов 
для 75% нефти в потоке

Table 3

Comparison of evaluated values  
for 75% of oil in the flow

Расчет с использованием ANSYS Fluent Расчет с использованием 
предложенной методики

Заданный перепад 
давления, кПа

Средний вычисленный 
массовый расход смеси, 

10−9 кг/с
Средний вычисленный 
перепад давления, кПа

5,5 2,42 5,65

8 4,41 9,12

12 7,53 14,18

18 11,83 21,51
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Наилучшее соответствие результатов наблюдается для случая перепада 
давления 5,5 кПа для любой доли нефти в потоке (рис. 6). Необходимо отметить, 
что рост доли нефти и перепада давления ухудшает сходимость результатов. 
Это связано со сменой режима течения при низких значениях капиллярного 
числа (что соответствует малому перепаду давления в канале, т. е. меньшим 
скоростям течения, меньшему влиянию вязкости на характеристики потока) на 
так называемый ползучий режим течения. Для него характерно влияние капил-
лярных эффектов на течение. Для высоких скоростей течения со значительной 
долей нефти в потоке определяющую роль играют вязкостные силы.

Влияние капиллярных сил отчетливо проявляется в результатах расчетов для 
доли нефти в потоке, равной  25 и 50%, при перепадах давления 5,5 и 8 кПа. Из-
за разных размеров капель капиллярные силы значительно различаются, поэто-
му при малом перепаде давления (5,5 кПа) смесь с 50% нефти движется быстрее, 
чем смесь с 25%. С ростом скоростей (перепад давления 8 кПа) влияние вяз-
костных сил также возрастает, что приводит к тому, что смесь с 25% нефти 
начинает двигаться быстрее 50%-й смеси. Этот эффект можно наблюдать и в 
расчетах с использованием представленной модели (разработанный алгоритм 
даже незначительно преувеличивает его).

Таблица 4

Относительная погрешность 
расчетных данных представленной 
модели для разных вариантов 
течения

Table 4

Relative deviations of the evaluated 
data for various flow regimes

Доля нефти  
в потоке, % Перепад давления, кПа Относительная ошибка, %

25

5,92 7,68

8,49 6,15

13,31 10,92

18,74 4,10

50

5,76 4,69

8,82 10,27

14,09 17,38

— —

75

5,65 2,68

9,12 13,99

14,18 18,19

21,51 19,51
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Лучшая сходимость результатов наблюдается для случая 25% нефти в по-
токе. Вязкость нефти в рассматриваемом случае в пять раз превышает вязкость 
воды. Чем больше значение вязкости смеси, тем больше капиллярное число, 
следовательно, и влияние вязкостных сил. По этой же причине худшая сходи-
мость результатов проявляется в случае 75% нефти в потоке.

При этом необходимо отметить, что, согласно работам [11-15], результаты 
расчетов, полученные с использованием пакета ANSYS Fluent, достоверно со-
впадают с экспериментом. Таким образом, в расчетах Максимова была проде-
монстрирована важность задач определения влияния капиллярных эффектов и 
сил межфазного взаимодействия на течение флюидов.

Несмотря на меньшую точность определения характеристик течения, пред-
ставленная модель выгодно отличается от ANSYS Fluent временем расчета. 
Вычисления для приведенных задач с использованием пакета ANSYS Fluent 
занимают обычно пару суток, в некоторых случаях до полутора недель. Пред-
ставленной модели понадобилось меньше пяти минут для расчета течения в 
капилляре.

Рис. 6. Сравнение результатов расчетов 
с использованием ANSYS Fluent 
и представленной модели

Примечания:  — значения для 
25% нефти в потоке, вычисленные 
ANSYS Fluent и предлагаемым алго-
ритмом соответственно;  — зна-
чения для 50% нефти в потоке, вычис-
ленные ANSYS Fluent и предлагаемым 
алгоритмом соответственно;  — 
значения для 75% нефти в потоке, 
вычисленные ANSYS Fluent и предла-
гаемым алгоритмом соответственно.

Fig. 6. Comparison of the calculated 
values acquired with ANSYS Fluent  
and the presented model

Notes:  — the values for 25% oil in 
the flow, calculated by ANSYS Fluent  
and the proposed algorithms, respectively; 

 — the values for 50% oil  
in the flow, calculated by ANSYS Fluent  
and the proposed algorithms, respectively; 

 — the values for 75% oil  
in the flow, calculated by ANSYS Fluent  
and the proposed algorithms,  
respectively.
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Заключение
Сравнение работы модели с точными аналитическими расчетами и с работой 
программного пакета ANSYS Fluent показало, что в случаях ползучего течения 
(низкие капиллярные числа, низкая скорость потока) сходимость результатов 
превышает ожидаемую. С ростом скорости влияние капиллярных эффектов 
уменьшается, допущение о преимущественной направленности течения пере-
стает быть правомерным, что приводит к росту отклонения результатов.

При такой сходимости вычислений представленная модель требует в сотни 
раз меньше времени на проведение расчета, что приводит к значительному 
увеличению эффективности исследований.

Расчеты, сделанные с использованием разработанной модели, позволяют 
изучать и определять зависимости характеристик течения от различных пара-
метров, описывающих свойства системы «флюиды — капилляры» (например, 
от значения капиллярного числа).

Также в работе были продемонстрированы ограничения, недостатки и, что 
самое важное, преимущества упрощенных численных моделей течения в по-
ристых средах. Результаты, полученные с помощью представленной методики 
и через модель, предложенную в работе, можно использовать в новых, более 
сложных алгоритмах, учитывающих сложную топологию порового пространства 
и особенности четочного течения капель в капиллярах.
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Аннотация
На сегодняшний момент активно вовлекаются в разработку месторождения с трудно-
извлекаемыми запасами. Большую часть этих запасов составляют газоконденсатные 
месторождения. В процессе разработки месторождения снижается пластовое давление, 
что приводит к ретроградной конденсации. Для мониторинга этих процессов необ-
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ходим расчет фазового поведения углеводородов. Существующий алгоритм расчета 
требует проведения длительных и дорогостоящих лабораторных экспериментов по 
определению свойств группы тяжелых компонентов. На многих газоконденсатных 
месторождениях физико-химические исследования пластовых флюидов на начальных 
стадиях разработки не проводились. Решение этой проблемы с помощью дополни-
тельных лабораторных исследований в настоящий момент времени невозможно в 
силу изменения компонентного состава в процессе разработки. Поэтому необходима 
адаптация существующего классического алгоритма расчета фазового равновесия для 
месторождений с неопределенностью исходных данных. Для решения поставленной 
задачи необходимо определить набор исходных промысловых данных, однозначно 
характеризующий фазовое состояние пластового флюида в процессе разработки. Ав-
торами статьи разработана последовательная методика адаптации модели многокомпо-
нентной системы на промысловые данные. При расчетах использовалось кубическое 
уравнение состояния Пенга — Робинсона и теория Льюиса упрощенного описания 
фазового равновесия. С использованием предложенного алгоритма осуществлен про-
гноз параметров разработки и содержания газового конденсата в пластовом газе для 
предсказания конечного коэффициента извлечения конденсата. По результатам про-
деланной работы установлена зависимость критических параметров группы тяжелых 
углеводородов от основных параметров фазового перехода и выделены необходимые 
промысловые данные, определяющие фазовое поведение многокомпонентной углево-
дородной системы в процессе разработки месторождения. По составленному алгоритму 
произведена адаптация PVT-модели газоконденсатного участка Зайкинско-Зоринского 
месторождения на историю разработки.

Ключевые слова
Многокомпонентная система, газоконденсатные месторождения, термодинамика, 
PVT-модель, уравнение состояния, физико-математическое моделирование, термоди-
намическое равновесие, фазовое равновесие, критические параметры, ретроградная 
конденсация.

DOI: 10.21684/2411-7978-2019-5-2-89-104

Введение
В текущий момент времени обозначилась тенденция к снижению числа вновь 
открытых месторождений. На фоне истощения запасов традиционных место-
рождений для поддержания темпов добычи углеводородного сырья необходимо 
активно вовлекать в разработку законсервированные объекты, значительной 
частью которых являются газоконденсатные месторождения [10]. Одним из 
таких примеров является Зайкинско-Зоринское месторождение Оренбургской 
области. При разработке подобных месторождений существует проблема, свя-
занная с выпадением конденсата. В процессе эксплуатации объекта снижается 
пластовое давление. Согласно фазовой диаграмме (рис. 1), это приводит к ре-
троградной конденсации. На этом рисунке участки 1-2 и 4-5 соответствуют 
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однофазным областям для жидкости и газа соответственно, участок 3-4 — об-
ласть прямых процессов (испарение конденсата), участок 2-3 — область об-
ратных процессов (ретроградная конденсация) [3].

В связи с этим значительная часть углеводородов безвозвратно теряется в 
пласте в виде конденсата. Для мониторинга этих процессов с целью принятия 
своевременных мер существует классический алгоритм расчета фазового пове-
дения многокомпонентной системы, предложенный А. И. Брусиловским [2]. Не-
посредственное использование этого алгоритма для месторождений с неопреде-
ленностью в исходных данных невозможно. Данный алгоритм требует разбиения 
углеводородной системы на отдельные компоненты, среди которых присутствуют 
реальные компоненты легкого ряда и псевдокомпонент, объединяющий в себе 
группу тяжелых углеводородов. Свойства реальных компонентов известны, а для 
определения свойств псевдокомпонента требуются дорогостоящие и длительные 
лабораторные физико-химические исследования, кроме того, определение кри-
тической температуры невозможно без использования дополнительных специ-
альных зависимостей. Для значительной части газоконденсатных месторождений 
подобные исследования своевременно не проводились. Для адаптации модели 
на историю разработки необходимы исследования свойств псевдокомпонента 
на начальный момент эксплуатации. По этой причине дополнительные иссле-
дования не позволяют решить обозначенную проблему и применить существу-
ющий алгоритм в неизменном виде.

Рис. 1. Фазовая диаграмма двухкомпо-
нентной системы «газ— жидкость»

Fig. 1. The phase diagram  
of two-component “gas — liquid” system
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В настоящей статье осуществляется адаптация классического алгоритма, 
проводится физико-математическое моделирование фазового равновесия газо-
конденсатных систем на примере Зайкинско-Зоринского месторождения.

Классический алгоритм расчета фазового равновесия  
многокомпонентных систем
В основе существующего алгоритма (рис. 2) лежит использование кубических 
уравнений состояния. Стоит заметить, что существует большое количество раз-
личных уравнений состояния [5], описывающих поведение реальных газов и 
систем. Среди этих уравнений хорошо описывают поведение подобных систем 
многокоэффициентные и кубические уравнения. Однако многокоэффициентные 
уравнения требуют большого количества входных параметров, и при их ис-
пользовании расчет занимает длительное время. Поэтому наиболее широкое 
распространение на практике нашли кубические уравнения состояния, позво-
ляющие простыми методами получить решение за непродолжительное время 
при использовании небольшого числа входных параметров.

Рис. 2. Классический алгоритм расчета 
фазового равновесия многокомпонентных 
углеводородных систем

Fig. 2. The classical algorithm  
of calculation the phase equilibrium  
of multicomponent hydrocarbon systems

Среди кубических уравнений в ряде работ [2, 7] наилучшее описание много-
компонентной углеводородной системы показало уравнение Пенга — Робинсона:

� � ��
� − � − �

�� � ��� − ��,                                      (1)

где p, V, T — давление, молярный объем и температура смеси; R — универсаль-
ная газовая постоянная; параметры a и b смеси рассчитываются с учетом правил 
смешения по формулам [7]:
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�

��,  
 

                                                  (3)

где zi — мольные концентрации i-го компонента; cij — коэффициенты бинарно-
го взаимодействия i-го и j-го компонентов, определяемые экспериментально; 
параметры ai и bi i-го компонента рассчитываются по формулам [6]:

�� � ������, ��� � ����� � �� � �� � ������
�, 

 
                    (4)

�� = 0,077796 ����
���

,  
 

                                             (5)

где введены обозначения:

��� = �
���

,  
 

                                                      (6)

�� � �,������ � �,����� � �� � ������� � ���,  
 

                     (7)

��� = 0,457235 ������

���
,  

 

                             (8)

где Tci и pci — критические температура и давление i-го компонента; wi — ацен-
трический фактор i-го компонента.

В дополнение к уравнению (1) используются формулы, полученные в рамках 
теории Льюиса упрощенного описания фазового равновесия [1]:

,
,
,

,

                                 (9)

где fLi
 и fVi

 — фугитивности i-го компонента в жидкой и паровой фазах соот-
ветственно; xi и yi — мольные доли i-го компонента в жидкой и паровой фазах; 
V и L — мольные доли паровой и жидкой фаз в смеси соответственно.

Уравнение Пенга — Робинсона (1) решалось с помощью метода Кардано 
[4], система уравнений (9) — с помощью итерационного метода Ньютона.

Согласно классическому алгоритму расчета фазового равновесия много-
компонентной системы (рис. 2), в качестве исходных данных необходимы состав 
смеси, ее давление и температура, а результатом расчета при заданных услови-
ях являются мольные доли компонентов в системе. Для этого необходимо:
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1)	по заданному составу смеси определить критические параметры и ацен-
трические факторы компонентов;

2)	определить давление насыщенных паров i-го компонента psi по корреля-
ционным зависимостям;

3)	рассчитать константу равновесия i-го компонента по формуле:

�� =
���
� ; 

 

                                                 (10)

4)	найти мольные доли компонентов, решив систему уравнений (9);
5)	рассчитать параметры ai и bi i-го компонента для уравнения Пенга — Ро-

бинсона по формулам (4)-(8);
6)	определить параметры a и b смеси с учетом правил смешения (2) и (3);
7)	привести уравнение (1) к виду через коэффициент сверхсжимаемости и 

определить этот коэффициент для жидкой и паровой фаз;
8)	по корреляционным зависимостям найти фугитивности газовой и жидкой фаз;
9)	если выполняется первое уравнение в системе (9), то завершить расчет, 

иначе — вернуться в пункт 4, заменив константу равновесия i-го компо-
нента по формуле:

�� = ���
���

.  
 

                                                   (11)

Важно отметить, что газоконденсатные смеси имеют сложное строение и 
содержат как углеводородные, так и неуглеводородные компоненты (например, 
азот, углекислый газ, сероводород). Для неуглеводородных и легких углево-
дородных компонентов критические параметры известны. Тяжелые углеводо-
роды от пентана в модели обычно объединяют в один псевдокомпонент С5+, 
свойства которого должны быть установлены по результатам лабораторных 
исследований. После этого необходимо произвести расчет PVT-модели и 
сравнение полученных результатов с данными лабораторных экспериментов 
для корректировки критических параметров псевдокомпонента, вычисленных 
по корреляционным зависимостям. Тогда модель оказывается адаптированной 
на экспериментальные данные и позволяет осуществить прогноз необходимых 
показателей. 

Однако выше уже отмечалось, что такие эксперименты на ряде месторож-
дений не были своевременно проведены, что затрудняет использование клас-
сического алгоритма в неизменном виде. С другой стороны, произвести прогноз 
фазового поведения углеводородной системы важно, поскольку выпавший 
конденсат уже никаким образом не может быть переведен обратно в газ и 
остается в пласте. Поэтому необходимо произвести адаптацию традиционно-
го алгоритма для систем с высокой неопределенностью исходных данных, что 
и будет описано ниже в данной работе.
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Адаптация классического алгоритма расчета фазового равновесия  
для систем с высокой неопределенностью исходных данных
Поскольку для ряда месторождений отсутствуют необходимые эксперименталь-
ные данные для расчета фазового поведения традиционным способом, то сле-
дует использовать другие источники информации о пластовом флюиде. Этими 
источниками информации являются промысловые данные (накопленные до-
бычи природного газа и конденсата, газоконденсатный и конденсатогазовый 
факторы и др.) [9].

Т. к. процесс разработки газоконденсатного месторождения физически по-
добен лабораторным экспериментам по разделению тяжелых компонентов и 
определению их параметров, то можно использовать зависимость конденсато-
газового фактора (КГФ) от пластового давления. Тогда свойства псевдокомпо-
нента могут быть определены при настройке алгоритма модели на эту зависи-
мость, причем при пластовом давлении выше давления начала конденсации 
конденсатогазовый фактор можно считать равным потенциальному содержанию 
группы тяжелых углеводородов C5+ в газе. 

Для последующих расчетов необходимо осуществить подготовку промыс-
ловых данных для адаптации (рис. 3). Для этого необходимо провести регуляр-
ные измерения пластовых давлений и конденсатогазового фактора по эксплуа-
тируемым добываемым скважинам. Для возможности последующей адаптации 
модели необходим охват замерами пластового давления более 50%, сами за-
меры пластового давления должны проводиться в зоне отбора газа, а текущий 
КГФ должен быть ниже начального, поскольку пластовое давление в процессе 
разработки снижается (рис. 3). Если эти условия выполняются, то происходит 
адаптация PVT-модели на историю разработки. Для этого необходимо провести 
осреднение значений КГФ и пластового давления для рассматриваемого объек
та и построить зависимость среднего конденсатогазового фактора от среднего 
пластового давления. По этой зависимости (рис. 3) можно определить давление 
начала конденсации, когда идет переход от однофазного состояния к двухфаз-
ному, поэтому КГФ начинает снижаться. Выше давления начала конденсации 
состояние системы будет однофазным.

Таким образом, в качестве исходных данных для расчета фазового равновесия 
многокомпонентной углеводородной системы теперь будут выступать состав пласто
вой смеси, известные критические параметры легких углеводородов и неуглеводо-
родных компонентов, некоторые начальные приближенные значения критических 
параметров псевдокомпонента C5+ и давление начала конденсации, определенное 
по зависимости среднего КГФ от среднего пластового давления. Это следует учесть 
в адаптированном алгоритме расчета фазового равновесия (рис. 4).

Теперь расчет будет проводиться следующим образом. После задания со-
става пластовой смеси и критических параметров будет произведен расчет 
PVT-модели. Далее необходимо сопоставить полученные данные с промысло-
выми. Если давление начала конденсации и зависимость КГФ от давления со-
ответствуют факту, то модель считается настроенной. 
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Рис. 3. Подготовка промысловых 
данных для адаптации

Fig. 3. Preparation of field data  
for adaptation

Рис. 4. Адаптированный алгоритм 
расчета фазового равновесия  
многокомпонентных углеводородных 
систем

Fig. 4. The adopted algorithm  
of calculation the phase equilibrium  
of multicomponent hydrocarbon systems

Киселев Д. А., Шевелёв А. П., Гильманов А. Я.
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Если имеется несоответствие между расчетным давлением начала конден-
сации и фактическим, то необходимо изменять критическую температуру 
псевдокомпонента C5+ и производить перерасчет PVT-модели, пока не будет 
достигнуто совпадение между расчетными и промысловыми значениями. Если 
зависимость конденсатогазового фактора от давления не соответствуют факти-
ческим данным, то необходимо изменение критического давления и ацентри-
ческого фактора группы тяжелых углеводородов до тех пор, пока расчетная и 
промысловая зависимости не совпадут с заданной точностью.

После выполнения вышеописанной процедуры PVT-модель настроена, и 
полученные расчетные данные можно использовать для предсказания конечно-
го коэффициента извлечения конденсата.

Характеристики Зайкинско-Зоринского месторождения
Предложенный алгоритм расчета фазового равновесия многокомпонентных 
углеводородных систем может быть применен для реальных газоконденсатных 
месторождений, в частности для Зайкинско-Зоринского.

Зайкинско-Зоринское месторождение является многопластовым. Оно со-
держит как чисто нефтяные пласты, так и нефтегазоконденсатные. Объект Д4, 
который и будет рассмотрен в данной работе, содержит нефть, газ и конденсат. 
Средняя общая мощность составляет 18,4 м, средняя газонасыщенная толщина 
7,2 м, пористость 0,12, газонасыщенность 0,94, проницаемость 66 мД [8].

Потенциальное содержание С5+ в пластовом газе равно 585 г/м3. При оста-
точном давлении 0,1013 МПа количество выпавшего конденсата равно 351 г/м3 

[7]. Давление начала конденсации 36  МПа. Тогда коэффициент извлечения 
конденсата:

КИК = Пгс � �ж
Пгс

,  
 

                                 (12)

где Пгс — начальное потенциальное содержание группы тяжелых углеводородов 
в пластовом газе в расчете на газ сепарации; qж — количество выпавшего кон-
денсата при остаточном давлении 0,1013 МПа. При подстановке вышенаписан-
ных данных по Зайкинско-Зоринскому месторождению получается, что КИК 
равен 0,400.

Текущее пластовое давление составляет 10,5 МПа, КГФ составляет 15 г/м3. 
По промысловым данным имеется зависимость КГФ (эквивалентного потенци-
альному содержанию стабильного конденсата) от пластового давления (рис. 5), 
причем замеры проводились регулярно.

Компонентный состав газа и конденсата приведен в таблице 1.

Применение адаптированного алгоритма  
к условиям Зайкинско-Зоринского месторождения
Учитывая, что замеры КГФ и пластового давления в зоне отбора проводились 
регулярно, а также то, что в процессе разработки при падении пластового дав-
ления конденсатогазовый фактор снижался, по имеющимся промысловым 
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Рис. 5. Зависимость потенциального 
содержания стабильного конденсата 
от пластового давления, полученная 
по промысловым данным

Fig. 5. The dependence of the potential 
content of stable condensate on reservoir 
pressure obtained from field data

Таблица 1

Компонентный состав газа 
и конденсата

Table 1

The component composition  
of the gas and condensate

Компоненты
Газ сепарации Пластовый газ

моль, % моль, %

CH4 71,44 69,78

C2H6 16,75 12,18

C3H8 5,65 4,94

iC4H10 0,00 0,70

nC4H10 2,05 1,74

C5+ 0,00 8,39

CO2 1,80 1,85

N2 1,36 0,42

H2S 0,00 0,00

Сумма 100,00 100,00

Киселев Д. А., Шевелёв А. П., Гильманов А. Я.
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данным можно произвести адаптацию представленного в статье алгоритма к 
условиям Зайкинско-Зоринского месторождения.

Очевидно, что модель позволяет предсказать значения начального потенци-
ального содержания псевдокомпоненты C5+ и количество выпавшего конденсата 
при остаточном давлении 0,1013 МПа по компонентному и фазовому составу 
системы. При этом потенциальное содержание стабильного конденсата может 
быть рассчитано по формуле:

П��� = ���� � ����
0,02404 ,  

 

                                          (13)

где ПC5+ рассчитывается в г/м3, zC5+ — мольная доля псевдокомпонента C5+ в 
многокомпонентной углеводородной смеси при текущем давлении (доли еди-
ниц), MC5+ — молярная масса группы C5+ (г/моль).

Для удобства расчетов можно ввести безразмерный параметр, характери-
зующий потенциальное содержание в пластовом газе псевдокомпонента C5+:

� � ����
����

� ,  
 

                                                     (14)

где  — мольная доля псевдокомпонента С5+ при давлении начала конден-
сации.

Рис. 6. Сравнение расчетных  
и фактических зависимостей  
безразмерного параметра,  
характеризующего потенциальное 
содержание в пластовом газе  
псевдокомпонента C5+, от пластового 
давления

Fig. 6. The comparison of the calculated 
and actual dependences  
of the dimensionless parameter 
characterizing the potential content  
of the pseudocomponent C5+  
in the formation gas on the formation 
pressure
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Адаптация модели к условиям Зайкинско-Зоринского месторождения 
проводилась в строгом соответствии с предложенным выше алгоритмом.  
По известному компонентному составу смеси (таблица 1) были определены 
критические параметры и ацентрические факторы компонентов, а в качестве 
начального приближения для псевдокомпонента были использованы крити-
ческие параметры пентана: Тc = 469 К, Рc = 3,33 МПа, w = 0,227. По этим 
данным был произведен предварительный расчет, показанный на рис. 6 зе-
леной линией.

По результатам настройки оказалось, что наилучшее совпадение (с точно-
стью 10%) расчетной и промысловой зависимостей получается при использо-
вании следующих значений критических параметров псевдокомпонента C5+: 
Тc = 830 К, Рc = 2,5 МПа, w = 0,327 (рис. 6). Сравнение точности осуществлялось 
с помощью метода наименьших квадратов.

Поскольку рассчитанная по модели зависимость безразмерного параметра, 
характеризующего потенциальное содержание в пластовом газе псевдокомпонен-
та C5+, от пластового давления с точностью 10% соответствует зависимости, 
полученной по промысловым данным, то модель с выбранной точностью даст 
верный прогноз конечного коэффициента извлечения конденсата по формуле (12).

Выводы
1.	Установлена зависимость критических параметров группы тяжелых 

углеводородов от основных параметров фазового перехода.
2.	Выделены необходимые для адаптации модели промысловые дан-

ные — зависимость КГФ от пластового давления и давление начала 
конденсации.

3.	Предложен адаптированный алгоритм расчета фазового равновесия 
многокомпонентных углеводородных систем, в котором критические 
параметры псевдокомпонента C5+ определяются не из лабораторных 
исследований, которые не были своевременно проведены, а по выбран-
ным промысловым данным. По предложенному алгоритму возможно 
проведение прогноза конечного коэффициента извлечения конденсата с 
использованием выражения (12).

4.	Произведено применение предложенного алгоритма расчета фазового 
равновесия многокомпонентной углеводородной системы к условиям 
Зайкинско-Зоринского месторождения. С помощью настройки критиче-
ских параметров группы тяжелых углеводородов удалось добиться со-
впадения расчетных и фактических зависимостей потенциального со-
держания конденсата от пластового давления с точностью 10%.

5.	С использованием настроенной по предложенному алгоритму модели 
произведен прогнозный расчет изменения содержания стабильного 
конденсата в пластовом газе при дальнейшем снижении пластового 
давления.

Киселев Д. А., Шевелёв А. П., Гильманов А. Я.
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laboratory experiments to determine the properties of a group of heavy components. In many 
gas condensate fields, there was absence of studies of reservoir fluids at the initial stages of 
development. Additional laboratory studies are currently impossible due to the changes in 
the component composition during the development. Therefore, it is necessary to adapt the 
existing classical algorithm for fields with uncertainty of the initial data. 
To solve this problem, it is necessary to determine a set of initial field data that characterizes 
the phase state of the reservoir fluid during development in a unique way. The authors have 
developed a consistent method of adapting the model of a multicomponent system to field 
data. The calculations used the Peng-Robinson cubic equation of state and the Lewis theory 
of a simplified description of phase equilibrium. Using the proposed algorithm, the content 
of gas condensate in the formation gas is calculated to predict the final condensate recovery 
factor. The dependence of the critical parameters of the group of heavy hydrocarbons on 
the main parameters of the phase transition is established and the necessary field data are 
identified. The algorithm was adopted for Zaykinsko-Zorinskoye field on the history of the 
development.
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а также необходимость выбора методов, наиболее подходящих для каждого конкрет-
ного набора данных. 
Проблема заключается в том, что прогностические свойства результатов зависят от 
соответствия или несоответствия используемых в методах картирования модельных 
условий реальным закономерностям. Один из способов состоит в картировании по обу
чающим данным с последующим сопоставлением прогнозных свойств построенных 
карт по экзаменационным данным. Такой подход требует многовариантных, затратных 
в вычислительном отношении расчетов. 
В этих условиях актуальными в развитии методов геокартирования являются вопросы 
определения по наблюдаемым данным адекватных модельных условий.
В данной работе эта задача рассматривается применительно к вариационно-сеточному 
методу геокартирования. Особенность метода состоит в том, что модельные условия 
задаются в виде дифференциальных уравнений в частных производных, и для обеспече-
ния однозначности решения необходимо определение двух или более таких уравнений. 
В работе предлагается подход, основанный на определении ортогональных гипер-
плоскостей в многомерном пространстве первых, вторых производных и значений 
картируемой функции, которые в наибольшей степени согласуются с имеющимися 
данными. В условиях отсутствия экспериментальных определений значений про-
изводных предложен итерационный метод их последовательного уточнения. Метод 
апробирован на примерах восстановления модельных условий, соответствующих серии 
периодических решений. Рассмотрено влияние выбора управляющих параметров на 
сходимость итерационного процесса. 
Общий характер математической постановки задачи и возможность оптимизации 
вычислительной схемы определяют применимость рассмотренного подхода для вос-
становления модельных условий и в более широком классе функций. 

Ключевые слова
Геокартирование, вариационно-сеточный метод, модельные условия, уравнения в 
частных производных, гиперплоскость, метод главных компонент.
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Введение
Многообразие свойств геологических объектов и природы их формирования, 
наряду с отсутствием надежных теоретических основ для их моделирования, 
определяет возможность и необходимость выбора из большого числа существу-
ющих методов картирования наиболее подходящих для каждого конкретного 
набора данных. Один из способов решения этой задачи состоит в реализации 
различных методов картирования по обучающим данным с последующим со-
поставлением прогнозных свойств построенных карт по экзаменационным 
данным [10, 14, 15, 17, 20 и др.]. 
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При кажущейся простоте такого подхода его применение связано с рядом 
трудностей, обусловленных неоднозначностью используемого множества сопо-
ставляемых методов картирования (а также применяемых при их реализации 
управляющих параметров) и неоднозначностью разделения данных на обуча-
ющие и контрольные выборки. Это приводит к необходимости проведения 
многовариантных, затратных в вычислительном отношении расчетов, а чисто 
эмпирический характер такого подхода снижает возможности содержательного 
анализа полученных результатов.

Среди существующих методов геокартирования выделяется кригинг [4, 6, 11 
и др.], в котором условие минимизации среднеквадратической ошибки картиро-
вания реализуется непосредственно. Это достигается за счет предположения о 
вероятностном характере изменчивости картируемых показателей в пространстве 
и использования модельных условий в виде функциональных зависимостей 
между дисперсией разницы значений картируемой поверхности в точках и рас-
стояния между ними. В силу простоты реализации и наличия теоретического 
обоснования этот подход активно используется на практике при решении задач 
картирования свойств геологических объектов [1, 3, 5, 12, 13, 16 и др.]. 

Вместе с тем во многих случаях реальные природные закономерности не 
могут быть надежно описаны в рамках модельных условий, заложенных в кри-
гинге. Об этом свидетельствуют материалы сопоставления прогностических 
свойств различных методов в работах [10, 14, 15, 18 и др.], в которых показано, 
что применение кригинга не гарантирует оптимальность результата. 

Отмеченные проблемные вопросы определяют востребованность дальнейше-
го развития подходов к решению задач, связанных с анализом наблюдаемых 
данных и выявлением природных закономерностей, в том числе и в рамках мо-
дельных условий, реализуемых в других методах геокартирования. 

В данной работе эта задача рассматривается применительно к особенностям 
вариационно-сеточного метода (ВСМ) картирования свойств геологических объек
тов [8]. Решение задачи геокартирования в этом методе формулируется в доста-
точно общем виде — может использоваться несколько модельных уравнений в 
частных производных до второго порядка включительно. С одной стороны, это 
дает возможность решения широкого круга геологических задач, связанных с 
картопостроением [7, 9, 19 и др.], но с другой — существенно затрудняет поста-
новку и решение обратной задачи, а именно установление аналитического вида 
закономерностей, соответствующих наблюдаемым данным.

Модельные условия ВСМ и особенности постановки задачи
Основные элементы вариационно-сеточного метода геокартирования заключа-
ются в следующем [8]. 

Значения картируемой поверхности аппроксимируются функцией: 

���, �� ��������, ��,
�
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где fm — коэффициенты; gm(x, y) — базисные функции. Модельные представле-
ния и данные о свойствах картируемого показателя описываются в виде гло-
бальных и локальных уравнений достаточно общего вида:

���� � ��������
�

���
. 

 
Здесь Gk(x, y) — известные функции; L и   — линейные дифференциальные 

операторы:
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Локальные уравнения, представляющие результаты (и условия) наблюдений 

в точках {xm, ym}, входят в функционал задачи в виде суммы квадратов невязок 
левой и правой части:
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Для глобальных уравнений, характеризующих модельные условия, исполь-

зуется его интегральный аналог в области картирования Ω:

Φ� = � ρ�
Ω

������ ����������
�

���
�
�

�Ω� 

 
где ρ��    и ρβ — весовые коэффициенты.

Решение задачи геокартирования осуществляется на основе минимизации 
функционала, представляющего собой сумму слагаемых, определяемых ис-
пользуемыми локальными и глобальными уравнениям, количество которых не 
ограничено. Квадратичность минимизируемого функционала Φ относительно 
неизвестных параметров определяет простоту решения для такого класса задач, 
которое в конечном итоге сводится к решению системы линейных алгебраиче-
ских уравнений.

В качестве базисных функций нами используются бикубические В-сплайны 
на регулярной прямоугольной сетке, что обеспечивает сильную разреженность 
матрицы системы уравнений, надежность и высокую вычислительную эффек-
тивность решения. Гладкость кубических сплайнов до второй производной 
порядка включительно ограничивает рамки возможного использования диффе-
ренциальных операторов также вторым порядком. Как показывает практика, 
этого достаточно для решения большинства задач геокартирования. 

В условиях отсутствия теоретически обоснованных модельных условий наи-
более часто применяемыми на практике являются решения с использованием 

Плавник А. Г. 
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условий минимума кривизны и минимума поверхности, в которых задача сво-
дится к минимизации функционалов

� � � ������� ��� � ����

�
+ � ����� + ����� + ���� � �� ��

Ω
 и 

� � � ������� ��� � ����

���
+ � ���� + ���� �� ��

Ω

 

 
соответственно. Здесь zi — значения картируемого параметра в точках (xi, yi); 
ρ — весовой коэффициент на данные; Ω — область картирования; нижние ин-
дексы Sx, Sxx и другие обозначают частные производные функции S.

Вариационно-сеточный метод геокартирования имеет длительную историю 
развития и практического применения в решении геологических задач (первое 
монографическое описание метода представлено в работе [2]). Вместе с тем 
постановка и решение рассматриваемого в данной работе вопроса определения 
параметров модельных условий ВСМ ранее практически не рассматривались. 
На протяжении значительного периода развития метода преобладало представ-
ление о том, что в процессе прогресса знаний о геологических объектах и ак-
тивного внедрения математических методов для их описания будут обоснованы 
надежные закономерности, подобные уравнениям теплопереноса, динамики 
подземных вод, волновых и других процессов.

Определенным сдерживающим фактором является то, что наблюдаемые 
данные, как правило, представляют значения картируемых показателей, а зна-
чения частных производных могут быть оценены лишь приближенно, и это 
только в рамках априорных модельных условий и при наличии достаточно 
большого количества данных. 

Более значимые трудности обусловлены тем, что ВСМ допускает использо-
вание модельных условий очень широкого класса. Необходимо, с одной сторо-
ны, сужение допустимых рамок модельных условий для того, чтобы обеспечить 
возможность единообразного, формализованного определения их параметров. 
Но, с другой стороны, эти рамки не должны быть очень жесткими, сохраняя 
присущую ВСМ гибкость в описании пространственных закономерностей из-
менения свойств геологических объектов. 

Недостаточность одного уравнения в качестве модельного условия
Существенной особенностью ВСМ является возможность использования не-
скольких (в общем случае неограниченного количества) уравнений, которым 
решение задачи геокартирования должно приближенно удовлетворять. Другая 
особенность состоит в том, что используемые при картировании данные, кото-
рые могут рассматриваться в качестве граничных условий, ограничены по ко-
личеству и характеризуют свойства картируемого показателя лишь в отдельных 
точках наблюдения.
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Принципиально важным является то, что фрагментарность задания гранич-
ных условий (их приуроченность к конечному числу точек наблюдения) опре-
деляет недостаточность применения только одного уравнения в качестве мо-
дельного условия. Простым примером, иллюстрирующим реализацию множе-
ственности модельных условий в виде дифференциальных уравнений в частных 
производных, является периодическая функция S(x, y)  = sin(y), для которой 
точно выполняются следующие четыре соотношения:

                           (1)

Очевидно, что последние три соотношения как вместе, так и по отдельности 
не могут обеспечить построение периодического решения при решении задачи 
геокартирования. Использование только первого соотношения позволяет полу-
чить волновую картину вдоль оси y, но, естественно, не обеспечивает постоян-
ство функции вдоль оси x. Расчеты показывают, что одновременное использо-
вание первого и любого из остальных соотношений обеспечивает получение 
достоверного результата (при наличии хотя бы трех точек с данными, не лежа-
щих на одной прямой).

Для периодической функции S(x, y) = A sin(x) cos(y) выполняются два условия:

�� � ��� � ��� = 0������ � ��� = 0.                              (2)

Так же как и в предыдущем примере, расчеты подтверждают, что использо-
вание только одного из этих условий недостаточно для однозначного восста-
новления поверхности в рамках вариационно-сеточного метода геокартирования. 
Для более общего случая, т. е. для функции

���, �� = А sin��� � ��� cos��� � ���,                           (3)
условия (1) очевидным образом преобразуются к двум уравнениям, дополни-
тельно содержащим смешанные производные.

Таким образом, для определения модельных условий для двухмерной за-
дачи картирования требуется определять как минимум два уравнения в частных 
производных. Очевидным обобщением этого вывода является то, что в случае 
трехмерного картирования необходимо определение как минимум трех уравне-
ний в качестве модельных условий.

Итерационный подход к определению модельных условий
Обязательность использования нескольких (по крайней мере двух) модельных 
условий в рамках ВСМ при решении задач геокартирования является достаточно 
неординарной ситуацией для методов моделирования с использованием аппарата 
уравнений математической физики. В этих условиях возникает вопрос о возмож-
ных подходах к определению набора такого рода модельных условий на основе 
имеющегося массива исходных данных о свойствах картируемого показателя. 

Для решения этого вопроса можно обратить внимание на то, что условия (1) 
и (2) представляют собой уравнения ортогональных гиперплоскостей в про-
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странстве переменных S, Sxx и Syy, или в более общей постановке — в шестимер-
ном пространстве переменных S, Sx, Sy, Sxx, Sxy и Syy. И, соответственно, поиск 
модельных условий для вариационно-сеточного метода геокартирования может 
быть сведен к решению задачи определения двух или более таких ортогональных 
гиперплоскостей, которые наилучшим образом соответствуют имеющимся 
данным о свойствах картируемой поверхности (в ортогональной проекции на 
которые среднеквадратичные отклонения от среднего значения наименьшие). 

Отметим, что в математическом отношении решение этой задачи тесно 
связано с применением метода главных компонент, в котором определяется 
ортонормированный базис направляющих векторов искомых гиперплоскостей. 

К сожалению, непосредственная реализация такого решения практически 
неосуществима вследствие отсутствия необходимой информации о значениях 
всех производных в точках: как правило, имеются только значения картируемо-
го показателя и в очень редких случаях — первых производных. 

Возможным выходом в этих условиях является использование итерационного 
подхода к решению задачи, на начальном шаге которого осуществляется картирова-
ние с применением априорных модельных условий и определение по построенной 
поверхности первого приближения значений производных. Последующие итераци-
онные циклы включают: расчет модельных условий (на основе поиска ортогональных 
гиперплоскостей в рассматриваемом пространстве значений функции и приближен-
ных оценок производных); решение задачи геокартирования с этими модельными 
условиями; определение новых приближений для значений производных, которые 
используются в качестве входных данных на следующем шаге итерации. 

Такой итерационный подход имеет существенные недостатки, в частности 
не гарантирует сходимость, однако определенное преимущество заключается в 
простоте реализации. Как представляется, для начального этапа исследований 
вопросов определения модельных условий в рамках ВСМ такой инструментарий 
является вполне приемлемым. 

Результаты, приведенные далее в этой работе, получены с применением имен-
но такого итерационного подхода. При этом нами использовался программный 
комплекс GeoSpline Technology (GST)1, реализующий вариационно-сеточный метод 
геокартирования и позволяющий задавать модельные условия в виде дифференци-
альных уравнений в частных производных до второго порядка включительно. 

Для применения метода главных компонент использована открытая библио-
тека функций линейной алгебры Armadillo 8.200 (C++)2. Отметим, что результа-
тами расчетов в условиях шестимерного пространства параметров являются шесть 
собственных векторов и соответствующие им шесть собственных значений. В 
отличие от прямого использования метода главных компонент, где для снижения 
размерности выбираются собственные вектора, имеющие наибольшие собствен-
ные значения, в постановке, рассматриваемой в данной работе, искомые гипер-

1	 URL: http://www.geo-spline.ru
2	 URL: http://arma.sourceforge.net
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плоскости, в наилучшей степени удовлетворяющие исходным данным, опреде-
ляются собственными векторами с наименьшими собственными значениями, т. е. 
с наименьшими дисперсиями отклонения данных от полученных гиперплоскостей.

Исходные данные 
В дальнейшем в работе рассматриваются четыре примера, которые представляют 
собой частные реализации выражения (3) для простой периодической функции 
(S1) и трех вариантов ее преобразования — сжатия по одной из осей (S2), пово-
рота (S3) и скоса (S4). Соответствующие параметры этих функций представлены 
в таблице 1. Выбор значений численных параметров тестовых функций (ампли-
туды и масштабных коэффициентов при координатах) направлен, с одной сторо-
ны, на схожесть вариации значений модельных функций с реальными вариация-
ми картируемых показателей (глубины залегания кровли пласта), с другой — на 
выраженную рельефность проявления периодичности этих функций в пределах 
рассматриваемой области картирования в последующих примерах.

Таблица 1

Параметры уравнений тестовых 
функций

Table 1

Equations parameters of test 
functions

Функция
Параметры

A a b c d

S1

10

0,1π 0 0 0,1π

S2 0,1π 0 0 0,05π

S3 0,1π/√2 0,1π/√2 −0,1π/√2 0,1π/√2 

S4 0,1π 0 0,1π 0,1π

Соответствующие модельные условия в виде пар дифференциальных урав-
нений в частных производных для этих функций приведены в таблице 2. Задача 
заключается в восстановлении этих модельных условий по информации о зна-
чениях функций в точках наблюдения.

Таблица 2

Модельные условия для тестовых 
функций

Table 2

Test functions model conditions

Функция Уравнения

S1 S + 50(Sxx + Syy)/π2 = 0 Sxx − Syy = 0

S2 S + 50(Sxx + 4Syy)/π2 = 0 Sxx − 4Syy = 0

S3 S + 50(Sxx + Syy)/π2 = 0 Sxy = 0

S4 S + 100Syy/π2 = 0 Sxx − 2Sхy = 0 

Плавник А. Г. 
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В качестве исходных данных рассматривались значения функций S1-S4 в 
428 точках, координаты которых соответствуют фактическому положению сква-
жин на одном из месторождений Западной Сибири, что позволило моделировать 
картирование с реальными условиями неравномерности пунктов наблюдения. 
Расчеты проводились в прямоугольной области размером 64 × 40, с координа-
тами нижней левой точки (−2,0). Весовой коэффициент на данные ρ принят 
равным 1 000, шаг сетки бикубического сплайна — равным 1.

На рис. 1 представлено расположение точек с данными и результаты кар-
тирования для функции S4 (отображенные в виде заливки в градациях серого 
цвета) при использовании стабилизатора минимума поверхности в сопостав-
лении с точным решением (изолинии черного цвета). Как видно из приведен-
ных результатов, несмотря на достаточно большой объем данных, участвующих 
в построении, использование простого априорного модельного условия не 
обеспечивает приемлемых результатов. Даже в областях повышенной плот-
ности расположения данных наблюдаются существенные расхождения по-
строенной карты и точного значения функции, а в участках, удаленных от 
точек с фактическими данными (в правой части области картирования), мо-
дельная функция и расчетная карта практически никак не согласуются между 
собой. 

Рис. 1. Вариант реализации условия 
минимума поверхности

Примечания: 1 — изолинии точного  
решения, 2 — расположение точек  
с данными.

Fig. 1. Option implementation  
of the minimum surface condition

Notes: 1 — isolines of the exact solution, 
2 — location of data points.
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Аналогичные расхождения получены и при картировании с использованием 
в качестве исходных данных значений функций S1-S3, а также с применением 
другого варианта априорных модельных условий — минимума кривизны.

Верификация результатов применения метода главных компонент
Предваряя описание результатов восстановления модельных условий, остано-
вимся более детально на обосновании возможности использования метода 
главных компонент для поиска вида уравнений в частных производных по за-
данному набору значений функции (и ее производных) на некотором множестве 
точек наблюдения. С этой целью в точках расположения данных (представлен-
ных на рис. 1) произведены вычисления значений функций S1-S4, их первых и 
вторых производных непосредственно по аналитическим зависимостям. По 
этим значениям проведены расчеты с реализацией метода главных компонент 
и выбраны по два уравнения гиперплоскостей, которым соответствуют наи-
меньшие собственные значения. 

Полученные пары уравнений ортогональных гиперплоскостей для каждой 
из рассматриваемых функций представлены в таблице 3. Коэффициенты урав-
нений — компоненты единичных собственных векторов — приведены с точно-
стью до пятого знака. Собственные значения для этих пар близки к нулю и 
поэтому в таблице не отражены. 

Таблица 3

Определение модельных условий 
по точным значениям параметров

Table 3

Reconstruction of model conditions 
for exact parameter values

Функция Уравнения

S1
0,13824S + 0,70032Sxx + 0,70032Syy = 0

0,70711Sxx − 0,70711Syy = 0

S2
0,02881S + 0,50727Sxx − 0,86131Syy = 0
0,09702S + 0,85618Sxx + 0,50749Syy = 0

S3
0,13823S + 0,70032Sxx + 0,70032Syy = 0

Sxy = 0

S4
0,01385S + 0,44275Sxx + 0,14032Syy − 0,88549Sxy = 0
0,09724S − 0,06306Sxx + 0,98522Syy + 0,12612Sxy = 0

Сопоставление результатов, полученных при использовании метода главных 
компонент, с аналитическими зависимостями (таблица 2) свидетельствуют об 
их хорошей согласованности. Для простой периодической функции S1 и преоб-
разования поворота S3 результаты с точностью до нормирующего множителя 
практически идентичны (погрешность не превышает 10−8). Уравнения гипер-
плоскостей для функций, соответствующих преобразованию сжатия S2 и скоса 
S4, с той же точностью представляют линейную комбинацию точных аналити-
ческих зависимостей.

Плавник А. Г. 



115Восстановление модельных условий для периодических решений ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2019.  Том 5. № 2

Результаты итерационного восстановления  
модельных условий
Основные особенности промежуточных и конечных результатов далее описы-
ваются на примере восстановления модельных условий для функции S4, для 
которой результаты картирования с использованием априорных модельных 
условий характеризуются наименьшим сходством с восстанавливаемой по-
верхностью (рис. 2а). При этом приведенные данные в полной мере отражают 
общие черты результатов, полученных при восстановлении условий для функ-
ций S1-S3. Так же как и в представленном ранее примере, построения выпол-
нены для сетки с шагом 1 и весовым коэффициентом на данные 1 000.

На каждом шаге итерации по входящим значениям функций и их производ
ных (в точках наблюдения) определялись два уравнения ортогональных гипер-
плоскостей:

где    — компоненты единичных собственных векторов, 
определяемые с использованием метода главных компонент и соответствующие 
минимальным собственным значениям. Свободные члены уравнений (C i) рас-
считывались исходя из требования прохождения гиперплоскостей через точку 
со средними значениями параметров (значений функций и производных).

Затем задача картирования решалась с включением в минимизируемый 
функционал полученных модельных условий:

.           (5)

На следующем шаге итерации значения производных для полученного ре-
шения использовались в качестве новых входных данных. 

Результаты первых пяти итераций в виде компонентов единичных собствен-
ных векторов и соответствующих собственных значений, характеризующих 
дисперсии отклонения точек от гиперплоскости (σ2), а также свободных членов 
уравнений представлены в таблице 4. В рамках одной итерации уравнения упо-
рядочены по величине дисперсии. Данные сгруппированы по двум вариантам 
априорных модельных условий, использованных для начальной оценки (нулевой 
итерации) частных производных картируемого параметра в точках наблюдения. 
Первый вариант соответствует условию минимума поверхности, второй — ус-
ловию минимума кривизны.

На рис. 2 представлены результаты картирования для каждой из функций 
S1-S4 на нулевом, втором и четвертом этапе итерации (при использовании усло-
вия минимума поверхности на нулевом этапе).

Приведенные данные свидетельствуют о высокой эффективности рассматри-
ваемого итерационного метода восстановления модельных условий в данных 
примерах. За пять итераций точность модельных условий увеличивается (дис-
персии уменьшаются) в сотни раз, а результирующие карты с использованием 
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Таблица 4

Итерационное восстановление 
модельных условий

Table 4

Iterative reconstruction of model 
conditions

Итерация a ax ay axx ayy axy C σ2

I вариант

0
−0,003 0,494 −0,800 −0,237 0,245 −0,029 −0,340 0,701

0,048 −0,025 0,060 −0,227 0,141 0,960 0,105 0,339

1
−0,071 0,007 0,020 0,040 −0,957 0,278 0,029 0,165

0,028 −0,012 0,014 −0,413 0,237 0,879 0,027 0,027

2
−0,095 0,000 0,003 0,018 −0,995 0,006 0,007 0,004

0,000 −0,005 0,005 −0,442 −0,002 0,897 0,005 0,003

3
−0,098 0,001 −0,002 0,001 −0,995 −0,002 −0,001 0,001

0,000 −0,001 0,000 −0,447 −0,002 0,894 0,000 0,000

4
−0,098 0,002 −0,003 0,000 −0,995 −0,003 −0,003 0,001

0,000 0,000 0,000 −0,447 −0,003 0,894 −0,001 0,000

5
−0,098 0,002 −0,004 −0,001 −0,995 −0,003 −0,004 0,001

0,000 0,000 0,000 −0,447 −0,002 0,894 −0,001 0,000

II вариант

0
0,085 −0,001 −0,009 −0,037 0,969 −0,230 −0,022 0,138

0,029 −0,008 0,025 −0,377 0,198 0,904 0,047 0,043

1
−0,095 −0,001 0,002 −0,069 −0,978 0,171 0,004 0,004

0,019 −0,004 0,005 −0,434 0,183 0,882 0,005 0,003

2
−0,098 0,001 −0,003 0,002 −0,995 −0,007 −0,002 0,001

−0,001 0,000 0,000 −0,447 −0,007 0,894 −0,001 0,000

3
−0,098 0,002 −0,003 −0,001 −0,995 −0,003 −0,003 0,001

0,000 0,000 0,000 −0,447 −0,002 0,894 −0,001 0,000

4
−0,098 0,002 −0,004 −0,001 −0,995 −0,003 −0,004 0,001

0,000 0,000 −0,001 −0,447 −0,002 0,894 −0,001 0,000

5
−0,098 0,002 −0,004 −0,001 −0,995 −0,002 −0,004 0,001

0,000 0,000 −0,001 −0,447 −0,002 0,894 −0,001 0,000

Плавник А. Г. 
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восстановленных уравнений по своему виду практически соответствуют точным 
уже на второй итерации в областях расположения точек с фактическими данными 
и на четвертой итерации для всей области картирования. И это несмотря на то, 
что сами модельные условия определяются с относительно высокой погрешно-
стью, о чем свидетельствует достаточно большое отклонение от точного значения 
(равного нулю) коэффициентов при первых производных (ax и ay).

Для варианта с использованием на нулевом этапе условия минимума кри-
визны аналогичная сходимость итерационного процесса достигается еще бы-
стрее — за одну-две итерации.

В целом следует отметить, что, несмотря на частный характер рассмотрен-
ных в данной работе примеров, полученные результаты свидетельствуют о 
возможности реализации достаточно простого и эффективного итерационного 
алгоритма для восстановления более общих вариантов модельных условий. 
Действительно, постановка задачи в виде минимизации функционала достаточно 

Рис. 2. Результаты картирования  
на нулевой (а), второй (б) и четвертой 
(в) итерации

Fig. 2. Mapping results at zero (a), second 
(б) and fourth (в) iteration
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общего вида (5) определяет значительно более широкий класс допустимых 
функций, а предложенная вычислительная схема позволяет получать решения 
в рамках такой общности постановки. 

Параметры, влияющие на сходимость итерационного метода
При расчетах явно или неявно использован ряд параметров, которые оказывают 
значительное влияние на полученные результаты. Ранее приводились данные о 
принятых значениях шага сетки и весового коэффициента на данные. Их из-
менение может оказывать существенное воздействие на сходимость рассматри-
ваемого в работе итерационного процесса восстановления модельных условий. 

Менее очевидным является влияние выбора единиц измерения пространствен-
ных координат, от которых зависят количественные значения производных и, как 
следствие, соотношение коэффициентов при этих производных в искомых урав-
нениях. Это также весьма чувствительно сказывается на сходимости итерацион-
ного процесса. Дополнительно можно подчеркнуть, что использованное в функ-
ционале (5) неявное условие равенства весовых коэффициентов для каждого из 
уравнений не является обязательным и, по крайней мере, снижает общность ре-
шения и, возможно, снижает эффективность алгоритма. Очевидно, большое 
значение имеет и количество данных, по которым осуществляется восстановление 
модельных условий. 

Анализ влияния всех этих управляющих параметров далеко выходит за 
рамки данной работы и требует отдельного рассмотрения. Однако приведенные 
примеры успешной реализации итерационного метода восстановления модель-
ных условий, как представляется, дает определенные ориентиры для выбора 
подходящих значений этих показателей. Вместе с тем рассмотренная здесь по-
становка оптимизационной по своей сути задачи поиска параметров модельных 
уравнений в рамках ВСМ геокартирования, несомненно, допускает реализацию 
и других методов решения, направленных на гарантированное обеспечение их 
сходимости. 

Заключение
Многообразие свойств геологических объектов и природы их формирования, 
наряду с отсутствием надежных теоретических основ для их моделирования, 
определяет необходимость разработки методов решения задач, связанных с 
анализом наблюдаемых данных и выявлением природных закономерностей в 
виде формализуемых модельных условий. В данной работе эта задача рассмо-
трена применительно к вариационно-сеточному методу геокартирования, в 
котором модельные условия описываются в виде дифференциальных уравнений 
в частных производных до второго порядка включительно.

В рамках этого метода важной особенностью является необходимость ис-
пользования более одного уравнения в частных производных в качестве модель-
ных условий для обеспечения однозначности решения. В работе предложен 
итерационный подход с определением параметров искомых уравнений, соот-
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ветствующих ортогональным гиперплоскостям (в пространстве параметров, 
включающих значения и производные картируемой поверхности в точках на-
блюдения) и оптимально согласующихся с наблюдаемыми данными.

Апробация этого подхода применительно к задаче восстановления модель-
ных условий для простых периодических решений показала его результативность 
и вычислительную эффективность. Вместе с тем предложенный подход по 
общности математической постановки задачи и по вычислительной схеме до-
пускает решение задачи поиска модельных условий для существенно более 
широкого класса функций.
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Abstract
The variety of geological objects properties and the nature of their formation determine 
the presence and usage of a large number of different mapping methods, as well as the need 
to choose the method that is most suitable for each specific data set.
The problem is that the predictive properties of the results depend on the compliance or 
non-compliance of the model conditions used in the mapping methods with real laws. One 
of the approaches involves mapping according to the training data, with the subsequent 
comparison of the constructed maps predictive properties according to the examination data. 
Such an approach requires multivariate, computationally expensive calculations.
Under these conditions, determining the appropriate model conditions from the observed 
data is relevant in the development of geological mapping methods.
Within the framework of the variational-grid geological mapping method, there is considered 
the problem of determining model conditions that describe the spatial regularities of mapping 
parameters change in the form of partial differential equations and are consistent with 
observed set of experimental data on the properties of geological objects. A special feature 
of the problem is the need to define two or more equations to ensure uniqueness of the solution. 
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In this paper, the authors propose an approach based on the search for a parameter space 
including the values of the function being mapped, its first and second derivatives such a 
system of orthogonal hyperplanes that consistent for available experimental data with greatest 
degree. Direct implementation of this approach is complicated by the fact that the necessary 
values of the derivatives are not actually determined experimentally. Under these conditions, 
an iterative method is used to sequentially refine the values of the derivatives and restore the 
model conditions. The method has been successfully tested on examples of the reconstruction 
of partial differential equations corresponding to a series of periodic solutions. 
The problem mathematical formulation general nature and the possibility of optimizing the 
computational scheme determine the prospects of the approach considered for restoring model 
conditions in a wider class of functions.
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Geological mapping, variational-grid method, model conditions, partial differential equations, 
hyperplane, principal component analysis.
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Аннотация
В переспективном устройстве наноэлектроники  — мемристоре на основе оксидов 
металлов между предельными высокопроводящим и низкопроводящим состояниями 
имеется множество промежуточных состояний с разной проводимостью. Эти состояния 
можно использовать в процессах ассоциативного обучения нейросети на основе мем-
ристорных синапсов и одновременной обработки входных импульсов, заключающейся 
в их взвешивании и суммировании в нейропроцессоре.
Получены тонкие пленки смешанных оксидов, содержащие разное отношение моль-
ных долей титана и алюминия, путем одновременного магнетронного распыления 
двух катодов в реактивной среде кислорода. Описан метод получения смешанного 
оксида с заданным содержанием металлов путем контроля скоростей распыления 
катодов с помощью акустических пьезодатчиков. Показано, что внесение примеси Al 
в оксид титана улучшает электрофизические характеристики мемристора. Установле-
но существование оптимальной мольной доли примеси Al, при которой достигается 
максимальное отношение сопротивлений мемристора в высокоомном и низкоомном 
состояниях. Полученные результаты свидетельствуют о том, что реактивное магне-
тронное осаждение смешанного оксида металлов путем одновременного распыления 
двух катодов приводит к более равномерному распределению элементов по толщине 
активного слоя по сравнению с методом атомно-слоевого осаждения, что необходимо 
для повышения стабильности электрических характеристик мемристора.
Можно ожидать, что в мемристорах на смешанных оксидах TixSc1−xOy, HfxSc1−xOy, HfxY1−xOy, 
HfxLu1−xOy, ZrxSc1−xOy, ZrxY1−xOy, ZrxLu1−xOy также будет наблюдаться оптимальная доля 
примеси, соответствующая максимально повышенному отношению сопротивлений в 
высокоомном и низкоомном состояниях. Причем мемристоры на пленках с чистыми 
оксидами гафния и циркония имеют значительно больший диапазон резестивного пере-
ключения, чем оксид титана.

Ключевые слова
Нейропроцессор, энергонезависимая резистивная память, резистивные переключения, 
синаптические состояния, нанотехнология, мемристор, смешанные оксиды металлов.
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Введение
В настоящее время интенсивно изучается структура «металл — диэлектрик — 
металл» как основа устройств энергонезависимой резистивной памяти. Преиму-
щественно в качестве диэлектрика используют оксиды переходных металлов, 
обладающих высокой подвижностью кислородных вакансий [15]. 

Твердотельные мемристоры, которые используются в информационных тех-
нологиях (IT) в качестве переключателей, имеют малое время переключения из 
низкопроводящего в высокопроводящее состояние и наоборот. Устройства IT на 
основе таких мемристоров обеспечивают обработку, сжатие, фильтрацию и пере-
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дачу информации за предельно короткое время. Время переключения современных 
мемристоров составляет единицы наносекунд.

Технически это достигается электрической формовкой мемристора при по-
даче на его электроды напряжения, которое значительно превышает пороговое, 
необходимое для переключения состояний. В результате диэлектрическая плен-
ка из диоксида титана TiO2 из-за миграции ионов кислорода обедняется прак-
тически во всем своем объеме, за исключением тонкого приэлектродного слоя 
толщиной несколько нанометров. Обедненный кислородом слой нестехиоме-
трического оксида титана TiO2−x обладает сопротивлением порядка 215 Ом и, 
по существу, является проводником [14]. Проводимость мемристора в низкоом-
ном состоянии определяется одномерным проводящим каналом (филаментом), 
который возникает в процессе электроформовки [8, 15].

В [3, 6, 7] начата работа над мемристорной аппаратной базой, предназначен-
ной для создания биоморфных электронных систем и нейропроцессоров. По-
казаны подобие свойств твердотельного мемристора свойствам живых синап-
сов и возможность использования мемристора как суммирующего элемента 
искусственного нейрона [7]. Использование мемристоров в качестве синапсов 
может обеспечить значительное сокращение в электрической схеме нейропро-
цессора IBM TrueNorth [12] числа транзисторов, которые выполняют функции 
нейронов и синаптических связей между ними. 

В мемристоре между предельными высокопроводящим и низкопроводящим 
состояниями имеется множество промежуточных состояний с разной проводимо-
стью. Эти состояния можно использовать в процессах ассоциативного обучения 
нейросети на основе мемристорных синапсов и одновременной обработки входных 
импульсов, заключающейся в их взвешивании и суммировании в нейропроцессоре 
[4]. Время протекания этих процессов может значительно превосходить время пере-
ключения (порядка нескольких наносекунд [10]) формованного мемристора, ис-
пользуемого в качестве переключателя в информационных технологиях. 

Чем шире диапазон резистивного переключения мемристора, тем больше мож-
но реализовать синаптических связей с помощью этого мемристора в нейропроцес-
соре. Например, в мемристоре на основе пленки диоксида титана TiO2 толщиной 
30 нм и с платиновыми электродами [9] отношение сопротивлений в высокоомном 
(Rh) и низкоомном (Rl) состояниях при напряжении считывания 0,2 В имеет вели-
чину R = Rh/Rl ≈ 2. Чистый оксид циркония в структуре Ti/ZrO2/Pt дает R = 104, а 
гафния в Pt/HfO2/HfO2−x/TiN — 103 соответственно [11].

Наиболее стабильными и воспроизводимыми характеристиками обладают 
мемристорные материалы на основе смешанных оксидов переходных металлов. 
В таких материалах возможно добиться увеличения диапазона переключения 
сопротивлений мемристоров по сравнению с мемристорами на чистых оксидах. 
При добавлении примеси атомов алюминия в оксиды четырехвалентных пере-
ходных металлов (TixAl1−xOy [5], HfxAl1−xOy [13]) энергия связи ионов кислорода и 
основного металла уменьшается, что приводит к активизации процесса обеднения 
слоя ионами кислорода за счет их миграции в электрическом поле. Снижение 
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энергии связи кислорода приводит к уменьшению порогового напряжения пере-
ключения. Также в смешанных оксидах при циклических переключениях наблю-
дается повышенная стабильность значений пороговых напряжений и сопротив-
лений в низкопроводящем/высокопроводящем состояниях. 

При получении пленки смешанного оксида металлов с помощью метода 
атомно-слоевого осаждения в ней остаются примеси реагентов. Примеси и не-
однородное распределение элементов по толщине пленки увеличивают неодно-
родность электрического поля, что приводит к нестабильности электрических 
характеристик устройства [7].

В отличие от метода атомно-слоевого осаждения [5, 13] метод реактивного 
магнетронного осаждения смешанного оксида металлов дает возможность ис-
ключить примеси и получить высокую равномерность распределения элементов 
по толщине пленки, что приводит к большей стабильности порогового напря-
жения переключения мемристора и его сопротивлений в низкопроводящем и 
высокопроводящем состояниях [7]. 

Нанотехнология изготовления мемристорных устройств  
на основе пленок смешанных оксидов металлов
Напыление эталонной пленки диоксида титана TiO2 толщиной 30 нм проводилось 
в магнетронном модуле на постоянном токе, входящем в нанотехнологический 
комплекс NT-MDT «НаноФаб-100». Электромагнитные клапаны на газовых 
магистралях установки позволяют регулировать расход газов с точностью до 
0,1 см3/мин. Диаметр распыляемой мишени — 78 мм. Вакуумная подготовка 
реакторной камеры осуществлялась при давлении 5 ∙ 10−5 Па. Напыление осу-
ществлялось в импульсном режиме магнетрона при постоянной мощности 
125 Вт и постоянном давлении 0,25 Па. Расход аргона для поддержания рабо-
чего давления составлял 22 см3/мин, расход кислорода составлял 8 см3/мин. 

Мемристоры изготовлены по технологии кроссбара (рис. 1) путем последо-
вательного напыления слоев через маски электронного резиста (PMMA), вы-
полненные на электронном микроскопе JSM-6510LV-EDS. Нижний электрод 
состоит из 5 нм адгезивного подслоя Ti и 30 нм слоя W. Активный слой — 30 нм 
TiO2, Ti0,93Al0,07Ox, Ti0,9Al0,1Ox и Ti0,85Al0,15Ox в четырех экспериментах соответ-
ственно. Верхний электрод — 95 нм TiN. Ширина проводящих дорожек в месте 
пересечения составляет 1 мкм.

На рис. 2 предаставлены фотографии чипов мемристорных кроссбаров, в 
которых пленка смешанного оксида имеет разную долю алюминия.

Метод получения смешанного оксида с контролируемым  
содержанием металлов
При распылении в магнетронном модуле одновременно с титаном второго катода 
из алюминия необходимо контролировать количественный состав выращиваемо-
го слоя смешанного оксида металлов. Для этого были проведены представленные 
ниже расчеты, результаты которых согласуются с экспериментальными данными.
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Рис. 1. Фотография с оптического 
микроскопа экспериментального 
образца мемристорного кроссбара, 
демонстрирующая совмещение  
микроразмерных и наноразмерных 
проводников

Fig. 1. An optical microscope image  
of the experimental sample  
of the memristor crossbar demonstrating 
the combination of micro-sized  
and nano-sized conductors

 

Рис. 2. Образцы мемристорных 
кроссбаров на основе пленки оксида 
титана

Примечание: цвет пленки зависит 
от доли примеси алюминия в оксиде.

Fig. 2. Samples of memristor crossbars 
based on titanium oxide film

Note: the color of the film depends  
on the aluminum fraction of the oxide.

 

Количественный состав пленки при постоянной скорости напыления должен 
оставаться однородным по толщине. Возле каждого катода в магнетроне име-
ется акустический датчик скорости напыления. Толщина напыленного на датчик 
слоя металла определяется выражением d = m/ρS, где m — масса напыляемого 
вещества, ρ — его плотность, а S — площадь датчика. Отношение скоростей на-
пыления при одновременном распылении двух катодов с постоянными скоростями 
равно отношению толщины пленок, осаждаемых на датчиках c одинаковой площа-
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дью: d1/d2 = m1ρ2/m2ρ1. Молекула стехиометрического оксида алюминия Al2O3 со-
держит два атома алюминия, молекула оксида титана в максимальной степени 
окисления (полностью оксидный режим реактивного распыления) TiO2 содержит 
один атом титана. Следовательно, отношения количества вещества оксидов и их 
металлов отличаются в два раза: νTi/νAl = 2νTiO2

/νAl2O3
 = 2ν1/ν2. Представляя массу как 

произведение количества вещества, молярной массы М и постоянной Авогадро, 
получим для отношения толщины пленок на датчиках и, соответственно, для от-
ношения скоростей распыления катодов следующее выражение: 

� = ��
�� = 2 ν�ν�

��
��

ρ�
ρ�. 

 
Отношения скоростей напыления составили D (7 ат. % Al) = 19,4; D (10 ат. % 

Al) = 13,1; D (15 ат. % Al) = 8,28. Тестирование этой расчетной модели скорости 
распыления катодов проводилось при получении составов в образцах 1-3: Ti0,9Zr0,1O2, 
Ti0,8Zr0,2O2 и Ti0,7Zr0,3O2 соответственно, для которых использовалось соотношение 
νTi/νAl = νTiO2

/νZrO2
 = ν1/ν2. Полученные пленки исследовались на рентгеновском фото-

электронном спектрометре (РФЭС) Thermo Fisher Scientific — K-Alpha (таблица 1).

Таблица 1

Результаты измерений РФЭС

Table 1

Results of measurement XPS

Образец 1 2 3

νTi/νZr расчетное 90/10 80/20 70/30

νTi/νZr измеренное 84,07/15,93 79,89/20,11 75,51/24,49

Таким образом, предложенный метод определения скорости распыления 
катодов позволял достаточно точно контролировать количественный состав 
выращиваемого слоя смешанного оксида металлов. 

Результаты исследования распределения мольной доли металлов по толщине 
пленки оксида титана с примесью циркония методом РФЭС представлены на рис. 3.

Эти результаты свидетельствуют о том, что метод реактивного магнетрон-
ного осаждения смешанного оксида металлов путем одновременного распыле-
ния двух катодов дает возможность получить более равномерное распределение 
элементов по толщине пленки активного слоя по сравнению с методом атомно-
слоевого осаждения [1], что требуется для повышения стабильности электриче-
ских характеристик мемристора.

Обсуждение результатов экспериментов
На рис. 4 красным цветом показана вольт-амперная характеристика мемристор-
ного устройства на основе слоя из диоксида титана. Отношение сопротивлений 
в высокоомном (Rh) и низкоомном (Rl) состояниях при напряжении считывания 
0,2  В имеет величину R  = Rh/Rl  ≈ 1,3. Для сравнения: в [9] это отношение  
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Рис. 3. Распределение мольных долей 
по толщине пленки

Примечания: слева — Ti и Zr (красный 
цвет — образец 1, зеленый —  
образец 2, синий — образец 3;  
сплошной кривой показано  
содержание титана, а штриховой 
кривой — примеси); справа — Ti и Al  
в работе [1] (сплошная кривая — Al).

Fig. 3. The distribution of the molar 
fractions across the film thickness

Notes: left — Ti and Zr (red is sample 1,  
green is sample 2, blue is sample 3;  
the solid curve shows the titanium 
fraction, and the dashed curve shows 
impurity fraction); right — Ti and Al  
in the paper [1] (the solid curve shows  
the Al fraction).

Г Г

Д Д

Рис. 4. Вольт-амперные зависимости 
мемристорного устройства на основе 
слоя из оксида титана

Примечания: красный цвет — в чистом 
оксиде титана; зеленый — при 7 ат. % 
примеси Al; синий — при 10 ат. % 
примеси Al.

Fig. 4. The current-voltage dependence  
of the memristor device based on a layer 
of titanium oxide

Notes: red — in pure titanium oxide; 
green — at 7 at. % admixture Al; blue — 
at 10 at. % admixture Al.

−

−

−
− −

Бобылев А. Н., Удовиченко С. Ю., Бусыгин А. Н., Ибрагим А. Х. 



131Увеличение диапазона резистивного переключения мемристора ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2019.  Том 5. № 2

в мемристоре со слоем диоксида титана толщиной 30 нм и платиновыми электро-
дами равняется 2. Это напряжение выбрано в линейной области вольт-амперной 
характеристики, которое используется при работе мемристоров в аналоговом режиме.

Зеленым цветом на рис. 4 показана вольт-амперная зависимость в мемристо-
ре с активным слоем Ti0,93Al0,07Ox. Внесение примеси Al в TiO2 на уровне 7 ат. % 
увеличивает R с 1,3 до 7,2. Дальнейшее увеличение доли примеси Al не приводит 
к росту отношения R. Максимальное отношение сопротивлений R в мемристоре 
с активным слоем Ti0,9Al0,1Ox при напряжении считывания 0,2 В равно 3,78, с ак-
тивным слоем Ti0,85Al0,15Ox  — 2,41 соответственно. Синим цветом на рис. 4 по-
казана вольт-амперная характеристика при 10 ат. % содержания примеси Al. 

Результаты экспериментов (рис. 5) свидетельствуют о наличии оптимальной 
доли примеси алюминия в оксиде титана на уровне 7 ат. %, при которой наблю-
дается максимальное отношение сопротивлений в высокоомном и низкоомном 
состояниях.

R h/R
l

Д

Рис. 5. Зависимость отношения  
сопротивлений в низкопроводящем (Rh) 
и высокопроводящем (Rl) состояниях 
при напряжении считывания 0,2 В 
от доли примеси Al

Fig. 5. The dependence of resistances ratio 
in low conductive (Rh) and highly 
conductive (Rl) states if the voltage reading 
from 0.2 V on the admixture proportion Al

Заключение
Получены тонкие пленки смешанных оксидов, содержащие разное отношение 
мольных долей титана и алюминия путем одновременного магнетронного рас-
пыления двух катодов в реактивной среде кислорода. Контроль содержания 
металлов осуществлялся регулированием скоростей распыления катодов с по-
мощью акустических пьезодатчиков. Результаты измерений вольт-амперных 
характеристик свидельствуют, что внесение примеси Al в оксид титана улучша-
ет электрофизические характеристики мемристора, причем существует опти-
мальная мольная доля примеси Al, при которой достигается максимальное от-
ношение сопротивлений мемристора в высокоомном и низкоомном состояниях. 
Полученный методом рентгеновской фотоэлектронной спектроскопии элемент-
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ный состав пленки смешанного оксида металлов показывает, что метод реак-
тивного магнетронного осаждения обеспечивает равномерное распределение 
элементов по толщине пленки активного слоя в отличие от метода атомно-сло-
евого осаждения, что приводит к увеличению повторяемости вольт-амперных 
характеристик при множественных последовательных измерениях.

В активном слое мемристоров — смешанном оксиде металлов одним из элемен-
тов может быть титан, цирконий или гафний, а элементом примеси — трехвалентный 
металл с ионным радиусом, равным 0,7-1,2 ионного радиуса титана, циркония или 
гафния соответственно [2]. Можно ожидать, что в мемристорах на смешанных ок-
сидах TixSc1−xOy, HfxSc1−xOy, HfxY1−xOy, HfxLu1−xOy, ZrxSc1−xOy, ZrxY1−xOy, ZrxLu1−xOy 
также будет наблюдаться оптимальная доля примеси, соответствующая макси-
мально повышенному отношению сопротивлений в высокоомном и низкоомном 
состояниях. Причем в мемристорах на чистых оксидах циркония и гафния диапазон 
резистивного переключения значительно выше, чем в мемристоре на основе чи-
стого оксида титана [11].
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Abstract
In a promising nanoelectronic device — a memristor based on metal oxides, there are many 
intermediate states with different conductivity between the high- and low-conducting states. 
These states can be used in the processes of associative learning of a neural network based 
on memristor synapses and simultaneous input pulses processing, which consists of pulses 
weighing and summation in a neuroprocessor.
Using the method of simultaneous magnetron sputtering of two cathodes in a reactive oxygen 
environment, the authors obtained thin films of mixed oxides with a different mole fraction 
of titanium and aluminum. In addition, this article describes the method of obtaining a mixed 
oxide with a specified metals fraction by controlling the sputtering rates of cathodes using 
acoustic piezoelectric sensors.
The results show that the addition of Al into titanium oxide improves the electrophysical 
characteristics of the memristor. The authors proved the existence of an optimal mole fraction of 
Al impurity, at which the maximum ratio of the resistances of the memristor in the high-resistance 
and low-resistance states. The results indicate that the method of reactive magnetron deposition of 
mixed metal oxide by simultaneous sputtering of two cathodes provides a more uniform distribution 
of elements across the thickness of the active layer compared with the atomic layer deposition 
method. That increase of uniformity is necessary to improve the stability of the memristor.
It can be expected that in the memristors on the mixed oxides TixSc1−xOy, HfxSc1−xOy, HfxY1−xOy, 
HfxLu1−xOy, ZrxSc1−xOy, ZrxY1−xOy, ZrxLu1−xOy, an optimal impurity fraction corresponding to 
the high and low resistances ratio maximum will be observed. Moreover, memristors on pure 
films of pure hafnium and zirconium oxides have a much larger range of resistive switching 
than titanium oxide.

Keywords
Neuroprocessor, non-volatile resistive memory, resistance switching, synaptic states, 
nanotechnology, memristor, mixed metal oxides.
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Аннотация
В данной статье рассматривается система трех дифференциальных уравнений с 
кубическими многочленами в правых частях, содержащая семь произвольных пара-
метров. Цель исследования заключается в получении условий для параметров, при 
которых заданная система будет иметь в начале координат положение равновесия 
типа «центр». Малая окрестность такого положения равновесия нелинейной системы 
содержит замкнутые траектории, вложенные друг в друга, что соответствует наличию 
малоамплитудных периодических движений системы. Введением малого параметра 
и последующим переходом к новой системе координат исходная система сведена  

Цитирование: Баянов Ф. С. Условия существования положения равновесия типа «трех-
мерный центр» в системе трех дифференциальных уравнений / Ф. С. Баянов, Т. Е. Ка-
занцева, В. В. Мачулис // Вестник Тюменского государственного университета. Физико-
математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. 2019. Том 5. № 2. С. 137-147.
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к системе двух дифференциальных уравнений. Решение преобразованной системы 
представлено в виде ряда по степеням малого параметра, что делает возможным 
получение отображения Пуанкаре в виде ряда по степеням этого же параметра. Ис-
следованием отображения Пуанкаре получены условия существования положения 
равновесия типа «центр».

Ключевые слова
Динамическая система, качественная теория, трехмерный центр, отображение Пуан-
каре, функции Мельникова, периодические траектории, малый параметр.
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Введение
Математические модели многих явлений науки и техники представляют собой 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений с конечным числом 
параметров. При этом лишь небольшая часть таких систем может быть реше-
на аналитически. Применение методов качественной теории нелинейных 
дифференциальных уравнений позволяет не только описать поведение реше-
ний системы в целом, но и выбрать параметры системы таким образом, чтобы 
обеспечить интересующие исследователя динамические свойства. Особый 
интерес представляют системы, в которых возможны устойчивые периодиче-
ские движения.

Положения равновесия типа «нелинейный центр» в малой своей окрест-
ности окружены периодическими траекториями. Строго говоря, положение 
равновесия трехмерной системы нельзя называть центром, т. к. спектр матрицы 
линейной части A не может состоять только из чисто мнимых собственных 
значений — одно из них обязательно будет действительным. Если spectr A = {a, ±i}, 
то соответствующее положение равновесия называют или устойчивым (a < 0), 
или неустойчивым (a > 0) узло-центром. Под трехмерным центром будем по-
нимать положение равновесия, для которого spectr A = {0, ±i}. Стоит отметить, 
что подобные системы весьма редко и недостаточно подробно упоминаются 
даже в наиболее полных руководствах по методам нелинейной динамики, таких 
как, например, [1, 2, 12, 13].

Будем рассматривать систему:

�
�� � �� � � � ��� � � � ����,
�� � � � ����� � � � ����,
�� � ������ � ���� � �����.

                                  (1)

Здесь x = x(t), y = y(t), z = z(t), k, a1, b1, b2, c1, c2, c3 — некоторые произвольные 
параметры.

В [14] рассмотрены системы вида:

Баянов Ф. С., Казанцева Т. Е., Мачулис В. В.
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�
�� � �� � ����, �, ��,
�� � � � ����, �, ��,
�� � ����, �, ��.

                                         (2)

Здесь F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z) — полиномы второго порядка с произ-
вольными коэффициентами. Для таких систем авторами [14] получены условия, 
при которых начало координат будет являться трехмерным центром. Подобная 
задача для случая полиномов третьего и более высоких порядков пока не реше-
на. В данной работе мы ограничимся исследованием системы, в которой по-
лином третьего порядка присутствует только в правой части последнего урав-
нения. В дальнейшем это исследование планируется продолжить, вводя куби-
ческие нелинейности в оставшиеся два уравнения.

Замена переменных
Нетрудно заметить, что начало координат является положением равновесия 
системы (1). Матрица линейной части этой системы имеет вид:

� � �
� �1 0
1 0 0
0 0 0

��                                               (3)

Собственные значения (3) следующие: λ�,� = ±√� � �, λ� = 0.  Очевидно, 
что только при k = 0 положение равновесия (0, 0, 0) может являться трехмерным 
центром. Таким образом, получено первое требование к коэффициентам систе-
мы. При дальнейших расчетах будем использовать значение k = 0.

Т. к. мы исследуем поведение траекторий только в окрестности начала ко-
ординат, введем замену:

��, �, �� � �� ε⁄ , � ε� , � ε⁄ �,                             (4)

где |ε| достаточно мал.
Затем произведем следующую замену (polar blow-up), которая позволит 

«раздуть» окрестность начала координат:
                      (5)

Тогда система (1) примет вид:

(6)

Разделим первое уравнение (6) на второе и третье уравнение на второе. 
Получим систему, с которой и будем дальше работать:
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�
��
�
��
����θ =

������� − ���ω cos� θ − �� cos� θ + cos� θ + ��ω + �� cos θ + sin θ�
1 + ��� − �����ω cos θ sin θ + ��� − 1��� cos� θ sin θ ,

�ω
�θ =

��ω���� − ����� cos� θ + ��� − ���ω cos� θ + ��� − 1� cos� θ�
1 + ��� − �����ω cos θ sin θ + ��� − 1��� cos� θ sin θ +

+ ��ω����� + ��� − ���ω−���cos θ − sin θ�
1 + ��� − �����ω cos θ sin θ + ��� − 1��� cos� θ sin θ .

  (7)

Эту же систему запишем в более компактном виде:

�
��
�� � ����, �, �� ��,
��
�� � ����, �, �� ��.

                             (8)

В результате перешли от системы трех дифференциальных уравнений к 
системе двух дифференциальных уравнений, что значительно упрощает иссле-
дование. Неподвижная точка исходной системы (1) будет соответствовать ин-
вариантному множеству {r = 0} системы (8).

Отображение Пуанкаре
От системы дифференциальных уравнений (8) можно перейти к дискретной си-
стеме меньшей размерности с помощью сечений Пуанкаре. Для этого на фазовую 
плоскость системы (8) помещают некоторую кривую L так, чтобы фазовые тра-
ектории пересекали ее трансверсально. С этой кривой выпускают фазовую тра-
екторию и отслеживают, когда она вновь пересечет L. Таким образом, в результа-
те получают множество точек пересечения Pi кривой фазовой траекторией, кото-
рое называют сечением Пуанкаре. Соответствующее отображение секущей 
кривой в себя называют отображением Пуанкаре. В случае двухмерной системы 
(8) оно будет одномерным.

Переход к отображению Пуанкаре сохраняет все основные свойства породив-
шей его непрерывной системы. Например, если исходная система дифференци-
альных уравнений диссипативна, то отображение будет сокращать расстояние 
между соседними точками. Если исходная система допускает устойчивые пери-
одические движения, то в правильно подобранном сечении Пуанкаре мы увидим 
одну точку, периодически посещаемую. Т. е., исследуя отображение Пуанкаре, 
можно проанализировать динамику исходного потока.

Сложность заключается в том, что найти отображение Пуанкаре в явном виде 
удается крайне редко, ведь чтобы его построить, необходимо знать аналитические 
решения исходной системы. Если система не решается аналитически, одним из 
вариантов построения отображения Пуанкаре может быть использование числен-
ного алгоритма (например, метода Эно [9]). Иногда вместо отображения Пуанка-
ре используют стробоскопическое отображение, которое фиксирует состояние 
системы один раз за заранее заданный период (как, например, в [11]).

Баянов Ф. С., Казанцева Т. Е., Мачулис В. В.
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Система (7) относится к случаям, когда аналитическое решение не представ-
ляется возможным найти. Ее решение будем искать с помощью метода малого 
параметра. В роли малого параметра выступает ε, введенный заменой (4). Итак, 
пусть некоторая функция Ψ(θ, r0, ω0; ε) = (r(θ, r0, ω0; ε), ω(θ, r0, ω0; ε)) определяет 
решение системы (8) с начальными условиями Ψ(0, r0, ω0; ε) = (r0, ω0). Ясно, что 
любое периодическое решение системы (7) с периодом 2π соответствует перио-
дической орбите системы (1) в окрестности начала координат.

Определим отображение Пуанкаре как П(r0, ω0; ε) = Ψ(2π; r0, ω0; ε) и введем 
отображение смещения: 

����, ω�; ε� = Π���, ω�; ε� � �����, ω��,            (9)

где Id(r0, ω0) = (r0, ω0) — тождественное отображение. Стоит отметить, что (9) 
является аналитической функцией. Это следует из того, что исходная система 
(1) и, следовательно, система (3) являются аналитическими [14]. Остается свя-
зать существование вложенных периодических траекторий с видом отображения 
смещения.

Теорема [14]. Начало координат исходной системы является трехмерным 
центром тогда и только тогда, когда

����, ω�; ε� ≡ 0.                                              (10)

Из этой теоремы и будут получены условия существования трехмерного 
центра в точке (0, 0, 0) для системы (1) — все коэффициенты dj(r0, ω0) при j ≥ 1 
в разложении в ряд Тейлора отображения (9) должны обращаться в нуль:

����, ω�; ε� �������, ω��ε�
���

.                       (11)

По аналогии со случаем двумерного центра будем называть  j-ми 
функциями Мельникова.

Расчет условий на коэффициенты
Зададим начальные условия для системы (8): r(0) = r0, ω(0) = ω0. При ε = 0 ре-
шением данной системы будет:

 
��θ� = ��,  ω�θ� = ω�.                                      (12)

Это решение нулевого приближения системы (8). Следуя алгоритму метода 
малого параметра, найдем решение в виде разложения в ряд по степеням ε:

 
��θ� = �� + ε���θ� + ε����θ� + ⋯ ,

ω�θ� = ω� + εω��θ� + ε�ω��θ� + ⋯ .                      (13)

Подставим выражения для r(θ) и ω(θ) из (13) в систему (8):
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��
�
�� �ε� ����� � ε���, �� + ε�� + ε��� + ⋯ ,ω� + εω� + ε�ω� + ⋯ ; ε�

���
,

�ε� �ω��� � ε���, �� + ε�� + ε��� + ⋯ ,ω� + εω� + ε�ω� + ⋯ ; ε�
���

.
     (14)

Правые части (14) разложим в ряд по степеням ε, а затем будем приравнивать 
коэффициенты при одинаковых степенях ε в левой и правой частях, начиная с 
первой:

�
��
�
��
� ���

�θ � ������ω� − �� cos� θ + cos� θ + s�� θ − �� cos� θ +
+��� cos θ + ��ω� cos� θ�,

�ω�
�θ � ��ω��−��ω� + �� cos� θ − cos� θ − s�� θ + �� cos� θ −

−��� cos θ − ��ω� cos� θ�.

         (15)

Правые части (15) зависят только от θ. Система (15) является распадаю-
щейся, поэтому можно независимо друг от друга интегрировать оба диффе-
ренциальных уравнения по θ, получая в правой части сумму несложных ин-
тегралов:

���θ� � −��� cos θ + 1
12 ����� sin 3θ + 1

4 ����� sin θ + 1
12 ��� sin 3θ +

+ 34 ��� sin θ − 1
4 �����ω� sin 2θ + 1

2 �����ω�θ +

+ 14 �����ω� sin 2θ + 1
2 �����ω� + θ���,

ω��θ� � ��ω� cos θ + 1
12 ���� sin 3θ − 1

4 ��ω��� sin θ −

− 1
12 ��ω� sin 3θ − 3

4 ��ω� sin θ + 1
4 ��ω���� sin 2θ −

− 12 ��ω����θ − 1
4 ��ω���� sin 2θ − 1

2 ��ω����θ − ��ω�.

      (16)

Отображение Пуанкаре мы определяли как решение (8): П(r0, ω0; ε) = Ψ(2π; 
r0, ω0; ε). Подставляя в (16) θ = 2π, получим:

���2π� � ���ω�π��� � ���,
ω��2π� � ����ω�π��� � ���.

                        (17)
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Из (9), (10) и (13) следует, что первая функция Мельникова d1(r0, ω0) обра-
щается в нуль тогда и только тогда, когда

�� � ���.                                                   (18)

Получено еще одно условие существования трехмерного центра в начале 
координат для системы (1). Учитывая (18), продолжим приравнивать коэффи-
циенты при одинаковых степенях ε:

     (19)

В (19) в правых частях присутствуют функции r1(θ) и ω1(θ), однако они полу-
чены выше, поэтому система (19) примет вид:

�
��
�
��
� ���

�θ � ����2 − ��ω� + 2 cos θ + 2��ω� cos� θ − 4 cos� θ −
−����ω� cos� θ + ���ω� cos θ + ����ω�� cos� θ sin 2θ +

+�2 sin θ − ����ω�� sin θ cos θ + ���ω� cos� θ sin θ − ��ω� sin θ�,
�ω�
�θ � −���ω�����ω� + 2�� cos� θ − �� + ��ω� cos θ − 2��ω� cos� θ −

−����ω�� sin θ cos θ + ���ω�� cos� θ sin 2θ + ��ω� sin θ�.

 
  (20)

Снова получили распадающуюся систему дифференциальных уравнений. 
Решим ее относительно r2(θ) и ω2(θ), а затем положим θ = 2π. Получим:

���2π� =
1
4π��

��1 − ���,

ω��2π� = ���ω�π ��� + �� +
1
4 �� −

1
4 + 2ω����� .

        (21)

Для того, чтобы d2(r0, ω0) обращалась в нуль при любых начальных услови-
ях (r0, ω0), должны выполнятся условия:
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�� = �� ��� = ���� ���� = 0.  
                       (22)

Продолжая действовать таким же образом для степеней ε выше, чем вторая, 
мы убедились, что выполнение соотношений (18) и (22) гарантирует обращение 
в нуль всех dj(r0, ω0) при j ≥ 3. Условия существования положения равновесия 
типа «трехмерный центр» в системе (1) получены.

Заключение
Исследована система трех автономных дифференциальных уравнений с куби-
ческими полиномами с семью произвольными коэффициентами. На ее примере 
изучен и отработан алгоритм получения условий на параметры системы, гаран-
тирующие существование в начале координат трехмерного центра. Результаты 
данного исследования можно в дальнейшем дополнить поиском аналогичных 
условий в системе, содержащем кубические многочлены с большим числом 
произвольных коэффициентов, а также на системы с полиномами порядка сте-
пени 4 и выше.
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Аннотация
В статье рассмотрены численные методы исследования процесса нестационарного  
тепломассообмена в резервуаре при длительном хранении криогенных жидкостей. В связи 
с отсутствием на сегодняшний день универсальной модели турбулентности отмечена 
перспективность использования метода осреднения по Рейнольдсу и применяемых для 
замыкания системы уравнений полуэмпирических моделей турбулентности благодаря 
приемлемым требованиям к вычислительным ресурсам. Представлена компьютерная 
модель для расчета теплофизических параметров криопродукта, учитывающая пере-
мещение границы раздела фаз «жидкость — пар» внутри сосуда. Проведено сравнение 
двухпараметрических полуэмпирических моделей турбулентности применительно 
к решению поставленной задачи с точки зрения длительности расчета, требований к 
вычислительным ресурсам и точности полученных результатов. На основе эксперимен-
тальных данных о параметрах температурного поля в паровом пространстве резервуара 
со сжиженным природным газом проведена верификация разработанной компьютерной 
модели для каждой из проанализированных моделей турбулентности. На основании ре-
зультатов моделирования сделан вывод о возможности и целесообразности проведения 
численного исследования (вместо дорогостоящего экспериментального) для расчета 
теплофизических параметров при долговременном хранении, в том числе для расчета 
оценки величины перемещения границы раздела фаз.
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Введение
За последние годы значительно увеличился интерес к использованию сжиженно-
го природного газа (СПГ) в качестве экологически чистого и эффективного энер-
гоносителя. Широкое распространение в России данного топлива, наряду с 
серьезным возрастанием его доли за рубежом, затруднено по ряду причин. В 
частности, сдерживающим фактором развития инфраструктуры СПГ являются 
проблемы с транспортировкой и хранением.

Развитие серийного производства систем долговременного хранения СПГ в 
Российской Федерации позволило бы осуществить прорыв в решении проблемы 
газификации отдаленных районов, куда экономически невыгодно прокладывать 
магистральные газопроводы. По оценкам экспертов, до 50% населенных пунктов, 
где на сегодняшний день отсутствует газификация, в перспективе целесообраз-
но обеспечивать топливом именно с помощью СПГ [5].

Разработка современных высокоэффективных и безопасных систем долго-
временного хранения криогенных жидкостей ставит перед исследователями 
новые задачи по изучению гидродинамики и тепломассообмена в резервуарах 
с криопродуктами, в том числе и с СПГ.

До недавнего времени экспериментальный метод с использованием теории 
обобщенных переменных [4] считался наиболее целесообразным для исследо-
вания термодинамических процессов в резервуаре при длительном хранении 
низкотемпературных жидкостей. Это связано, как правило, со сложностью ре-
шения системы уравнений гидродинамики при турбулентном режиме течения, 
который в основном и реализуется на практике в промышленных криогенных 
емкостях [3].

В связи с вышесказанным актуальной является задача численного исследо-
вания уравнений, описывающих гидродинамику и нестационарный тепломас-
сообмен в криогенном резервуаре долговременного хранения с использованием 
современных программных комплексов, использующих различные модели 
турбулентности, позволяющие адекватно описать термодинамические параме-
тры для газовой и жидкостной фазы.

Обозначенная проблема осложнена тем, что в настоящее время не существу-
ет единой методики оценки величины пространственного перемещения границы 
раздела фаз «жидкость — пар» в криогенном резервуаре в процессе долговремен-
ного хранения. Из-за неизбежно возникающего температурного расслоения про-
цесс изохорного нагрева системы «газ — жидкость» сильно отличается от теоре-
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тического равновесного [4, с. 14]. В связи с чем крайне затруднительно спрогно-
зировать окончание времени хранения в криогенных емкостях. 

Целью работы являлась разработка компьютерной модели, описывающей 
поведение криопродукта в резервуаре при условии подвижной границы раздела 
жидкой и паровой фазы, с использованием различных моделей турбулентности 
и ее верификация применительно к хранению сжиженного природного газа.

Численные методы исследования процессов тепломассообмена  
в криогенном резервуаре
При проведении исследования рассматривалась макроскопическая модель веще-
ства, для которой действуют следующие фундаментальные допущения: жидкость 
и газ являются сплошными текучими средами с непрерывным распределением 
массы и других физических параметров [11]. Также будем рассматривать только 
ньютоновские жидкости, т. е. среды, в которых касательные напряжения прямо 
пропорциональны скорости угловых деформаций.

Для описания теплофизических и гидродинамических характеристик рас-
сматриваемой сплошной среды в резервуаре записывают систему следующих 
фундаментальных уравнений:

                               (1)

                                      (2)

u  = 0,                                     (3)

где u  — вектор скорости; τ — время; T — температура; ρ — плотность; cp — 
теплоемкость; p — давление; υ — кинематическая вязкость; f


— вектор поля 

массовых сил; λ — коэффициент теплопроводности.
Соотношение (1) является векторным уравнением движения Навье — Сток-

са, уравнение (2) — уравнением энергии, которое включается в математическую 
модель для описания переменного температурного поля, соотношение (3) — 
уравнением неразрывности для несжимаемой жидкости.

Рассматриваемая нелинейная система уравнений в настоящее время реша-
ется преимущественно численными методами. Одним из наиболее точных ме-
тодов ее решения является прямое численное моделирование (direct numerical 
simulation, DNS). Однако перспектива его использования в инженерных рас-
четах, ввиду колоссальных требований по вычислительным мощностям, неясна 
даже в ближайшем будущем [6]. По той же причине, а именно из-за высокой 
требовательности к вычислительным ресурсам, существенно ограничена воз-
можность использования метода крупных вихрей (large eddy simulation, LES).

Весьма перспективным в настоящее время является использование метода 
осреднения уравнений Навье — Стокса по Рейнольдсу (Reynolds-averaged Na-
vier — Stokes, RANS).

Солдатов Е. С.
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Система уравнений Рейнольдса получается по сути осреднением системы 
уравнений Навье — Стокса по времени. Интервал времени, по которому вы-
полнено осреднение, намного больше характерного масштаба турбулентности, 
но меньше временного масштаба течения.

С учетом соотношений декомпозиции [7] уравнение Рейнольдса запишется 
следующим образом:
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где iu , ju  — усредненные скорости; u 'i, u 'j — отклонения от средних значений; 
σij— напряжения в жидкости.

Для определения всех неизвестных параметров — скорости, давления и на-
пряжений Рейнольдса  — требуются дополнительные уравнения (проблема 
«замыкания турбулентности»), при этом необходимо использовать различные 
модели турбулентности.

Модели турбулентности для течений в замкнутом пространстве 
криогенного резервуара
В настоящее время существует множество разновидностей моделей турбулент-
ности, и, к сожалению, пока не найдено универсальной модели для расчета любых 
турбулентных течений. На практике при расчете турбулентных течений для до-
статочно точного учета процессов сжимаемости газа и естественной конвекции 
наиболее часто пользуются моделями турбулентности семейства «k-ε». Такие 
модели являются полуэмпирическими, показывают неплохие результаты для 
течений в замкнутых пространствах и, соответственно, могут быть использованы 
при рассмотрении гидродинамических процессов в криогенных резервуарах.

В стандартной модели турбулентности «k-ε» используется два транспортных 
дифференциальных уравнения для вычисления кинетической энергии k и тур-
булентной диссипации ε.

Турбулентная вязкость для моделей турбулентности типа «k-ε» описывается 
соотношением Колмогорова — Прандтля [14]:


 

2kct  .                                          (5)

Выражения для стандартной модели турбулентности «k-ε» записываются 
следующим образом [8]:
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где Gk — турбулентная кинетическая энергия, образованная средними градиен-
тами скорости; Gb — кинетическая энергия выталкивающей силы; YM — вклад 
переменного расширения в общую скорость диссипации (в нашем случае не 
учитывается, поскольку эффект проявляется только для больших чисел Маха).

Для модели турбулентности «k-ε» вводятся константы, которым на основе 
эмпирических данных присваиваются следующие значения: 

Cμ = 0,09; Cε1 = 1,44; Cε2 = 1,92; σk = 1,44; σε = 1,3.

Другой моделью турбулентности, показывающей неплохие результаты при 
описании течений в замкнутых пространствах, является модель «RNG k-ε», 
полученная с помощью теории ренормализованных групп [13]. Уравнения для 
данной модели турбулентности записываются следующим образом:
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где μeff — эффективная вязкость. Основное отличие рассматриваемой модели 
от стандартной в дополнительном коэффициенте:

 
k

C
R

3

3

2
0

3

1
/1 




 


 ,                         (10)

где η = Sk/ε; η0 = 4,38; β = 0,012.
За счет наличия этого коэффициента улучшается точность вычислений для 

жидкостей с высокими деформационными скоростями. Также в модели учиты-
вается влияние завихренности на турбулентноть, т. е. увеличивается точность для 
высокозавихренных жидкостей. Рассмотренные преимущества во многих случа-
ях делают модель «RNG k-ε», в сравнении со стандартной, более надежной и 
более точной, а также применимой для более широкого класса жидкостей.

Важной особенностью моделей «k-ε» является использование так называемой 
пристеночной функции, которая автоматически подключается при недостаточной 
плотности сетки. Поскольку по мере приближения к поверхности стенок в вязком 
подслое значительно увеличивается плотность сетки, резко возрастают затраты 
вычислительных ресурсов. При подключении рассматриваемой функции безраз-
мерный критерий высоты первой пристеночной ячейки y+ увеличивается до 
значений 30 < y+ < 100, и время выполнения расчета сокращается.

Солдатов Е. С.
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Описание компьютерной модели, принятые допущения
В программном комплексе ANSYS Fluent разработана компьютерная модель, 
описывающая нагрев в замкнутом объеме системы «газ — жидкость». Чис-
ленное решение системы уравнений для законов сохранения массы, импульса 
и энергии реализовано с помощью метода конечных объемов, предполагаю-
щего разделение расчетной области на множество локальных ячеек. Эти 
уравнения, записанные в интегральной форме для каждого элемента, затем 
преобразуются в систему алгебраических уравнений относительно темпера-
туры и скорости в центрах расчетных ячеек.

Согласно имеющимся опытным данным [3, с. 80], в горизонтальных сече-
ниях основной массы жидкости отсутствуют заметные градиенты температу-
ры. В связи с этим было принято решение рассматривать двумерную модель. 
В итоге изучалось плоское двухфазное течение в поле силы тяжести с заданной 
начальными условиями границей раздела фаз.

В некоторых исследованиях [1; 12, с. 340; 14, с. 3138] предлагалось рассматри-
вать отдельно паровое и жидкостное пространство резервуара, т. е. строить две 
независимые математические модели с последующим сопряжением полученных 
результатов на границе раздела. В данном случае граница раздела фаз является по 
сути стационарной. Преимуществом такого подхода является серьезная экономия 
вычислительных ресурсов. Однако на практике большинство процессов длитель-
ного промышленного хранения криогенной жидкости происходит с подвижной 
границей раздела фаз. При этом, как правило, принимается, что граница раздела 
перемещается вдоль вертикальной оси резервуара вверх или вниз в зависимости от 
режима хранения и начальной степени заполнения резервуара жидкостью.

Характерным отличием предложенной в настоящей работе математической 
модели является двухфазность, что позволяет производить нестационарный 
расчет с переменной границей раздела фаз «жидкость — пар». Для описания 
процессов взаимодействия между фазами в ANSYS Fluent применена встроен-
ная модель кипения-конденсации (evaporation-condensation mechanism) [10].

Особенностью долговременного хранения некоторых криогенных жидкостей, 
широко используемых в промышленности, например сжиженного природного 
газа, является переменность газового состава жидкой и паровой фазы при хра-
нении. В течение нескольких дней наблюдалось значительное обогащение 
нижних слоев жидкости тяжелыми примесями: этаном, пропаном и другими 
углеводородами. По результатам опытных данных [2], содержание метана в 
жидкой фазе после 30 суток хранения снизилось с 98 до 90%, содержание этана, 
напротив, повысилось до 4,3%, а пропана — до 1,5%. В паровом пространстве 
при этом существенно возрастала объемная доля азота, причем тем выше, чем 
больше исходная концентрация азота в природном газе. Вместе с этим при за-
правке новой порции СПГ компонентный состав смеси снова становился до-
статочно близким к исходному.

Изменение компонентного состава в процессе испарения части жидкости 
сказывается на изменении свойств газа, в частности теплоемкости и теплоты 
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парообразования. Следовательно, при моделировании процессов тепломассо-
обмена желательно учитывать (во избежание погрешностей в вычислениях) 
переменность газового состава криогенного продукта. Тем не менее есть ис-
следования [1, с. 972; 14, с. 3134; 15, с. 842], в которых одним из принятых до-
пущений является то, что в куполе резервуара присутствуют пары жидкости и 
не содержатся посторонние газы. Учитывая, что рассмотрение многокомпонент-
ной смеси сильно усложнит математическую модель, а также имея в виду тот 
факт, что использование в расчетах термодинамических свойств чистого мета-
на дает удовлетворительную сходимость с экспериментальными данными, 
принято допущение о том, что в газовом пространстве резервуара находятся 
только пары метана.

Результаты моделирования
На рис. 1 представлены результаты расчетов положения границы раздела фаз в 
резервуаре при различных начальных степенях заполнения. В качестве компонен-
та рассматривался чистый метан, за ноль на оси ординат принято начальное по-
ложение границы раздела фаз «жидкость — пар» в начальный момент хранения.

Рис. 1. Перемещение границы раздела 
фаз при длительном хранении

Примечания: 1 — расчет по модели 
«RNG k-ε» для φ0 = 0,8; 2 — расчет  
по модели «RNG k-ε» для φ0 = 0,4;  
3 (пунктир) — расчет по стандартной 
«k-ε» модели для φ0 = 0,8;  
y — вертикальная координата, м; 
tх — время хранения, ч; φ0 — начальная 
степень заполнения резервуара.

Fig. 1. Moving the phase boundary 
during long-term storage

Notes: 1 — calculation according  
to the RNG k-ε model for φ0 = 0.8; 
2 — calculation according to the RNG 
k-ε model for φ0 = 0.4; 3 (dotted line) — 
calculation according to the k-ε model  
for φ0 = 0.8; y — vertical axis, m; 
tх — storage time, h; φ0 — preliminary 
stage of filling the reservoir.

Солдатов Е. С.
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Полученные данные позволяют сделать вывод об универсальности предло-
женной модели, поскольку появляется возможность производить расчет тепло- 
физических характеристик при любой начальной степени заполнения криогенно-
го резервуара.

Было также проведено сравнение времени расчета одной итерации при ис-
пользовании моделей стандартной «k-ε» и «RNG k-ε». В среднем время, затра-
чиваемое на расчет одной итерации для «RNG k-ε», оказалось на 11% больше, 
чем для стандартной модели.

Одним из ключевых теплофизических параметров при нестационарном на-
греве криопродукта в резервуаре или цистерне является температура паровой 
фазы, т. к. наличие температурного расслоения ведет к быстрому росту давления 
и, соответственно, понижению времени хранения. Расчет температурного поля 
в паровом пространстве проводился по двум моделям: стандартной «k-ε» и «RNG 
k-ε». Распределение температуры газа по высоте резервуара при хранении, а 
также экспериментальные данные [12, с. 342] приведены в таблице 1 и свиде-
тельствуют об удовлетворительном совпадении результатов.

Таблица 1

Результаты распределения 
температуры в паровом пространстве 
резервуара по высоте

Table 1

The results of the temperature 
distribution in the steam space by height 
of the tank

Вертикальная 
координата

y, м

Температура паровой фазы Ts, К

Расчет по модели 
«k-ε»

Расчет по модели 
«RNG k-ε» Эксперимент

0 111 111 111

0,125 116 115 115

0,250 119 118 118

0,375 123 121 120

0,500 140 137 131

0,625 162 159 144

0,750 179 174 162

0,875 227 218 206

1,000 264 256 243

Выводы
По результатам анализа основных методов решения уравнений гидродинамики 
и тепломассообмена в резервуаре долговременного хранения криогенной жид-
кости показано преимущество метода осреднения уравнений Навье — Стокса 
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по Рейнольдсу как наиболее приемлемого с точки зрения требуемых вычисли-
тельных ресурсов. Рассмотрены модели турбулентности с двумя дифференци-
альными уравнениями, с применением которых разработана компьютерная 
модель нестационарного нагрева системы «газ — жидкость» в программном 
комплексе ANSYS Fluent. Сравнение результатов расчетов температурного поля 
по двум моделям турбулентности с экспериментальными данными подтвердило 
адекватность предложенной математической модели. При использовании моде-
ли «RNG k-ε» время вычисления в среднем увеличивалось на 11% по сравнению 
со стандартной моделью. При этом в точках максимальных расхождений с эм-
пирическими данными наблюдалось повышение точности расчета на 30-40%.

Продемонстрирована возможность замены дорогостоящих испытаний на 
натурных образцах криогенных резервуаров численным экспериментом в си-
стеме компьютерного моделирования. Перспективной является задача дальней-
шего совершенствования компьютерной модели с целью сокращения общего 
времени расчетов, а также учета изменения компонентного состава криогенно-
го продукта разной чистоты.
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Аннотация
Приведены результаты численного исследования термокапиллярной конвекции, 
вызванной локальным тепловым потоком в сидячей капле малолетучей жидкости с 
неподвижной линией трехфазного контакта. Источником теплового потока служит 
поглощаемое жидкостью лазерное излучение. В исследовании рассмотрены сидячие 
капли бензилового спирта и этиленгликоля объемом 0,6 мкл при диапазоне мощности 
теплового потока от 2 до 85 мВт. В результате численного исследования получены 
поле скоростей и поле температур в жидкости и газовой фазе при термокапиллярной 
конвекции. Исследована эволюция профиля сидячей капли жидкости при термокапил-
лярной деформации. Получены зависимости фокусного расстояния преломляющей 
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поверхности сидячей капли от мощности теплового потока. Проведен сравнительный 
анализ численных и экспериментальных данных фокусного расстояния, который по-
казал хорошую корреляцию между численной моделью и экспериментом.

Ключевые слова
Термокапиллярная конвекция, сидячая капля, жидкая линза, тепловой поток, кривизна 
поверхности, численное моделирование, лазерное излучение.
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Введение
На сегодняшний день присутствует четко выраженная тенденция миниатюри-
зации оптических систем устройств для применения их в новых областях и 
приборах, в связи с чем возникают проблемы сохранения качества и функцио-
нальности таких устройств. Решить данную проблему позволяют оптические 
элементы на основе жидкости. 

В основе работы существующих прототипов жидких варифокальных линз 
использованы самые разнообразные физические и химические эффекты. Среди 
физических эффектов наиболее широкое применение находят электрические 
(электросмачивание [2], диэлектрофорез [3]), механические (контроль ламинар-
ных потоков [17], давления на гибкую мембрану [7], гидростатического давле-
ния [16]), акустические [10]. К линзам, использующим химические эффекты, 
можно отнести линзы на основе электро-ПАВ [11] и гидрогелей [5]. Что каса-
ется жидких линз на основе термических эффектов, то до недавнего времени 
они были представлены прототипами на основе термогелей [5] и тепловыми 
линзами [19]. Недавно было предложено использовать конвекцию Марангони 
в микрообъемах жидкости для разработки жидкостных линз [12, 13]. 

Термокапиллярная конвекция в слое жидкости в целом хорошо изучена и 
многократно была смоделирована [1, 6, 14, 15]. Значительно менее изученной 
представляется термокапиллярная конвекция в ограниченных объемах жидкости 
и связанная с этим деформация межфазной границы «жидкость — газ». Среди 
немногочисленных работ представлены: модель термокапиллярных потоков в 
сидячей капле жидкости на паттернированной неравномерно нагретой подлож-
ке [8], модель движения наночастиц, вызванного лазерным облучением капли 
суспензии на подложке [4], изменение поверхности капли при испарении за счет 
перепада температуры поверхности [18] и эффект Марангони в сидячей капле 
бинарного раствора при испарении одной из компонент [9]. Что же касается 
моделирования термокапиллярной конвекции и деформации свободной поверх-
ности сидячей капли жидкости, вызванной локальным источником теплового 
потока в виде лазерного излучения, то работ по данной теме на сегодня нет. 
Ввиду появления жидких линз на основе лазерно-индуцированного термока-
пиллярного эффекта в сидячей капле, становится актуальной проблема изучения 
деформации преломляющей поверхности капли жидкости в данных условиях  
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с целью подбора оптимальных геометрических параметров капли, свойств ра-
бочей жидкости, мощности теплового потока. 

В данной работе приведены результаты численного моделирования термо-
капиллярной деформации межфазной границы «жидкость  — газ» в сидячей 
капле жидкости с неподвижной линией трехфазного контакта, где термокапил-
лярная деформация вызвана локальным источником теплового потока в виде 
поглощения лазерного излучения.

Постановка задачи и метод решения
На рис. 1 представлена схема задачи. Капля малолетучей жидкости, поглощаю-
щей лазерное излучение, помещена в открытую ячейку, которая представляет 
собой сосуд, выполненный из полиметилметакрилата (PMMA) и силикатного 
стекла, и окружена воздухом. Гауссов пучок направляется вертикально снизу. 
Геометрическая форма капли рассматривается как сегмент сферы радиусом R, 
который равен радиусу кривизны поверхности капли. Задача реализована в про-
граммном пакете COMSOL Multiphysics методом конечных элементов.

 
 

Рис. 1. Постановка задачи Fig. 1. Statement of the problem

Основная система уравнений состоит из уравнения Навье — Стокса и урав-
нения непрерывности, которые определяют поле скоростей в жидкой и газовой 
фазах:

( ) ( )( )pI
t

ρ ρ µ∂  + ⋅∇ ⋅ = ∇ ⋅ − + ∇ + ∇ +
 ∂

u u u u u FT ,                 (1)

0ρ∇⋅ =u ,                                                    (2)

где ρ и μ — плотность и вязкость соответственно; u и p — скорость и давление со-
ответственно; I — тензор нормальных напряжений; F — объемные силы; t — вре-
мя. Также в основную систему включены уравнение теплового баланса и уравнение 
Фурье, определяющие поля температур в газе, жидкости и твердом теле:

p p p vd
TC C u T Q Q Q
t

ρ ρ∂
+ ⋅∇ +∇ ⋅ = + +

∂
q ,                           (3)

Tλ= − ∇q ,                                                     (4)
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где Cp — изобарная теплоемкость; T — температура; q — плотность теплового 
потока; Q, Qp и Qvd — энергия источника теплового потока, работа давления и 
энергия вязкой диссипации соответственно; λ — коэффициент теплопроводности. 
Для определения поля температур в твердой фазе используется уравнение те-
плового баланса вида:

p p ted
TC C T q Q Q
t

ρ ρ∂
+ ⋅∇ +∇ ⋅ = +

∂
u ,                               (5)

где Qted — энергия термоупругого рассеяния. 
Замыкающие уравнения включают закон изменения поверхностного натя-

жения от температуры:
( ) ( )0 0TT T Tγ γ γ= + − ,                                            (6)

где γT — температурный коэффициент поверхностного натяжения жидкости. 
Интенсивность источника тепла, возникающего в объеме жидкости при погло-
щении лазерного излучения:

iQ Iκ=∑ ,                                                    (7)

где Ii — интенсивность лазерного излучения; κ — коэффициент поглощения 
излучения согласно закону Бугера — Ламберта — Бера. Интенсивность лазер-
ного излучения задается гауссовым распределением:

( )
2

0
2 2exp

2 2i
b b

P rI r
r rπ

 
= − 

 
,                                          (8)

где P0 — мощность лазерного излучения; rb — радиус лазерного луча.
Начальные условия для системы уравнений (1)-(5) в газовой фазе:

 
                  (9)

где pа — атмосферное давление. Начальные условия для фазы жидкости:

,
,

                 (10)

где pк и pгс — капиллярное и гидростатическое давление соответственно.
Граничные условия на межфазных границах следующие. На границе «жид-

кость — стекло»:

,

,                     (11)

где uж — скорость жидкости; Tст и Tж — температура стекла и температура 
жидкости на границе соответственно; λст и λж — коэффициент теплопроводности 
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стекла и жидкости соответственно; lст-ж — длина межфазной границы «жид-
кость — стекло». На границе «жидкость — воздух» граничное условие имеет 
вид условия прилипания и включает в себя уравнения баланса сил:

,

,    (12)

где uв — скорость воздуха на границе «жидкость — воздух»; nж и nв — векторы 
нормали для жидкой фазы и воздуха соответственно; τж и τв — тензоры вязких 
напряжений для жидкой фазы и воздуха соответственно; γ — поверхностное 
натяжение жидкости; Tв и αв — температура и коэффициент теплоотдачи воз-
духа соответственно; lв-ж — длина межфазной границы «жидкость — воздух». 
На границе «стекло — воздух»:

,

,                 (13)

где lв-ст — длина межфазной границы «воздух — стекло». На границе «воздух — 
ПММА»:

,

,                (14)

где Tп и λп — температура и коэффициент теплопроводности в ПММА соот-
ветственно; lв-п — длина межфазной границы «воздух — ПММА». На границе 
«стекло — ПММА» система уравнений сводится к двум — (4) и (5), а граничные 
условия в таком случае:

,

,                   (15)

где lст-п — длина межфазной границы «стекло — ПММА». На нижней горизон-
тальной и боковой вертикальной границах области моделирования граничные 
условия имеют вид соответственно:

,

,
    (16)

,

,
    (17)
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где rb и zt — ширина и высота области моделирования соответственно. Верхняя 
граница модели является открытой:

,

,

                  (18)

где pв и μв — давление и вязкость воздуха.
В качестве источника теплового потока использовался твердотельный 

лазер ATC-53-250 с длиной волны 532 нм и радиусом пучка rb = 0,4 мм. В 
качестве жидкости использовались бензиловый спирт и этиленгликоль с ха-
рактеристиками, представленными в таблице 1. Для поглощения лазерного 
излучения жидкости были в равной мере окрашены кристаллическим фиоле-
товым красителем. Коэффициент поглощения составлял κ ≈ 23 000 м−1. Мощ-
ность лазерного пучка измерялась датчиком OPHIR 2A-SH. Данные темпера-
туры были получены с помощью тепловизора FLIR A655sc. Фокусное рас-
стояние оценивалось с помощью микроскопа Carl Zeiss Stemi 508.

Таблица 1

Основные характеристики 
жидкостей при температуре 298 К

Table 1

Main parameters of liquids 
at the temperature of 298 K

Жидкость ρ,  
кг/м3

μ,  
Па ∙ с

γ,  
мН/м

γТ,  
мН/(м ∙ К)

λ,  
Вт/(м ∙ К)

Бензиловый 
спирт 1041,1 5,474 ∙ 10−3 38,5 −0,094 0,160

Этилен- 
гликоль 1113,5 16,1 ∙ 10−3 47,99 −0,078 0,258

Результаты и обсуждения
Представленная модель решена численно в цилиндрической системе координат 
с учетом следующих упрощающих предположений. Не учитывается массопе-
ренос жидкости через межфазную границу «жидкость — газ», т. к. в экспери-
менте использовались малолетучие жидкости, максимальная температура кото-
рых достигала 358 К при температурах кипения выше 470 К. Также в задаче не 
учтено изменение плотности жидкости от температуры, т. к. в условиях реаль-
ного эксперимента диапазон температур жидкости ∆T  ≤  60 °C, и плотность 
изменяется незначительно. Соответственно, изменения геометрических пара-
метров сидячей капли за счет термического расширения малы, что позволяет 
пренебречь изменением плотности в данном интервале температур.
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 Рис. 3. График зависимости градиента 

температуры на поверхности капли 
от мощности теплового потока

Fig. 3. The graph of temperature gradient 
on the drop surface as a function of heat 
flux

На рис. 2 представлены поле скоростей и поле температур в капле бензило-
вого спирта объемом 0,6 мкл при мощности теплового потока 34 мВт через 30 с 
после включения лазера (время установки квазиравновесного состояния систе-
мы). На рис. 2а стрелками указано направление тока жидкости, по которому 
четко просматривается наличие конвективно-капиллярных течений внутри 
капли. Возле поверхности капли течение имеет центробежное направление, что 
соответствует градиенту поверхностного натяжения и приводит к прогибу по-
верхности в центре капли. Над каплей за счет вязких сил на границе «жидкость — 
воздух» формируются конвективные вихревые потоки воздуха. На рис. 2б ли-
ниями обозначены изотермы, которые указывают на максимум температуры в 
центре под поверхностью капли при основном поглощении излучения придон-
ными слоями жидкости, что говорит о смещении температурного эпицентра 
конвективными потоками жидкости. Перепад температур между центром и 
кромкой капли составляет 7-8 К, что совпадает с данными эксперимента, пред-
ставленными в виде зависимости градиента температуры от мощности тепло-
вого потока на рис. 3. Также видно, что для всего диапазона мощности тепло-
вого потока между данными экспериментальных измерений и результатами 
численного эксперимента наблюдается хорошая корреляция. 

Эволюция формы поверхности сидячей капли бензилового спирта при 34 мВт 
мощности теплового потока представлена на рис. 4а, который отображает изме-
нение формы на протяжении первых 10  с после включения лазера. Наиболее 
значительное изменение формы поверхности происходит в первую секунду об-
лучения, что согласуется с данными экспериментальных измерений. Рис. 4б ото-
бражает модель поверхности капли при различных мощностях теплового потока 
при достигнутом квазиравновесном состоянии. Данная модель также качествен-
но в полной мере соответствует результатам экспериментальных наблюдений.  
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На рис. 5 отображены зависимости формы поверхности капли, представленной 
через фокусное расстояние преломляющей поверхности, от мощности тепло-
вого потока для капель бензилового спирта и этиленгликоля объемом 0,6 мкл. 
Результаты экспериментальных измерений и численного моделирования хоро-
шо согласуются между собой. Фокусное расстояние при моделировании капли 
бензилового спирта имеет тот же порядок величины, что и экспериментально 
измеренное. Исключением является зона критической мощности теплового по-
тока, где поверхность капли принимает плоскую форму, а фокусное расстояние 
стремится к бесконечности, с чем связана большая погрешность измерений 
(рис. 5а). Капля этиленгликоля при том же интервале изменения мощности те-
плового потока имеет меньший диаметр основания и большую высоту, что 
приводит к меньшему градиенту температур на поверхности и меньшей дефор-
мации поверхности. 

Как видно из рис. 5б, преломляющая поверхность капли этиленгликоля со-
храняет большую кривизну и короткий фокус, что позволяет более точно оценить 
его величину. В результате видим различную как качественную, так и количе-
ственную корреляцию между результатами моделирования и эксперимента.

,
,

Рис. 4. Эволюция поверхности капли 
при 34 мВт мощности (а) и форма 
поверхности капли при различных 
мощностях (б)

Fig. 4. Evolution of the drop surface 
at 34 mW heat flux (a) and shape 
of the surface of drop at different heat 
fluxes (б)
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Рис. 5. Зависимость фокусного  
расстояния преломляющей  
поверхности капли бензилового 
спирта (а) и этиленгликоля (б)  
от мощности теплового потока

Fig. 5. The graph of the focal length 
of droplet refractive surface as a function 
of heat flux for benzyl alcohol (a) 
and ethylene glycol (б)

Заключение
Впервые представлена модель термокапиллярной конвекции Марангони в 
сидячей капле малолетучей жидкости с неподвижной линией трехфазного 
контакта, где градиент температуры создан посредством локального потока 
за счет поглощения лазерного излучения. Данная модель позволяет доста-
точно точно определить форму свободной поверхности капли жидкости при 
термокапиллярной деформации, а также оценить кривизну и фокусное рас-
стояние преломляющей поверхности в зависимости от мощности теплового 
потока при разработке оптических элементов на основе термокапиллярной 
конвекции.
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