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Аннотация
Исследованы основные закономерности процесса переноса микрочастиц полиэтилена 
в слое летучей и нелетучей жидкости термокапиллярными течениями при локальном 
нагреве и охлаждении. Показана возможность создания круговых и кольцевых сборок 
частиц (паттернов) путем индуцирования положительного и отрицательного радиаль-
но-направленных градиентов температуры. Разработана методика и компьютерная 
программа для количественной оценки исследуемого процесса переноса, которая заклю-
чается в измерении площади паттерна частиц, формируемого при нагреве и площади, 
освобождаемой от частиц (площадь очистки) при охлаждении на последовательности 
кадров видеозаписи, полученной с помощью оптического микроскопа. Методика ос-
нована на сравнении интенсивности пикселей изображения относительно порогового 
значения и подсчете общей площади пикселей, занятых или не занятых частицами.
Установлено влияние таких параметров эксперимента, как толщина слоя несущей жид-
кости при постоянном числе частиц, испарение жидкости и соотношение плотностей 
частиц и жидкости, на размер результирующего паттерна и время достижения стацио-
нарного состояния. Показано, что площадь результирующего паттерна при локальном 
нагреве и площадь очистки при локальном охлаждении имеет тенденцию к уменьшению 
с увеличением толщины слоя, при этом время достижения стационарного состояния 
не зависит от толщины слоя, но зависит от свойств жидкости и соотношения плотнос
тей частиц и жидкости.
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Сборка частиц, тепломассоперенос, тепловой эффект Марангони, источники и стоки 
тепла, градиент температуры.
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Введение
Манипулирование микрочастицами и биологическими объектами, находящи-
мися в жидкости, или формирование сборки частиц желаемой структуры и мор-
фологии на поверхностях имеют важное значение в различных химических 
и биомедицинских исследованиях [2, 20], изготовлении новых материалов [6], 
создании покрытий с заданными функциональными свойствами и технология 
очистки поверхностей [11, 13, 19] в электронике и оптике. В большинстве слу-
чаев механизм самоорганизации или агрегации частиц определяется действием 
капиллярных потоков, которые переносят частицы в области интенсивного 
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испарения в самопроизвольно испаряющихся жидкостях. Ярким примером 
самопроизвольной организации частиц в испаряющихся каплях является эффект 
кофейного кольца [1, 19], когда взвешенные частицы образуют кольцевую струк-
туру после высыхания капли.

На сегодняшний день подходы к формированию требуемой морфологии 
(структуры) частиц в испаряющихся коллоидных растворах можно разделить 
на пассивные [1, 5, 7, 12, 14] и активные [6, 9, 11, 13]. Пассивные методы реа-
лизуются, например, путем создания рельефа на поверхности с помощью трав-
ления, или литографии [5], или испарительной литографии (в частности, ис-
пользования масок для испарения в открытых системах) [7, 12, 14]. Однако эти 
методы обладают рядом недостатков:

1)	невозможность манипулировать частицами, регулируя параметры управ-
ления в режиме реального времени, 

2)	необходимость предварительной подготовки поверхности с использова-
нием сложных экспериментальных методов, 

3)	технические ограничения применимости масок.
Активные методы основаны на приложении к системе внешних воздействий, 

например, акустических волн [3, 6, 18], инерционного поля, электрических 
и магнитных полей [10]. Воздействие звуковыми волнами позволяет создать 
периодические поля давления (стоячие акустические волны), которые приводят 
к соответствующему распределению частиц в большом масштабе. Недавно был 
разработан точный акустический пинцет [8] для улавливания отдельных частиц. 
Центрифугирование менее эффективно, поскольку дает только одну конфигура-
цию распределения частиц по поверхности. Применимость методов, основанных 
на магнитных эффектах и диэлектрофорезе, ограничена конкретными свойства-
ми (поляризуемость, восприимчивость, проводимость) частиц и/или среды.

Использование оптического пинцета хотя и обеспечивает высокоточное 
манипулирование отдельными частицами, но для управления группами частиц 
требуется сложная оптическая установка и дорогостоящие оптические приборы 
для временных и пространственных преобразований светового пучка, что не по-
зволяет реализовать компактные инструменты. Наиболее перспективными яв-
ляются методы основанные на действии течения Марангони, генерируемого 
в жидкостях путем приложения градиентов концентрации поверхностно-актив-
ного вещества (ПАВ) [11, 16, 17] или температуры [4, 15].

Потоки Марангони подавляют эффект самопроизвольного образования ко-
фейных колец, позволяя собирать частицы в зоне воздействия и создавать тре-
буемые распределения на подложках. Воздействие потоком паров ПАВ [9] 
или облучение светом определенный длины волны коллоидных растворов, со-
держащих светочувствительные ПАВ [11, 16], позволяют создавать положитель-
ные или отрицательные градиенты поверхностного натяжения, которые, в свою 
очередь, позволяют контролировать направление потоков жидкости, переносящих 
частицы, и, следовательно, позволяют контролировать процесс осаждения частиц. 
Однако использование ПАВ ограничивает применимость способа, поскольку 

Аль-Музайкер М. Я., Флягин В. М., Обаид Обаид Г. Л., Иванова Н. А.
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молекулы вещества остаются в агрегатах частиц и могут изменить функциональ-
ные свойства полученного материала. Кроме того, применение таких способов 
требует поддержание расхода ПАВ для нанесения паттерна.

Тепловой механизм Марангони представляется более перспективным, по-
скольку локальное (минимальное) воздействие на коллоидную систему [15, 16] 
позволяет улавливать частицы, расположенные на больших расстояниях, вплоть 
до единиц сантиметров, от источника тепла. Кроме того, локальное повышение 
температуры не превышает 15 ℃, что сравнимо с нагревом при воздействии 
акустических полей [8]. Однако эффективность и гибкость метода ограничена 
тем, что силы Марангони действуют только в одном направлении (от источника 
тепла), не позволяя осуществлять динамическое управление процессами осаж-
дения частиц аналогично фотохимическому эффекту Марангони [9, 13].

В работе предполагается применение термокапиллярного эффекта Маранго-
ни, управляемого источниками и стоками тепла, для создания заданной морфо-
логии частиц на твердых подложках. Уникальность исследования заключается 
в том, что предлагается эффективная методика динамического управления про-
цессом самосборки частиц, позволяющая контролировать процесс в режиме 
реального времени путем подстройки направления и величины термокапилляр-
ной силы, а также создавать кластеры любой конфигурации с высоким простран-
ственным разрешением. Кроме того, манипуляция частицами в режиме теплосто-
ка представляется наиболее перспективной для биологических применений, 
поскольку не вызывает термического разрушения живых микроорганизмов.

Экспериментальные методы
Для экспериментов была изготовлена специальная ячейка (рис. 1). Подложкой 
служило сварочное стекло с вмонтированным в нее нагревателем (медный стер-
жень диаметром 1,6 мм), соединенным с элементом Пельтье. На стекло эпоксид-
ным клеем приклеено кольцо из полиметилметакрилата с внутренним диамет
ром 20 мм так, чтобы нагреватель располагался в центре ячейки.

 

Источник 
питания 

Радиатор 

Микроскоп 

Ячейка  

Медный стержень 

Элемент Пельтье 

Рис. 1. Схема экспериментальной 
установки

Fig. 1. Scheme of the experimental setup
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В экспериментах использовали полидисперсные частицы полиэтилена непра-
вильной формы (характерный размер от 50 до 200 мкм, плотность ρр = 925 кг/м3) 
и жидкости изопропанол (ρl = 786 кг/м3) и полиметилсилоксан ПМС-10 (ρl = 935 кг/м3) 
(рис. 2). Эксперименты проводили в слоях толщиной от 320 до 690 мкм, при неиз-
менной массе взвешенных частиц (3 мг либо 15 мг). Методика эксперимента зави-
села от используемой жидкости. В случае с изопропиловым спиртом микрочастицы 
помещали на дно ячейки (подложку), добавляли спирт и перемешивали частицы 
наконечником пипетки для получения равномерного распределения частиц на по-
верхности подложки. Затем проводили эксперимент с нагревом или с охлаждением, 
по завершении которого суспензию оставляли до  полного высыхания спирта. 
При нагреве и высыхании спирта коалесценции и коагуляции не наблюдалось, 
а температура нагревателя была недостаточна для спекания частиц между собой, 
поэтому для повторения эксперимента достаточно было заново залить нужный 
объем спирта, и размешать частицы для равномерного их распределения по слою.

В случае с ПМС-10 частицы помещали в ячейку, затем наносили слой масла 
минимальной толщиной 320 мкм, перемешивали частицы наконечником пипет-
ки и после достижения равновесного состояния включали нагреватель. После 
проведения опыта нагреватель отключали и оставляли систему до достижения 
полного теплового равновесия с окружающей средой. Эксперименты при уста-
новленной толщине слоя проводились несколько раз в режиме нагрева и в режиме 
охлаждения. Затем в ячейку добавляли ПМС-10 для увеличения толщины слоя 
и повторяли опыты.

Для исследования геометрии/морфологии получаемых на поверхности подло-
жек распределений частиц — кластеров — осуществляли запись процесса с по-
мощью оптического микроскопа Axio Zoom.V16 (объектив Apo Z 1.5×/0.37 FWD 
30 mm), оснащенного камерой ZEISS Axiocam 506 color.

Для количественной оценки по последовательности кадров измеряли пло-
щадь, занятую частицами при нагревании, и площадь, освобождаемую от ча-
стиц при охлаждении, для разных начальных толщин слоев. Методика расчета 
была следующая (рис. 3). Поскольку подложка изготовлена из черного стекла, 

Рис. 2. Фото частиц, использованных 
в экспериментах

Fig. 2. Photo of particles that were used 
in experiments
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интенсивность пикселей в изображении подложки в цифровом представле-
нии довольно мала и лежит в диапазоне 0...40 (здесь и далее интенсивность 
пикселей — одна из  величин цветовой модели HSI, отвечающая за яркость 
свечения пикселя). Белые частицы полистирола, наоборот, имеют в своем изо-
бражении пиксели интенсивностью 130…255. Таким образом, задавая порог 
интенсивности равным 90, можно судить о наличии или отсутствии частицы 
в отдельных пикселях изображения. Для анализа каждый кадр масштабировали 
до размера 800 × 600 точек, обрезали боковые полосы по 100 точек с каждой 
стороны для получения квадратного снимка 600 × 600 точек, задавали порог 
интенсивности равным 90 и формировали массив из 600 × 600 целочисленных 
элементов, в каждом из которых хранилась информация о наличии (значение, 
равное 1) или отсутствии (значение, равное 0) частицы. Затем, зная положение 
нагревателя, рассчитывали количество одинаковых (содержащих одинаковые 
значения) элементов, граничащих между собой по одному из 4 направлений 
(верх, низ, право, лево), начиная с элемента в центре нагревателя. Так, напри-
мер, при обработке ячейки 3:3 в суммарную площадь будут учтены ячейки 4:3 
и 3:4 (рис. 3). Через них добавляются ячейки 4:2, 4:4, 5:3, 2:4 и т. д. Ячейки 2:2 
и 1:1 не будут добавлены, т. к. не имеют общей границы с другими ячейками. 
Добавление по диагональной границе не было реализовано из тех соображений, 
что частицы, находящиеся в ячейках 4:2, 4:4, 2:4, будут добавлены через другие 
граничащие с ними ячейки, а частицы в ячейках 1:1 и 2:2 на рассматриваемом 
кадре находятся в движении и еще не вошли в кластер. По масштабу кадра рас-
считывали площадь одного элемента, а затем по сумме однотипных граничащих 
между собой элементов — общую площадь.

Для режима «нагрев» строили зависимости конечной площади паттерна 
от толщины слоя и временные зависимости нормированной площади паттерна 
��̅��� � ����/��  (где S(t) — текущая площадь, S∞ — финальная площадь). В ре-
жиме «охлаждение» нормировку выполняли на площадь ячейки S0 как макси-
мально возможную при очистке поверхности. Измерение тепловых полей 
жидкости выполняли с помощью ИК камеры (FLIR 655sc, 7,5‑14 мкм).

 

Рис. 3. Пояснение расчета суммарной 
площади паттерна. Светлые квадраты — 
ячейки, содержащие частицы

Fig. 3. The explanation of calculating 
the cluster’s total area. The light squares 
are the cells containing the particles
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Результаты экспериментов и их обсуждение
I. Режим нагрева (положительный градиент  
поверхностного натяжения)
В режиме нагрева на поверхности слоя возникает положительный градиент по-
верхностного натяжения ∂γ/∂r = ∂γ/∂T ∙ ∂T/∂r > 0, где γ — поверхностное натяжение 
жидкости, ∂γ/∂T < 0 — температурный коэффициент поверхностного натяжения, 
∂T/∂r < 0 — градиент температуры, который приводит к возникновению в слое 
термокапиллярной (ТК) конвекции. В результате происходит перенос нагретой 
жидкости на холодную периферию и утончение слоя в области нагревателя 
(рис. 4). Вихревой поток переносит частицы вблизи подложки в сторону нагре-
вателя, где они накапливаются, собираясь в кластер в виде холмика. Со временем 
площадь кластера увеличивается и достигает постоянного значения, S∞, когда 
максимально возможное количество частиц собирается в центральной части 
ячейки (рис. 5). Частицы собираются в зоне нагревателя хаотично, не формируя 
плотную гексагональную упаковку. Причиной такого поведения является слабое 
вандерваальсово взаимодействие между частицами из‑за их неправильной фор-
мы и значительного разброса размера частиц. При этом концентрация частиц 
в суспензии не влияет на характер упаковки (рис. 5a, 5b).

В ходе экспериментов с точечным нагревом установлено что финальная 
площадь кластера S∞ уменьшается с ростом толщины слоя и не зависит от свойств 
несущей жидкости (рис. 6a).

Уменьшение площади кластера при изменении начальной толщины слоя 
обусловлено следующим. Из-за большей плотности частицы находятся в при-
донном слое, поэтому при возникновении ТК вихря они увлекаются придонным 
возвратным потоком к нагревателю. С ростом температуры нагрева и увеличе-
нием градиента поверхностного натяжения, а также интенсификацией испаре-
ния (при использовании спирта) растет ТК углубление, что уменьшает толщину 
слоя в окрестности нагревателя (изменение тем больше, чем ниже начальная 
толщина слоя). В результате локальная толщина слоя становится меньше раз-
мера частиц, и  они фиксируются капиллярными силами на подложке. Рост 
сформированной части кластера в высоту становится невозможен, а частицы, 
которые придонный поток продолжает приносить к  кластеру, осаждаются 
и удерживаются капиллярными силами по его периметру. Как результат части-
цы оказываются распределенными по большой площади с меньшей плотностью 
упаковки и появлением пустых, незаполненных участков. Отметим, что в случае 
масла центральная часть кластера покрыта тонкой смачивающей пленкой, 
а в случае изопропанола за счет испарения происходит формирование сухого 
пятна, покрытого частицами.

В более толстых слоях первичная сборка частиц начинается в зоне стагнации 
ТК вихря, так как локальная толщина слоя в зоне нагрева остается существенно 
больше диаметра частицы. В этом случае на частицы, переносимые возврат-
ным течением, действует максимальная подъемная сила за счет восходящих 
ТК потоков жидкости в зоне нагрева, которая вызывает эффект набрасывания 

Аль-Музайкер М. Я., Флягин В. М., Обаид Обаид Г. Л., Иванова Н. А.
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НАГРЕВ 

ТК ДЕФОРМАЦИЯ 

Рис. 4. Схематичное изображение 
процесса сборки кластера при локальном 
нагреве слоя суспензии

Fig. 4. Schematic of the cluster assembly 
under local heating of suspension layer

25 c 60 c 120 c 

a 

b

Рис. 5. Кадры формирования кластера 
при локальном нагреве слоя суспензии 
изопропанола толщиной 450 мкм. 
Масса частиц 3 мг (a) и 15 мг (b) 
соответственно

Fig. 5. Frames of the cluster formation 
of under local heating of the isopropanol 
suspension layer 450 µm thick. Particles 
mass is 3 mg (a) and 15 mg (b) 
respectively

новых частиц на начальную сборку. В результате в зоне нагрева формируется 
многослойный кластер. К моменту разрыва или существенному утончению слоя 
практически все частицы оказываются собранными в зоне нагревателя.

Установлено, что время полной сборки кластера не зависит от толщины слоя, 
но достигает разных значений для исследованных жидкостей (130 с для изопро-
панола, 60 с для масла) (рис. 6b, 6c). Различие в скоростях сборки может быть 
обусловлено соотношением плотностей   , а также меньшей скоростью 
потоков ТК вихря из-за большей вязкости масла (2,43 мПа · с  — у изопропано-
ла и 10 мПа · с — у масла).



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

18

В случае изопропанола (ρp/ρl = 1,3) в начале процесса частицы расположены 
на поверхности подложки и подвержены воздействию сил адгезии. При возник-
новении ТК конвекции на частицы действуют сила Стокса, вызываемая вязким 
трением жидкости, движение которой описывается линейным профилем ско-
рости. В результате частицы перемещаются к зоне сборки кластера, совершая 
вращательно-поступательное движение вдоль подложки. В этом случае движе-
нию частиц препятствует действие сил адгезии и трения с подложкой. Разные 
размеры частиц и, как следствие, разные скорости частиц приводят к частым 
столкновениям, агрегации и частичному блокированию возвратного течения.

В случае силиконового масла ( 1)  частицы в начале процесса остаются 
взвешенными, силы трения и адгезии с подложкой не влияют на их движение. 
Частицы плавают в жидкости и могут быть легко увлечены восходящим потоком, 
не препятствуя ему. Поэтому сборка кластера происходит быстрее.

Установлено, что время полной сборки кластера определяет время установ-
ления градиента температуры, т. к. наличие частиц приводит к затягиванию 
этого процесса по сравнению с чистой жидкостью (рис. 7). До тех пор, пока 
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Рис. 6. Зависимость финальной 
площади кластера от толщины слоя 
изопропанола и ПМС-10 (a). 
Нормированная площадь кластера 
для различных значений толщины 
слоя суспензии изопропанола (b) 
и ПМС-10 (c)

Fig. 6. The dependence of the final area 
of the cluster on the thickness 
of the layer of isopropanol 
and PMS‑10 (a). Nondimensional area 
of the cluster for different layer thickness 
values of suspensions of isopropanol (b) 
and PMS‑10 (c)
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частицы двигаются, они за счет своих размеров и формы меняют поле скорости 
ТК вихря, которое, в свою очередь, связано с тепловым полем в слое. По мере 
роста кластера все большее количество частиц собирается в центре ячейки 
и становится неподвижным, а количество частиц, циркулирующих с потоком 
в ТК вихре, уменьшается. Из-за этого поля скоростей и температур все более 
приближаются к случаю ТК конвекции в слое чистой жидкости (без взвешенных 
частиц) и с течением времени выходят на стационар. Скорость сборки частиц, 
в свою очередь, определяется скоростью распространения границы ТК вихря, 
внутри которой частицы захватываются возвратным потоком и переносятся 
к формируемому кластеру.

Кроме того, на рис. 7 видно, что в слое изопропанола температура ниже 
по сравнению с маслом, что возможно связано с охлаждением поверхности слоя 
при интенсивном испарении спирта. Ступенька на эволюционной кривой ΔT(t) 
для спирта (при нагреве) соответствует моменту пересыхания слоя в зоне на-
гревателя.

II. Режим охлаждения (отрицательный градиент  
поверхностного натяжения)
При смене полярности напряжения на элементе Пельтье происходит локальное 
охлаждение слоя (рис. 8a). Возникает обратный ТК эффект — перенос жидкости 
к холодной зоне с формированием холмика и утончением слоя на периферии. 
В этом случае частицы увлекаются придонным ТК течением от центра к бор-
тику (рис. 8b). Зона вблизи теплостока освобождается от частиц, вдали от стока 
тепла формируется кластер в виде кольца (рис. 9).

Рис. 7. Эволюция разности температуры 
между нагревателем и бортиком ячейки 
при нагреве (красные линии) 
и охлаждении (синие линии) слоя 
суспензии толщиной 600 мкм

Fig. 7. The evolution of the temperature 
difference between the heater and the edge 
of the cell during heating (red lines) 
and cooling (blue lines) of the suspension 
layer of thickness 600 µm
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Рис. 8. Схематичное изображение 
процесса сборки кластера 
при локальном охлаждении  
слоя суспензии

Fig. 8. Schematic of the cluster  
assembly under local cooling 
of suspension layer
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Рис. 9. Кадры очистки поверхности 
подложки (или, что то же самое — 
формирования кольцевого  
паттерна) от частиц полиэтилена  
при локальном охлаждении  
слоя изопропанола толщиной  
450 мкм

Fig. 9. Frames of cleaning 
of the substrate surface (or, 
equivalently — forming an annular 
pattern) from polyethylene particles 
under a local cooling of isopropanol 
layer 450 µm thick

В ходе экспериментов с локальным охлаждением слоя выявлено что площадь 
поверхности, освобожденная от частиц, S∞, незначительно изменяется с тол-
щиной слоя для обеих жидкостей, но зависит от свойств жидкости (рис. 10a). 
В силиконовом масле площадь очистки больше по сравнению с изопропанолом. 
Также установлено, что время формирования финальной площади свободной 
от частиц области ��̅ � ����/��  не зависит от толщины слоя, но зависит от свойств 
жидкости (рис. 10b, 10c). 

Меньшая площадь подложки, освобожденная от частиц ТК потоками, в изо-
пропаноле и, как следствие, меньшее время достижения стационарного состо-
яния обусловлены следующим. В случае охлаждения частицы переносятся 
из области с большей толщиной в область с меньшей толщиной (рис. 10), где 
их движение замедляется. В случае изопропанола слой на периферии истонча-
ется за счет неизбежного испарения, в результате частицы оказываются иммо-
билизованы в тонкой пленке смачивания и формируют «вал», препятствующий 
их дальнейшему продвижению.
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Рис. 10. Зависимость площади 
очищенной поверхности от толщины 
слоя (a). Нормированная площадь 
освобожденной от частиц поверхности 
при локальном охлаждении слоя 
изопропанола (b) и ПМС-10 (c)

Fig. 10. Dependence of the resulting 
surface cleaning area on the layer 
thickness (а). Nondimensional surface 
area released from particles during local 
cooling of layer of isopropanol (b) 
and PMS-10 (c)

Заключение
Исследовано поведение микрочастиц сложной формы с характерным размером 
50-200 мкм в процессе сборки кластера в тонком слое жидкости при локальном 
тепловом воздействии.

При нагреве (положительный градиент поверхностного натяжения) выявле-
ны следующие закономерности: 

1)	площадь поверхности подложки, занятая частицами по завершении сборки, 
уменьшается с ростом толщины слоя и не зависит от типа несущей жидкости;

2)	время полной сборки частиц не зависит от толщины слоя, но зависит 
от свойств жидкости.

При охлаждении (положительный градиент поверхностного натяжения):
1)	площадь поверхности, освобожденная от частиц, незначительно изменяется 

с толщиной слоя для обеих жидкостей, но зависит от свойств жидкости, в си-
ликоновом масле площадь очистки больше по сравнению с изопропанолом;
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2)	время формирования конечной площади, свободной от частиц, не зависит 
от толщины слоя, но зависит от свойств жидкости. 

Установлено, что время сборки кластера скоростью распространения гра-
ницы ТК вихря, внутри которой частицы захватываются возвратным потоком 
и переносятся к формируемому кластеру.
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Abstract
This article studies the main regularities of polyethylene microparticles transfer process in 
a layer of volatile and non-volatile fluid by thermocapillary currents under local heating and 
cooling. The authors show the possibility of creating circular and ring-shaped patterns by 
inducing positive and negative radial-directional temperature gradients.
A methodology and computer program have been developed to quantify the transfer process, 
consisting in measuring the area of the particle pattern (assembly) formed during heating 
and the area freed from the particles (cleaning area) during cooling on a sequence of video 
recording frames obtained with an optical microscope. This technique is based on comparing 
the intensity of image pixels with respect to a threshold value and counting the total area of 
pixels occupied or not occupied by particles.
The influence of such experiment parameters as the volume of the carrier fluid (layer thick-
ness), at a constant number of particles, fluid evaporation and the ratio of particle and fluid 
densities on the size of the resulting pattern and the time of reaching the steady state has 
been established. The results show that the area of the final pattern during local heating and 
the clearing area, during local cooling, tends to decrease with increasing layer thickness, while 
the time of reaching the steady state does not depend on the layer thickness, but depends on 
the properties of the liquid and the ratio of particle and liquid densities.

Keywords
Assembly of particles, heat and mass transfer, thermal Marangoni effect, sources and sinks 
of heat, gradient of temperature.
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Аннотация
Статья посвящена анализу распределения температуры в добывающей скважине на 
первичной стадии процесса парогравитационного дренажа. В  связи с увеличением 
доли трудноизвлекаемых запасов необходимо применять тепловые методы увеличе-
ния нефтеотдачи, в том числе метод парогравитационного дренажа. Для успешного 
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применения этого метода необходимо установить гидродинамическую связь между 
нагнетательной и добывающей скважинами и прогреть межскважинную зону, для чего 
проводится циркуляция пара в обеих скважинах на первичной стадии процесса. Дли-
тельность этой стадии влияет на переход к добыче нефти и рентабельность процесса, 
поэтому анализ тепловых полей на этой стадии для оценки ее длительности является 
актуальной задачей. Существующие работы не позволяют провести оценку темпера-
туры в добывающей скважине с учетом корректной постановки задачи и рассмотрения 
теплового поля между нагнетательной и добывающей скважинами. В данной статье 
впервые получено распределение температуры в добывающей скважине для парогра-
витационного дренажа для классической и шахматной схем расположения скважин 
с помощью фундаментального решения уравнения теплопроводности. Цель работы — 
выбор системы разработки для минимальной длительности первичной стадии процесса 
парогравитационного дренажа с помощью анализа тепловых полей. Для этого для пары 
скважин используется фундаментальное решение нестационарного уравнения тепло-
проводности для непрерывного неподвижного точечного источника в неограниченной 
среде. Оценка температуры, при которой нефть становится подвижной, позволяет 
определить длительность первичной стадии процесса парогравитационного дренажа. 
Проводится сравнение классической и шахматной схем расположения скважин, опреде-
ляется влияние соседних нагнетательных скважин на температуру в добывающей сква-
жине с помощью фундаментального решения уравнения теплопроводности. Получено 
распределение температуры в добывающей скважине. Установлено, что классическая 
схема расположения скважин обеспечивает более быстрый прогрев межскважинной 
зоны. Определено, что наибольшее влияние на температуру в добывающей скважине 
оказывает ближайшая нагнетательная скважина.

Ключевые слова
Парогравитационный дренаж, теплофизика, термодинамика, механика многофазных 
систем, уравнение теплопроводности, фундаментальное решение, тепловое поле.
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Введение
На сегодняшний момент около 80% запасов углеводородов составляет тяжелая 
нефть. Основное направление разработки таких месторождений — тепловые 
методы увеличения нефтеотдачи. Для тяжелой нефти свойства флюида суще-
ственно зависят от температуры [6]. Наиболее эффективным тепловым методом 
является технология парогравитационного дренажа (Steam-Assisted Gravity 
Drainage, SAGD) [12].

Технология парогравитационного дренажа подразумевает бурение пары 
горизонтальных скважин, одна из которых — добывающая, а другая служит 
для нагнетания пара. Для установления устойчивой гидродинамической связи 
между парами скважин на первом этапе необходимо осуществить кондуктивный 
прогрев пласта за счет циркуляции пара в обеих скважинах.

Гильманов А. Я., Федоров К. М., Шевелёв А. П.
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Система разработки при SAGD подразумевает бурение нескольких пар го-
ризонтальных скважин, которые могут взаимодействовать между собой [14]. 
Тепловые поля от нагнетательных скважин отдельных пар могут интерфериро-
вать между собой в пределах одной добывающей скважины. При этом значение 
температуры в добывающей скважине служит критерием для перехода на сле-
дующую стадию процесса, поскольку означает достаточное снижение вязкости 
нефти в призабойной зоне. Поэтому анализ тепловых полей на стадии инициа-
ции процесса SAGD является актуальной задачей.

Для моделирования тепловых полей используются коммерческие симулято-
ры [10] и фундаментальные решения уравнения теплопроводности [2, 3, 7]. 
В коммерческих симуляторах некорректно учитывается форма паровой камеры, 
что не позволяет получать достаточно точный результат. Корректный учет фор-
мы паровой камеры влияет на дальнейшие расчеты продуктивных характеристик 
активной стадии процесса SAGD [8]. Ирани и Гханнади [7] используют решение 
уравнения теплопроводности для плоской пластины, нагреваемой по краям, что 
не соответствует реальным тепловым полям между нагнетательной и добыва-
ющей скважинами. Сун и его соавторы [11] оценивают влияние температуры 
закачиваемого пара на активную стадию процесса SAGD при наличии двух 
вертикальных нагнетательных скважин. Ван, Феррисе и Хуан [13] учитывают 
аспекты приостановки работы скважин и влияние этого процесса на распреде-
ление температуры в паровой камере.

Верифицировать предложенные подходы можно с использованием датчиков 
температуры, устанавливаемых в добывающей скважине [9]. Однако такие 
датчики позволяет регистрировать фактическое распределение температуры 
и не позволяют проводить прогнозные оценки.

Таким образом, задача о распределении температуры на первичной стадии 
процесса SAGD остается открытой.

Целью работы является анализ тепловых полей на первичной стадии про-
цесса парогравитационного дренажа с учетом интерференции нагнетательных 
скважин.

Методы
Решение уравнения теплопроводности для области  
между нагнетательной и добывающей скважинами
Зависимость динамической вязкости нефти µ от температуры T определяется ее 
молекулярным весом. Для легкой нефти вязкость с увеличением температуры 
растет по линейному закону, для средневязкой нефти коэффициент динамической 
вязкости медленно убывает, а для тяжелой нефти вязкость стремительно умень-
шается по экспоненциальному закону (рис. 1) [1]. Так, изменение температуры 
в пределах 1-2 °C приводит к уменьшению вязкости нефти в 10‑100 раз. Эта 
особенность тяжелой нефти лежит в основе всех тепловых методов увеличе-
ния нефтеотдачи и служит критерием завершения первичной стадии процесса 
парогравитационного дренажа.
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Рис. 1. Зависимость динамической 
вязкости нефти от температуры [1]

Fig. 1. The dependence of the dynamic 
viscosity of oil on temperature [1]

Пусть рассматривается следующая задача: имеется песчанистый пласт, на-
сыщенный тяжелой нефтью, в котором пробурено N пар горизонтальных сква-
жин. В каждой паре верхняя скважина является нагнетательной, нижняя — до-
бывающей. Пары скважин расположены параллельно друг другу в горизонталь-
ной плоскости (рис. 2). Расстояние от добывающей скважины до ближайшей 
нагнетательной скважины равно r1, до каждой из двух соседних нагнетательных 
скважин, не составляющих пару с этой добывающей скважиной, равно r2, до i-й 
нагнетательной скважины равно ri. За счет расхода закачиваемого пара форми-
руется тепловое поле, механизм распространения тепла по пласту кондуктивный, 
коэффициент температуропроводности пласта a. Далее рассматривается сечение 
этого пласта, длина горизонтальных скважин перпендикулярна этому сечению. 
Поскольку радиус горизонтальной скважины мал по сравнению с размером 
пласта, ее можно рассматривать как точечный источник, а сам пласт — как не-
ограниченную среду. Начальная температура пласта равна T0, температура за-
качиваемого пара равна Ts.

Классическая схема расположения скважин предполагает бурение двух го-
ризонтальных скважин параллельно друг другу, расположенных по вертикали 
на расстоянии 5-10 м. Длина горизонтальных участков лежит в пределах от 100 
до 1 000 м. Поскольку обычно скорость закачки пара достаточно велика, а вну-
три ствола скважины обычно расположены дополнительные нагреватели [4], 
температуру внутри горизонтального участка скважины можно принять посто-
янной. Тогда в каждом сечении, перпендикулярном стволу скважины, картина 

 
Рис. 2. Классическая схема 
расстановки скважин

Fig. 2. A classical well pattern scheme
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тепловых полей будет одинаковой, изменения тепловых полей будут наблюдать-
ся только в вертикальной плоскости.

Фундаментальное решение нестационарного уравнения теплопроводности 
для непрерывного неподвижного точечного источника в неограниченной среде 
известно [2] и записывается в виде:

	 ���, �� � ��� � ���erfc � �
2√��� � ��, ,	 (1)

где r — радиальная координата, t — время, erfc(x) — дополнительный интеграл 
вероятностей от величины x.

Ввиду того, что расстояние между горизонтальными участками скважин 
в классической схеме гораздо меньше расстояния между соседними элементами 
разработки (парами скважин), эта схема предполагает расположение горизон-
тальных участков на минимальном расстоянии одна над другой в вертикальной 
плоскости. За счет этого достигается минимальное время прогрева, однако это 
может приводить к недостаточному охвату пласта тепловым воздействием.

Для увеличения охвата пласта воздействием предлагается трансформировать 
классическую схему в шахматную (рис.  3). Шахматная схема предполагает 
смещение нагнетательных скважин относительно добывающих в горизонталь-
ной плоскости таким образом, чтобы горизонтальное расстояние между нагне-
тательной и добывающей скважинами было равно половине расстояния между 
элементами разработки.

Если для классической схемы рассматривать вклад ближайшей к добываю-
щей скважине нагнетательной скважины, то распределение температуры примет 
вид:

	 ���� � ��� � ���erfc � ��
2√��� � ��. .	 (2)

В случае шахматного расположения скважин для элемента разработки рас-
пределение температуры (1) примет следующий вид:

	 ���� � ��� � ���erfc � ��
2√��� � ��, ,	 (3)

где rc — расстояние от добывающей скважины до ближайшей нагнетательной 
в шахматной схеме.

 

Рис. 3. Шахматная схема расстановки 
скважин

Fig. 3. A chess pattern well scheme
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Из геометрических соображений расстояние от нагнетательной до добыва-
ющей скважины будет вычисляться по формуле:

	 4 , ,	 (4)

где c — горизонтальное расстояние между нагнетательными скважинами.

Анализ изменения температуры в добывающей скважине с течением времени
Для анализа изменения температуры в добывающей скважине с течением вре-
мени для перечисленных схем расположения скважин будет рассматриваться 
модельный пласт со следующими параметрами [5]: Ts  =  393  К, T0  =  293  К, 
a = 5·10−7 м2/с, r1 = 5 м, c = 30 м. Для сравнения схем по эффективности тепло-
вого воздействия будет сравниваться влияние на температуру в добывающей 
скважине только ближайшей нагнетательной скважины, очевидно, что дальней-
шие скважины будут вносить меньший вклад. Первичная стадия процесса па-
рогравитационного дренажа будет заканчиваться в момент времени t1, когда 
вязкость нефти снизилась в достаточной степени, чтобы нефть была подвижной. 
Для модельного пласта это достигается при температуре прогрева Th = 320 К [1]. 
Для построения теплового поля при классической схеме расстановки скважин 
используется фундаментальное решение уравнения теплопроводности в виде (2), 
для шахматной — решение в виде (3) с учетом соотношения (4). Рассчитанные 
зависимости температуры в добывающей скважине от времени для этих схем 
расстановки скважин показаны на рис. 4.

Анализ полученных зависимостей показывает, что с течением времени темпе-
ратура в добывающей скважине повышается и стремится к значению температуры 
закачиваемого пара, при этом рост температуры идет быстрее для классиче-
ской схемы расстановки скважин, поскольку в ней расстояние от добывающей 
скважины до ближайшей нагнетательной скважины значительно меньше, чем 
для шахматной схемы. Температура Th = 320 К, при которой нефть становится 
достаточно подвижной, достигается для классической схемы спустя примерно 
230 сут., для шахматной — спустя примерно 2 430 сут.

При увеличении расстояния от добывающей скважины до ближайшей 
нагнетательной скважины r1 = 10 м с неизменными остальными параметрами 
(рис. 5) время прогрева для классической схемы разработки увеличится почти 
до 1 000 сут., для шахматной — до 3 200 сут.

Таким образом, первичная стадия процесса парогравитационного дренажа 
значительно быстрее закончится для классической схемы расположения скважин, 
что, в свою очередь, позволит раньше начать добычу нефти и увеличить рента-
бельность процесса. Этот вывод справедлив для всех распространенных рассто-
яний (5-10 м) между нагнетательной и добывающей скважинами в  элементе 
разработки при классической схеме. Поэтому классическую схему расположения 
скважин для парогравитационного дренажа использовать предпочтительнее. 
В дальнейшем в статье будет рассматриваться именно эта схема.
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Рис. 4. Зависимость температуры 
в добывающей скважине от времени 
для классической и шахматной схем 
расположения скважин

Fig. 4. The dependence 
of the temperature in the producer 
on time for the classical and chess well 
pattern schemes
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Рис. 5. Зависимость температуры 
в добывающей скважине от времени 
для классической и шахматной схем 
расположения скважин при r1 = 10 м

Fig. 5. The dependence 
of the temperature in the producer 
on time for the classical and chess well 
pattern schemes with r1 = 10 m

Следует также отметить, что с увеличением расстояния от добывающей 
скважины до ближайшей нагнетательной в классической схеме расположения 
скважин время прогрева увеличивается в несколько раз, то есть термически 
выгоднее располагать скважины как можно ближе.
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Существуют, однако, подходы, в которых распределение температуры меж-
ду нагнетательной и добывающей скважинами считается с помощью решения 
для двумерной плоской пластины или с помощью интегрально-показательной 
функции [7]. Первый подход приводит к тому, что максимум температуры на-
блюдается посередине между нагнетательной и добывающей скважинами, это 
не соответствует физике процесса и промысловым наблюдениям [4]. Второй 
подход приводит к возможному неограниченному росту температуры в добы-
вающей скважине. Между тем значение температуры в добывающей скважине, 
очевидно, не может превышать значение температуры в нагнетательной сква-
жине, с течением времени температура в добывающей скважине должна стре-
миться к Ts, но достичь его сможет только спустя бесконечно длинный проме-
жуток времени. Этому описанию, в отличие от существующих подходов, соот-
ветствует решение, приведенное в данной статье.

Необходимо отметить, что реальные пласты нередко отличаются неодно-
родными характеристиками. Температуропроводность меняется в достаточно 
широких пределах, что следует учесть при построении решения. Будет рассма-
триваться система из 3 пропластков, находящихся между нагнетательной и до-
бывающей скважиной при их классическом расположении. Мощности пропласт-
ков 2  м, 2  м и 1  м, коэффициенты температуропроводности 5  ·  10–7  м2/с, 
1  ·  10–7  м2/с, 1  ·  10–6  м2/с соответственно. Будет использоваться решение  (2) 
для каждого из пропластков в отдельности. При сшивании решения из условия 
равенства температур на границе пропластков будет получаться следующее 
распределение температуры по радиальной координате для неоднородного 
пласта, приведенное на рис.  6 для момента времени 350 сут. Для сравнения 
представлено также исходное распределение температур для однородного пласта 
при r1 = 5 м, полученное ранее.
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Рис. 6. Распределение температуры 
вдоль радиальной координаты

Fig. 6. Temperature distribution along 
the radial coordinate
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Следует оценить влияние неоднородного пласта на время прогрева при клас-
сической схеме расположения скважин. Зависимость температуры в добывающей 
скважине от времени для неоднородного пласта в сравнении с аналогичной зави-
симостью для однородного пласта, полученной при r1 = 5 м ранее, приведена 
на рис. 7. Анализ этих зависимостей показывает, что время прогрева для неодно-
родного пласта составляет около 350 сут., в то время как для однородного оно 
существенно меньше (230 сут.). Это связано с наличием в неоднородном пласте 
пропластка с небольшим значением коэффициента температуропроводности 
(1 · 10–7 м2/с).

Интерференция нагнетательных скважин
В случае применения парогравитационного дренажа на месторождениях тяжелой 
нефти особую важность имеет точный прогноз температуры в добывающей сква-
жине на первичной стадии процесса. Даже небольшое изменение температуры 
в пределах 2-3 °C может привести к уменьшению или увеличению длительности 
стадии прогрева на несколько суток, что, в свою очередь, влияет на скорость пе-
рехода к активной стадии и начало добычи нефти. Следует отметить, что на зна-
чение температуры в добывающей скважине может оказывать влияние не только 
ближайшая нагнетательная скважина, влияние которой, очевидно, будет наиболь-
шим, но и другие нагнетательные скважины, которые могут повысить темпера-
туру в добывающей скважине. Оценку этого влияния необходимо провести 
с помощью фундаментального решения уравнения теплопроводности.

Для ближайшей к добывающей скважине нагнетательной скважины решение 
уравнения теплопроводности имеет вид (2). Для следующей, более удаленной 
нагнетательной скважины (без учета ближайшей скважины) оно примет вид:
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Рис. 7. Зависимость температуры 
в добывающей скважине от времени 
в однородном и неоднородном пластах

Fig. 7. The dependence of the temperature 
in the producer on time for homogeneous 
and heterogeneous reservoirs
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	 ���� � ��� � ���erfc � ��
2√��� � ��. .	 (5)

Из геометрических соображений расстояние от добывающей до этой нагне-
тательной скважины будет вычисляться по формуле

	 . .	 (6)

До следующей нагнетательной скважины, еще более удаленной, расстояние 
от добывающей будет равно

	 2 . .	 (7)

Тогда для i-й нагнетательной скважины расстояние до добывающей будет 
вычисляться следующим образом:

	 1 . .	 (8)

При этом решение уравнения теплопроводности для оценки влияния отдель-
но i-й нагнетательной скважины на распределение температуры в добывающей 
скважине будет иметь вид

	 ���� � ��� � ���erfc � ��
2√��� � ��. .	 (9)

Отдельная оценка температуры в добывающей скважине при влиянии толь-
ко конкретной i-й нагнетательной скважины позволит оценить вклад этой 
нагнетательной скважины в итоговое распределение температуры. Если изме-
нение значения температуры в добывающей скважине за счет закачки пара через 
некоторую нагнетательную скважину на несколько порядков меньше, чем это 
изменение при рассмотрении ближайшей нагнетательной скважины, то эту 
более удаленную скважину можно не учитывать при построении картины те-
плового поля с приемлемой точностью.

Таким образом, необходимо оценивать разность текущей температуры Ti 
в добывающей скважине в некоторый момент времени и исходной температуры 
при учете влияния i-й нагнетательной скважины:

	 , ,	 (10)

где ΔTi — вышеописанная разность температур при учете влияния i-й нагнета-
тельной скважины.

Оценка вклада i-й скважины может быть проведена с помощью следующе-
го критерия Ai:

	 , ,	 (11)
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где ΔTh — разность значения температуры окончания прогрева при учете влия-
ния только ближайшей нагнетательной скважины и начальной пластовой тем-
пературы, равная

	 . .	 (12)

Критерий Ai рассматривается в момент окончания прогрева при учете вли-
яния только ближайшей нагнетательной скважины.

Результаты расчетов
Расчет вклада i-й нагнетательной скважины в распределение температуры в до-
бывающей скважине проведен с помощью оценки критерия Ai, для этого ис-
пользовались соотношения (10) и (12) и фундаментальные решения уравнения 
теплопроводности в виде (2), (5), (9) с учетом (6) и (8). Также проведен расчет 
расстояния от добывающей скважины до i-й нагнетательной скважины ri с по-
мощью уравнения (8). Результаты расчетов приведены в таблице 1.

Обсуждение
Анализ результатов показывает, что наибольший вклад в повышение температу-
ры в добывающей скважине вносит ближайшая нагнетательная скважина, распо-
ложенная на небольшом расстоянии 5 м. Две другие нагнетательные скважины, 
удаленные от добывающей скважины на 30,4 м каждая, вносят уже существенно 
меньший вклад, которым можно пренебречь. Следующие, еще более удаленные 
нагнетательные скважины, уже вообще не интерферируют с рассматриваемой 
добывающей скважиной в силу еще большего расстояния до них.

Действительно, даже при учете только ближайшей нагнетательной скважи-
ны в классической схеме разработки при использовании парогравитационного 
дренажа время прогрева в добывающей скважине составляет примерно 230 сут., 
что более полугода. Прогрев идет медленно, что связано с небольшими значе-
ниями коэффициента температуропроводности пласта, и тем более этот прогрев 
практически незаметен при существенном увеличении расстояния от добыва-
ющей скважины до рассматриваемой нагнетательной скважины. Между тем 
мощность пласта, как  правило, существенно превосходит расстояние между 
нагнетательной и добывающей скважинами для рассматриваемой пары скважин, 
поэтому расстояние от добывающей скважины до следующей нагнетательной 
существенно превосходит расстояние до ближайшей нагнетательной скважины. 
Небольшое расстояние между параллельными горизонтальными скважинами 
при использовании парогравитационного дренажа обусловлено не только срав-
нительно небольшим временем прогрева, но и тем, что пар на активной стадии 
процесса стремится вверх за счет меньшей плотности, и чем ближе к подошве 
пласта находится нагнетательная скважина, тем большее количество нефти 
может быть охвачено тепловым воздействием.

Расчеты, приведенные в таблице 1, показывают, что для оценки теплового 
поля в добывающей скважине можно с высокой точностью учитывать только 
ближайшую нагнетательную скважину.
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Выводы
1.	С помощью фундаментального решения уравнения теплопроводности по-

лучена зависимость температуры в добывающей скважине от времени 
для классической и шахматной схем расстановки скважин. Классическая 
схема расположения скважин обеспечивает более быстрый прогрев меж-
скважинной зоны, следовательно, для меньшей длительности первичной 
стадии процесса парогравитационного дренажа, при которой не происходит 
добычи нефти, предпочтительнее использовать именно классическую схему.

2.	Установлено, что с увеличением расстояния между добывающей скважиной 
и ближайшей нагнетательной скважиной с 5 до 10 м длительность первичной 
стадии процесса увеличивается более чем в 4 раза. Для максимальной те-
пловой эффективности процесса параллельные горизонтальные скважины 
необходимо располагать как можно ближе.

3.	Показано, что на распределение температуры в добывающей скважине 
оказывает наибольшее влияние ближайшая нагнетательная скважина, осталь-
ные, более удаленные нагнетательные скважины практически не интерфе-
рируют с рассматриваемой добывающей скважиной. Оценка теплового поля 
с приемлемой точностью может быть проведена при учете только ближайшей 
нагнетательной скважины.
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at the primary stage of the process. The duration of this stage affects the transition to oil 
production and the profitability of the process, which emphasizes the importance of analyz-
ing thermal fields at this stage to assess its duration. The existing research does not allow 
estimating the temperature in the producer, using the correct formulation of the problem. 
This paper presents the temperature distribution in a producer for SAGD for classical and chess 
well patterns for the first time. The aim of the work is to choose a development system for 
the minimum duration of primary stage of SAGD. For this purpose, the fundamental solution 
of the non-stationary heat equation for a continuous stationary point source in an unbounded 
medium is used. The estimation of temperature, at which oil becomes mobile, allows deter-
mining the primary stage duration. The authors compare the classical and chess well patterns. 
In addition, they have obtained the temperature distribution in producer. The results show 
that classical well pattern provides faster heating of inter-well zone. It is determined that 
the closest injection well has the greatest influence on the temperature in the producing well.

Keywords
Steam-assisted gravity drainage, SAGD, thermal physics, thermodynamics, mechanics 
of multiphase systems, heat equation, fundamental solution, thermal field.
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Аннотация
Исследование процессов, происходящих в жидких пленках под тепловым воздействием, 
позволяет совершенствовать самые разные технологические системы, так как тонкий 
слой дает возможность обеспечивать высокую интенсивность тепломассопереноса 
и значительную поверхность контакта фаз при минимальном расходе жидкости. Теоре-
тическому и экспериментальному изучению пленочных течений посвящено множество 
работ как российских, так и зарубежных авторов, при этом недостаточно внимания 
уделено исследованию поведения пленок бинарного гомогенного раствора. Данная 
работа посвящена изучению поведения тонкой пленки жидкости, содержащей летучую 
компоненту, при локальном нагреве твердой горизонтальной подложки. Представлен-
ные расчеты выполнены для водного раствора изопропанола. Описано формирование 
специфической формы поверхности, образуемой при достаточных повышении темпе-
ратуры подложки и первоначальной толщине пленки — так называемой жидкой капли, 
отделенной от основного объема жидкости тонким протяженным слоем, что объясняется 
последовательным возникновением термо- и концентрационно-капиллярного течения. 
Показано существенное влияние лапласовского скачка давления на характер всего 
процесса. Также к разнонаправленным течениям, но уже в обратных направлениях, 
приводит охлаждение подложки. Проведен анализ функций температуры свободной 
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поверхности пленки, концентрации летучей компоненты в растворе, плотности паров 
над свободной поверхностью в различные моменты времени. Проиллюстрировано поле 
скорости в жидкости и газе при развитии термокапиллярного и концентрационно-ка-
пиллярного течений.

Ключевые слова
Термокапиллярное течение, конвекция Марангони, жидкая пленка, бинарный гомоген-
ный раствор, тепловое воздействие.
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Введение
Значимость теоретического изучения процессов тепломассопереноса в жидких 
пленках под воздействием внешних тепловых источников обусловлена широким 
применением текучих сред в системах жидкостного охлаждения [7], при созда-
нии оптических элементов на основе капиллярной конвекции Марангони [8, 9], 
в энергетике, химической промышленности, материаловедении и различных 
биотехнологиях. Обзор общепринятых подходов к решению задач испаритель-
ной конвекции приведен в  [1, 2]. Эволюции тонкого горизонтального слоя 
жидкости при локальном нагреве посвящена работа [10], в [6] исследуется из-
менения диаметра капли водного раствора этанола при нагреве лазерным лучом 
в зависимости от параметров пленки, в  [12] проанализированы особенности 
поведения свободно висящей пленки жидкости под действием тепловой нагруз-
ки. Модель, описывающая поведение тонкой пленки бинарного гомогенного 
раствора при ее нагреве, представлена в [3], в [4] обоснована значимость учета 
влияния лапласовского скачка давления на границе раздела фаз, а также кри-
визны поверхности на давление насыщенного пара, формализована постановка 
задачи в ограниченном объеме. Данная работа является логическим продолже-
нием [4] и посвящена анализу происходящих при локальном нагреве и охлаж-
дении пленки процессов.

Материалы и методология
Основные уравнения
Пусть тонкий слой однородного раствора расположен на плоской горизонталь-
ной поверхности z = 0. Газ над пленкой содержит пары летучей компоненты, 
находящиеся в термодинамическом равновесии с жидкостью. Размер жидкого 
пятна ограничим непроницаемой вертикальной стенкой, радиус пятна равен L. 
Газовая подушка ограничена сверху непроницаемой пластиной, отстоящей 
от нижней подложки на высоту Hv. В некоторый момент времени подложка 
мгновенно нагревается, что приводит к деформации пленки. Считаем измене-
ния температуры и концентрации раствора незначительными настолько, что 
к таким отклонениям чувствителен только коэффициент поверхностного натя-
жения. Параметры, характеризующие саму жидкость, полагаем постоянными. 

Бородина К. А.
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На свободной поверхности z = h(x, y, z) пренебрежем конвективным теплообменом 
с окружающей средой, сохранив затраты тепла на испарение. Модель учитывает 
лапласовский скачок давления на границе раздела фаз, а также влияние кривизны 
поверхности на давление насыщенного пара.

Температуру подложки Ts зададим в виде осесимметричного пятна, где a — 
характерный размер зоны нагрева, θ — повышение температуры.

	     
 

	 (1)

Модельные уравнения соответствуют постановке в ограниченном объеме [4].
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ческая вязкость; γ — коэффициент поверхностного натяжения; g — ускорение 
свободного падения; J — интенсивность массообмена; u — средняя продоль-
ная скорость; C  — массовая концентрация летучей компоненты в растворе, 
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однородная по высоте; k  — коэффициент теплопроводности; T0  — внешняя 
температура, совпадающая с начальной; ρv — плотность паров летучей ком-
поненты; Dv — коэффициент диффузии в газе; Lv — скрытая теплота парооб-
разования; ρvI — плотность паров на границе раздела сред. Первоначально пар 
над свободной поверхностью считаем насыщенным  ,  , мольная 
доля растворенной компоненты

	 1 . 

 Связь температур TI и Ts верхней и нижней поверхностей жидкого слоя [11]

	 ,  ,	 (4)

Kg — коэффициент теплоотдачи, в дальнейшем полагаем Kg = 0; интенсивность 
массообмена задаем в линеаризованном виде

	 ,  

 
	 2 1 1 , 

 
	 2 1 , 

 

	 (5)

	 2 , 

 
	

�� � ����� � ��
2�����

� �� ������������ �����
� ��;  

давление насыщенного пара чистой компоненты ����� � ������ � ��� � ������������ ���� � 1��� �
1
���� ;   в общем случае есть функ-

ция температуры, считаем давление известным при стандартной температуре 
Tst = 397 K, тогда начальное давление

	
����� � ������ � ��� � ������������ ���� � 1��� �

1
���� ;  

Mw, Mv — молярные массы воды и летучей компоненты; R — универсальная 
газовая постоянная; αcom — коэффициент коммодации.

При осесимметричном нагреве подложки приходим к одномерной модели 
движения пленки раствора и двумерной для газа

	
���… � � ��… �

�� �� ,�� ∙ �… ��� � 1
�
�
�� ���… ��,��

� �… � � 1
�
�
�� ��

��… �
�� �. 
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Безразмерные переменные
В уравнениях движения переходим к безразмерным переменным [4].

	
��� � ���,  �� � �

� ,�� �
�
� ,  �� �

�
� , �� �

�
�,  

 
	

, , , . 

Здесь l — продольная, d — поперечная характерные длины; время процесса 
τ = l/u0, u0 — характерная продольная скорость.

Полная постановка задачи в безразмерных переменных приводится к виду

	
0 , 0: 
 

 
, 

 
	

1 , 

	 3 2 2 3 ,  

 
	 1 , 

 
	 1 , 

 	 . 
 

0: 1, . 
 0, : 0. 

 

	 (6)
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0: . 
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 �� � 0,  ��:   ���
�

��� � 0. 

 	 , , , 0 ,  . 
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Здесь	 ��� �
��
�� �

��
�� ,�� �

����
�� ;  

	
, | | ; 

	
1 , | | ;  

 

	 (7)

	
, . 

 
	

, , ; , ; 

для определенности будем считать u0 = uT. Операторы пространственного диф-
ференцирования

	
��� �… � � ��… �

��� �� ,��� ∙ �… ��� � 1
��
�
��� ����… ��,��

���… � � 1
��
�
��� ���

��… �
��� �. 

Гофрировочная устойчивость
Учет изменения давления насыщенного пара над искривленной поверхностью 
ведет к некоторым особенностям течения, например, возникшее на плоской 
поверхности локальное увеличение высоты слоя инициирует испарение лету-
чей компоненты, что, с одной стороны, его сглаживает, с другой — уменьшает 
концентрацию компоненты в растворе, увеличивая поверхностное натяжение 
и, соответственно, концентрационно-капиллярный приток жидкости. Проверим, 
сгладят ли силы тяжести и капиллярные силы образовавшийся «холм».

Возьмем предельно простой случай плоскопараллельного течения на изо-
термической подложке. Плотность паров над пленкой считаем неизменной. 
Линеаризованные уравнения (6) примут вид

	
, 

 
	

1
1 , 

 	 3 2 2 3 ,  

 

	 (8)

	 0, ; 
 

	 1 , 

 
	 1 . 
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Упорядочивая коэффициенты в системе для h⁎ и C, получаем

	
,  

 
	

1
1� ��

��
��� � ����� � ��� � ��������;  

где	 3 , 1 2 2 , 1 2 3 , 

 
	

�� � �
1� � �, �� � � �

1� � ��;  

все введенные коэффициенты положительны.
Наложим на исходное однородное состояние возмущения

	 �� � 1� �����������,  
 

	 . 
Эти возмущения затухают, если мнимая часть комплексной частоты будет 

отрицательной
	 , 0. 

 После подстановки (10) в систему (9) получим два линейных однородных 
уравнения относительно h и c, имеющих нетривиальное решение при

	

1
1

1
1  

0. 
 

Последнее равенство представим как

	 0,  	 (11)

где	
1

1 , 1
1 , 

. 	

1
1 , 1

1 , 

. 
Коэффициенты b1 и b2 положительные, b3 можно представить в виде

	 �� � ������ � ����� � �������;  
выражение в скобках для рассматриваемой системы IPA положительно, причем 

 ,  , так что b3 > 0. Выражая из (11) ω, убеждаемся, что дискри-
минант положителен, следовательно, возмущения затухают.

(10)

(9)
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Результаты
Представленные иллюстрации поведения жидкой пленки соответствуют водно-
му раствору изопропанола (IPA), параметры которого примем как в работе [13]. 
Начальная температура T0  =  293  K, начальная массовая концентрация IPA 
C0 = 0,35, молярная масса летучей компоненты MIPA = Mv = 60 г/моль, воды — 
Mw = 18 г/моль, плотности жидкостей ρal = 786 кг/м3, ρw = 998 кг/м3; коэффици-
ент вязкости µ = 3 мПа∙с, теплопроводности — k = 0,6 Вт/(м∙К), диффузии па-
ров — Dv = 2∙10−5 м2/с, теплота парообразования Lv = 756 кДж/кг, давление на-
сыщенных паров ����� � ������ � ��� � ������������ ���� � 1��� �

1
���� ;  (Tst) = 4,1 кПа, коэффициент коммодации αcom = 1.

Температурное поле контакта жидкости с твердым дном

	
,  . 

Радиус основания (радиус жидкого пятна) L = 1 см, высота чашки Петри 
Hv = 6 мм, начальная толщина пленки d = 10−1 мм, характерный размер зоны 
нагрева a = 1 мм, характерное повышение температуры θ = 5 K.

Деформация пленки раствора. Зарождение жидкой капли
На рис. 1 слева изображено начало деформации пленки. Представлены зависимо-
сти толщины слоя жидкости h⁎ = h/d от радиальной координаты r*. Кривые соответ-
ствуют последовательным моментам времени t = 0,05, 0,25, 0,5 (c) (t⁎ = 0,1, 0,5, 1).

Жидкая пленка проявляет характерный термический эффект. Происходит 
быстрый прогрев свободной поверхности, сопровождающийся ее прогибом 
вниз. Изменение концентрации на этом временном интервале невелико благодаря 
быстрому насыщению парами нижней части воздушной прослойки, контакти-
рующей с поверхностью жидкости. Действительно, характерное время прогрева 
пленки τT является малой величиной относительно характерного времени диф-
фузии паров τv [5].

Рис. 1. Зависимости толщины слоя 
жидкости h⁎ = h/d от радиальной 
координаты r⁎ = r/a слева — в моменты 
времени t = 0,05, 0,25, 0,5 (c), справа — 
в моменты времени t = 2,5, 5, 7,5 (c)

Fig. 1. The dependences of the liquid layer 
thickness h⁎ = h/d on the radial coordinate 
r⁎ = r/a: on the  left — at the times 
t = 0.05, 0.25, 0.5 (s); on the right — 
at the times t = 2.5, 5, 7.5 (s)

Бородина К. А.
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Отходящий гребень оставляет за собой пленку порядка нескольких микрон. 
Этот тонкий слой ведет себя уже как диффузионный. После значительного прогиба 
вниз верхней поверхности пленки происходит быстрое снижение концентрации 
летучей компоненты, вследствие чего увеличивается коэффициент поверхност-
ного натяжения и начинается приток жидкости к центру нагрева. Уход летучей 
компоненты из раствора вновь обязан диффузионному потоку паров над жидкой 
пленкой от центра в сторону менее нагретой поверхности и в вертикальном на-
правлении. Ведь для оставшегося в центральной части жидкого слоя уменьшенной 
толщины характерное время диффузии паров τv является уже малой величиной 
относительно характерного времени эволюции τh [5]. На рис. 1 справа представ-
лена дальнейшая деформация пленки. Кривые соответствуют моментам времени 
t = 2,5, 5, 7,5 (c) (t⁎ = 5, 10, 15). Наблюдается рост бугорка жидкости в вертикальном 
и горизонтальном направлениях.

К моменту времени t ≈ 15 (c) наблюдается значительное изменение формы 
профиля свободной поверхности — образуется жидкая капля. Капля «сидит» 
на пленке практически постоянной толщины порядка одного микрона (рис. 2 слева).

Гребень волны основной массы жидкости уходит далеко от центра нагрева. 
Этот эффект связан не только с термическим течением, но и концентрационным. 
На гребне происходит конденсация паров летучей компоненты, дополнительно 
уменьшающая коэффициент поверхностного натяжения. Наблюдается кратковре-
менная остановка роста капли в диаметре. Через некоторое время (t ≈ 50 c) капля 
вновь начинает расти. После достаточного времени капля вновь начинает расти. 
Этому способствует приближение гребня к капле, обусловленное уменьшением 
притока летучей компоненты (рис. 2 справа).

Анализ найденных функций
Проиллюстрируем сопоставление профилей поверхности пленки с интенсив-
ностью ухода летучей компоненты из раствора. На момент времени t = 15 (c) 
наблюдается движение гребня волны вправо (направление движения гребня 
указано стрелкой), сопровождающееся подгоняющей его конденсацией паров 
(место конденсации указано стрелкой). К моменту t = 30 (c) волна возвращается 

Рис. 2. Профили жидкого слоя 
в моменты времени t = 15, 30, 45 (c) 
слева, t = 100, 150, 200 (c) справа

Fig. 2. The liquid layer profiles 
at the times t = 15, 30, 45 (s) on the left, 
t = 100, 150, 200 (s) on the right
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обратно, конденсация паров на гребне уменьшилась и даже на переднем фронте 
сменилась на испарение (рис. 3).

Интересно отметить, что, несмотря на противоположную направленность 
термо- и концентрационно-капиллярных эффектов, последний способствует 
отходу гребня на большее расстояние, чем при «чистом» термопрогибе (рис. 4).

Из рис. 3 видно, что объем капли в указанные моменты времени практически 
не изменился. За отход гребня остается ответственной только преимуществен-
но конденсация паров летучей компоненты раствора (отрицательное значение 
интенсивности массообмена на рис. 3 справа).

После интенсивного прогрева температура свободной поверхности пленки 
практически совпадает с температурой подложки. Изменение концентрация ле-
тучей компоненты в растворе за промежуток 15 < t < 30 (c) незначительное (рис. 5).

Насыщение парами газа, контактирующего с пленкой, происходит быстро. 
Впоследствии ввиду ухода летучей компоненты из раствора плотность паров 
выравнивается (рис. 6).

Профили общего поступательного потока жидкости q⁎ = h⁎u⁎ вдоль радиаль-
ной координаты r* соответствуют изменению толщины пленки ∂h⁎/∂t⁎, но в то же 
время имеет некоторую особенность. На переднем фронте отходящей от центра 
волны наблюдается возвратное течение (рис. 7).

Действительно, передний фронт волны мог бы представлять собой некото-
рое возвышение уровня, примыкающее к невозмущенному слою через поверх-
ность выпуклую вниз. Но тогда давление под ней уменьшается на лапласовский 
скачок в сравнении с горизонтальным участком, что приводит к встречному 
потоку жидкости. Таким образом, передний фронт разбегающейся волны имеет 
сложную волнообразную структуру и не является монотонной функцией про-
дольной координаты. Если исключить из рассмотрения лапласовское давление 
(uL = 0), то данный эффект пропадает (рис. 8).

В нашем случае с полным учетом капиллярных сил скорость распростране-
ния возмущений выше. На рис. 9 представлены профили поступательного по-
тока и свободной поверхности пленки на моменты времени t  =  0,5, 2,5  (c). 
В центре нагрева зарождается жидкая капля.

Рис. 3. Профили пленки (слева) 
и интенсивность испарения (справа) 
в моменты времени t = 15, 30 (c)

Fig. 3. The film profiles (left) 
and evaporation rates (right)  
at the times t = 15, 30 (s)

Бородина К. А.
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Рис. 4. Профиль свободной поверхности 
жидкости в момент времени t = 30 (c), 
массообмен заморожен

Fig. 4. The profile of the free surface 
of the liquid at the time t = 30 (s),  
mass transfer is absent

Рис. 5. Температура свободной 
поверхности пленки (слева) 
и концентрация летучей компоненты 
в растворе (справа) в моменты 
времени t = 15, 30 (c)

Fig. 5. The temperature of the film free 
surface (left) and the volatile component 
concentration in the solution (right) 
at the times t = 15, 30 (s)

Рис. 6. Плотность паров над свободной 
поверхностью пленки в моменты 
времени 105 t = 5, 25, 50 (c) (слева) 
и моменты t = 15, 30, 45 (c) (справа)

Fig. 6. The vapor density over the film 
free surface at the times 105 t = 5, 25, 
50 (s) on the left and times t = 15, 30, 
45 (s) on the right
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Рис. 7. Общий поступательный поток 
(сверху) и профили пленки (снизу) 
в моменты времени t = 0,05, 0,25 (c), 
стрелкой указан возвратный поток

Fig. 7. The total translational flow (top) 
and film profiles (bottom) at the times 
t = 0.05, 0.25 (s), the arrow indicates 
the return flow

Рис. 8. Общий поступательный поток 
(сверху) и профили пленки (снизу) 
в моменты времени t = 0,05, 0,25 (c), 
лапласовский скачок давления отсутствует

Fig. 8. Total translational flow (top) 
and film profiles (bottom) at the times 
t = 0.05, 0.25 (s), no Laplace pressure 
jump

Рис. 9. Общий поступательный поток 
(сверху) и профили пленки (снизу) 
в моменты времени t = 0,5, 2,5 (c)

Fig. 9. The total translational flow (top) 
and film profiles (bottom) at the times 
t = 0.5, 2.5 (s)

Бородина К. А.
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Охлаждение пленки раствора
Рассмотрим случай локального охлаждения пленки раствора, полагая

	 . 
В приведенных выше параметрах увеличим размер жидкого слоя и зоны 

нагрева d = 2∙10−1 мм, a = 5 мм, L = 50 мм. Жидкая пленка вначале проявляет 
характерный термический эффект, совершая прогиб свободной поверхности 
вверх. Изменение концентрации на этом временном интервале невелико. Плен-
ка остается выпуклой достаточно долго. В это время происходит конденсация 
паров летучей компоненты, ее доля в растворе возрастает. Концентрационный 
эффект становится преобладающим и начинается уменьшение толщины пленки 
в центре (рис. 10).

Рис. 10. Профили жидкого слоя 
при его охлаждении 
в последовательные моменты времени 
t = 187, 375, 562 (c) — кривые 1, 2, 3; 
t = 625, 875, 1 125 (c) — кривые 4, 5, 6

Fig. 10. The profiles of the liquid layer 
during its cooling at the successive times 
t = 187, 375, 562 (s) — curves 1, 2, 3; 
t = 625, 875, 1,125 (s) — curves 4, 5, 6

При движении свободной поверхности вниз в центре образуется бугорок, ко-
торый впоследствии рассасывается. Происхождение этой нетипичной формы 
связано с особенностью конденсации паров. Вблизи центра поверхностный гра-
диент концентрации мал. Подобный характер проявляет пленка и с неизмененны-
ми базовыми параметрами, хоть и с менее выраженным возвышением. В резуль-
тате получаем сверхтонкую (диффузионную) пленку в виде широкого пятна.

Заключение
В работе изучено поведение тонкой пленки жидкости, содержащей летучую 
компоненту (бинарного гомогенного раствора), при ее нагреве на горизонталь-
ной подложке. Расчеты проведены для водного раствора изопропанола. При до-
статочных повышении температуры подложки и первоначальной толщине 
пленки формируется специфическая форма поверхности — жидкая капля, от-
деленная тонким протяженным слоем от основной массы жидкости, связанная 
с последовательным возникновением термо- и концентрационно-капиллярным 
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разнонаправленными течениями. Линейный размер лунки, в которой формиру-
ется капля, вначале возрастает до некоторого значения, затем уменьшается. 
При этом концентрационно-капиллярный эффект усиливает термокапиллярный 
прогиб свободной поверхности благодаря конденсации паров летучей компо-
ненты на отходящем гребне волны. Показано существенное влияние лапласов-
ского скачка давления на характер всего процесса. Рост образовавшейся жидкой 
капли происходит с некоторой задержкой по времени. Видимый передний фронт 
распространения возмущений по плоской свободной поверхности всегда пред-
ставляет собой волну разрежения (понижение уровня). Охлаждение пленки 
раствора, содержащей летучую компоненту, также приводит к последователь-
ному термо- и концентрационно-капиллярному разнонаправленным течениям, 
но в обратных направлениях. При растекании жидкости в центре наблюдается 
кратковременное нетипичное возвышение уровня. В дальнейшем пленка растя-
гивается, образуя ровный жидкий слой толщиной на несколько порядков мень-
ше первоначальной.
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Аннотация
В статье рассмотрена проблема передачи тепловой энергии от парогазовой смеси с пос
тоянной температурой 220  °C. Описано экспериментальное исследование передачи 
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тепловой энергии от парогазовой смеси путем рекуперативного теплообменного ап-
парата с ребристой поверхностью на промышленном предприятии «ПАЛП Инвест», 
расположенном на производственной площадке индустриального парка технополис 
«Химград» в Казани. Описана конструкция теплообменного аппарата с ребристой 
поверхностью. Оребренная поверхность рекуперативного теплообменного аппарата 
позволила интенсифицировать передачу теплового потока, вследствие возникновения 
турбулентных завихрений парогазовой среды при ее движении между поперечно рас-
положенными ребрами. В качестве нагреваемого теплоносителя использовалась вода, 
которую в дальнейшем планируется использовать для технологических и хозяйственных 
нужд. В работе представлены методика эксперимента и измерительные приборы. В ходе 
проведения экспериментов начальная температура холодного теплоносителя (воды) 
варьировалась от 28,8 до 31,9 °C. Серия экспериментов включала 7 опытов с различным 
объемным расходом воды от 60 до 120 л/ч. Начальный объемный расход был равен 60 л/ч, 
шаг изменения расхода составлял 10 л/ч. Результаты исследований показали, что время 
выхода исследуемых параметров: температурный напор, тепловой поток и коэффициент 
теплопередачи на стационарный режим — составило 265 с. При выходе на стационарный 
режим при объемном расходе холодного теплоносителя в диапазоне от 60 до 120 л/ч 
температурный напор варьировался от 32,2 до 63 °C, тепловой поток изменялся от 4,1 
до 4,5 кВт, коэффициент теплопередачи варьировался в диапазоне 24,4‑27,9 Вт/(м2 · К). 
Полученные результаты позволили установить, что коэффициент теплопередачи обратно 
пропорционален термическому сопротивлению парогазовой фазы.

Ключевые слова
Теплообменник, теплообменный аппарат, теплообмен, теплопередача, парогазовая 
смесь, рекуператор, теплообменная поверхность.
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Введение
На многих промышленных объектах задача передачи тепловой энергии от па-
рогазовых выбросов является актуальной. Зачастую они представляют собой 
безвредную смесь газов, имеющую температуру выше 200 °C, которая выбрасы-
вается в окружающую среду. Передача тепловой энергии от них осуществляется 
путем применения рекуперативных теплообменных аппаратов, представляющих 
собой устройства поверхностного типа, в которых теплообмен происходит 
непрерывно между теплоносителями через разделяющую их стенку [1, 11, 12, 
13, 16, 19]. В качестве теплоносителя, к которому переходит тепло от парога-
зовой смеси, используется вода вследствие высокого значения теплоемкости. 
Нагретая вода в дальнейшем может использоваться для хозяйственных или 
технологических нужд промышленных объектов. На текущий момент времени 
известно множество различных видов рекуперативных теплообменных ап-
паратов, подразделяющихся на кожухотрубчатые, змеевиковые, секционные, 
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спиральные, пластинчатые, ребристые и иные [3, 5, 7, 9, 10, 20]. Выбор той 
или  иной конструкции зависит от температуры теплоносителей, давления 
рабочих сред, особенностей промышленных объектов, например, площади, 
предоставляемой для установки теплообменника и многих других факторов [2, 
6, 8, 17]. При передачи тепловой энергии от парогазовых выбросов наиболее 
рентабельными конструкциями рекуперативных теплообменников являются 
змеевиковые и ребристые, так как выдерживают относительно высокие темпе-
ратуры до 450 °C и давления до 9 МПа. Следует отметить, что в большинстве 
случаев передача тепла от парогазовой смеси сопровождается конденсацией пара 
на поверхности теплообменного аппарата в виде капелек или пленки, ухудшаю-
щих теплопередачу между двумя рабочими теплоносителями. Поэтому важной 
задачей при подборе определенной конструкции теплообменника для передачи 
тепловой энергии от парогазовых выбросов является проведение грамотного 
расчета определения площади теплообменной поверхности, учитывающего 
совокупность всех факторов, оказывающих влияние на протекание теплообме-
на. Однако в случае передачи тепловой энергии от парогазовой смеси расчет 
может быть осложнен неизвестным составом газа, в котором определенные 
доли компонентов могут варьироваться по времени, и количеством образую-
щегося конденсата. Также в литературе приведены достаточно скудные данные 
по изучению теплопередачи, протекающей совместно с процессом конденса-
ции паров, в теплообменных аппаратах, что может приводить к существенной 
погрешности конечных результатов. В связи с этим наиболее целесообразным 
шагом при расчете конструкции теплообменного аппарата для передачи тепла 
от парогазовой смеси является проведение упрощенного расчета и физического 
эксперимента, на основе результатов которых будет дополнен тепловой расчет 
теплообменного аппарата [4, 18].

Целью данной работы является экспериментальное исследование теплооб-
мена от парогазовой смеси при передаче тепла через ребристую поверхность 
на промышленном предприятии «ПАЛП Инвест», расположенном на производ-
ственной площадке индустриального парка технополис «Химград» в Казани.

Экспериментальная установка
Для передачи тепловой энергии от парогазовой смеси на предприятии «ПАЛП 
Инвест» авторами работы была подобрана конструкция рекуперативного тепло-
обменного аппарата с ребристой поверхностью, представленного на рис. 1. Те-
плообменник представляет собой U-образную трубу с ребрами, прямоугольную 
пластину для его крепления к воздуховоду и соединительную гофру. Оребрение 
трубы происходило методом навивки  [14]. Внутренняя поверхность трубы 
гладкая. Выполненное поперечное оребрение трубы позволяет максимально 
развить теплообменную поверхность в единице объема и существенно повы-
сить показатели компактности и удельной металлоемкости. Следует отметить, 
что существует проблема точных и универсальных методов расчета данных 
теплообменных поверхностей, вследствие отсутствия и сложности достоверной 
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физической картины процессов переноса в поперечно-оребренных поверхностях. 
Поэтому наиболее универсальным методом проверки теплогазодинамических 
параметров является проведения физического эксперимента.

Основные размеры рекуперативного теплообменного аппарата с ребристой 
поверхностью представлены на рис. 2. Толщина U-образной трубы составляет 
2 мм, при этом толщина ребер составляем 1 мм. С каждой стороны методом на-
вивки нанесено 140 ребер. Высота каждого ребра равна 9 мм. Шаг между ребра-
ми примерно составляет 3,5 мм. Площадь теплообменной поверхности рекупе-
ративного теплообменного аппарата с ребристой поверхностью была определена 
в программе Autodesk Inventor при построении ее трехмерной геометрии и соста-
вила 0,838 м2. Экспериментальная установка была выполнена из стали СТ 20. 
При этом коэффициент теплопроводности стали λ составлял 48,5 Вт/(м · К).

Рис. 1. Рекуперативный теплообменный 
аппарат с ребристой поверхностью

Fig. 1. Recuperative heat exchanger 
with a ribbed surface

Рис. 2. Основные размеры оребренной 
трубы: а — вид спереди;  
б — выносной вид

Fig. 2. The main dimensions 
of the finned pipe: а — front view; 
б — external view
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Следует отметить, что на рис. 1 с одной стороны теплообменного аппарата 
изображена прямоугольная пластина, которая использовалась для крепления 
теплообменного аппарата с ребристой поверхностью в воздуховод, в котором 
протекают парогазовые выбросы (рис. 3). Данная часть воздуховода находится 
на 2-м этаже промышленного предприятия «ПАЛП Инвест». Движение паро-
газовой смеси осуществляется снизу вверх, далее находится дымовая труба, 
через которую выбросы эмиссируются в окружающую среду. Врезка теплооб-
менника осуществлялась под прямым углом относительно воздуховода. Таким 
образом обеспечивалось поперечное обтекание U-образной оребренной трубы 
парогазовой смесью. Во внутреннюю часть трубы подавался холодный тепло-
носитель — вода. Теплообмен осуществлялся по средствам перекрестно-про-
тивоточной схемы движения теплоносителей.

Особенность оребренного рекуперативного теплообменника, интегрирован-
ного в воздуховод, заключается в том, что при движении парогазовой смеси 
между поперечно расположенными ребрами возникают турбулентные завихре-
ния среды, которые интенсифицируют процесс передачи тепловой энергии 
от парогазовой смеси к стенке теплообменника. По мере движения холодного 

Рис. 3. Применение теплообменного 
аппарата с ребристой поверхностью 
для передачи тепловой энергии 
от парогазовой смеси в воздуховоде. 
Движение парогазовой смеси 
происходит снизу вверх

Fig. 3. Application of a heat exchanger 
with a ribbed surface for the transfer 
of heat energy from a steam-gas mixture 
in an air duct. The movement 
of the steam-gas mixture occurs 
from the bottom up
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теплоносителя во внутренней части U-образной трубы происходит его нагрев 
от внутренней стенки. Таким образом, теплопередача осуществляется от горячей 
парогазовой смеси к холодной воде через разделяющую их оребренную U-об-
разную поверхность. В ходе проведения экспериментов температура парогазо-
вой смеси в воздуховоде была постоянной, равной 220 °C, которая фиксировалась 
в режиме реального времени сотрудниками предприятия, начальная температу-
ра холодного теплоносителя (воды) варьировалась от 28,8 до 31,9 °C.

Методика проведения эксперимента
Холодная вода непрерывно подводилась из резервуара воды, располагающегося 
на территории предприятия, в емкость объемом 20 л с наличием в ней погружного 
насоса с допустимым повышением давления до 2-3 бар, который транспортировал 
холодный теплоноситель (воду) в теплообменный аппарат с ребристой поверхно-
стью. При этом в емкости для контроля начальной температуры холодной воды 
была установлена термопара, для подачи фиксированного расхода воды приме-
нялся ротаметр серии MBC-V-S-W-160 (поплавковый расходомер). Данный вид 
ротаметра позволял регулировать объемный расход Gv холодный воды в диапазоне 
от 10 до 120 л/ч. После отбора тепловой энергии у парогазовой смеси холодным 
теплоносителем через разделяющую их теплообменную поверхность нагретая 
вода выходила из выходного отверстия теплообменника, в котором было уста-
новлено устройство для измерения температуры — восьмиканальный регулятор 
ОВЕН ТРМ 138. Далее нагретая вода удалялась в канализацию. Таким образом 
в ходе проведения серии экспериментов фиксировались начальная и конечная 
температуры холодного теплоносителя (воды). Серия экспериментов включала 
7 опытов с различным объемным расходом воды от 60 до 120 л/ч. Начальный объ-
емный расход был равен 60 л/ч, шаг изменения расхода составлял 10 л/ч. Следует 
отметить, что после проведения каждого отдельного опыта прекращалась подача 
холодного теплоносителя до тех пор, пока температура стенок оребренной трубы 
не становилась равной температуре парогазовой смеси, которая фиксировалась 
регулятором ОВЕН ТРМ 138. Таким образом повышалась достоверность полу-
чаемых результатов для каждого опыта, характеризующегося различным объем-
ным расходом время выхода на стационарный режим. Каждый опыт проводился 
в течение 540 с.

Температурный перепад ∆t, °C, холодного теплоносителя вычислялся по фор-
муле:

	 ∆t = t12 − t11,	 (1)

где t12 — конечная температура холодного теплоносителя на выходе из тепло
обменного аппарата, °C; t11 — начальная температура холодного теплоносителя 
на входе в теплообменный аппарат, °C.

Отведенный от парогазовой смеси холодным теплоносителем тепловой поток 
можно определить по выражению (2) при допущении малости тепловых потерь 
в окружающую среду. Следует отметить, что при проведении теплового расчета 
конденсацией парогазовой смеси на поверхность теплообменного аппарата 
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пренебрегали вследствие маленькой площади теплообменной поверхности оре-
бренной трубы относительно сечения трубопровода, где она располагалась, 
и относительно высокой скорости горячего теплоносителя, что приводило к мгно-
венному уносу и испарению конденсата.

	 𝑄𝑄 =
𝐺𝐺�𝜌𝜌𝜌𝜌�∆𝑡𝑡

3 600 ∙ 10�, ,	 (2)

где ρ — плотность холодного теплоносителя, кг/м3; Cp — удельная изобарная 
теплоемкость холодного теплоносителя,  кДж/(кг · К); Gv – объемный расход 
холодной воды, м3/с.

В общем виде коэффициент теплопередачи K определялся по формуле (3) 
из основного уравнения теплопередачи:

	 𝐾𝐾 =
𝑄𝑄
𝐹𝐹𝐹𝐹�

, ,	 (3)

где F  — площадь теплообменной поверхности, контактирующей с горячим 
теплоносителем, м2; 𝑇𝑇� = 𝑡𝑡� −

𝑡𝑡�� − 𝑡𝑡��
2

,  — температурный напор, °C, который определяется сле-
дующей формуле [15]:

	 𝑇𝑇� = 𝑡𝑡� −
𝑡𝑡�� − 𝑡𝑡��

2
, ,	 (4)

где t2 — температура горячего теплоносителя (парогазовой смеси), °C.

Результаты исследований
Время выхода исследуемых параметров: температурный напор, тепловой поток 
и коэффициент теплопередачи на стационарный режим — составило 265 с. В ходе 
обработки данных были получены зависимости температурного напора, теплового 
потока и коэффициента теплопередачи от времени проведения экспериментов при 
различных объемных расходах холодного теплоносителя (рис. 4-6). При выходе 
на стационарный режим при объемном расходе холодного теплоносителя в ди-
апазоне от 60 до 120 л/ч температурный напор ∆t варьировался от 32,2 до 63 °C 
(рис. 4), тепловой поток Q изменялся от 4,1 до 4,5 кВт (рис. 5), коэффициент 
теплопередачи K варьировался в диапазоне 24,4‑27,9 Вт/(м2 · К) (рис. 6).

Проанализировав формулу, связывающую коэффициент теплопередачи и ко-
эффициенты теплоотдачи от холодного и горячего теплоносителей, можно отме-
тить, что коэффициент теплопередачи зависит только от коэффициента теплоот-
дачи со стороны парогазовой смеси. Как известно, коэффициент теплоотдачи 
зависит от теплофизических и геометрических параметров. Изменение расхода 
холодного теплоносителя в эксперименте приводило к изменению его скорости. 
При этом коэффициент теплопередачи при изменении расходов варьировался 
в диапазоне ±6,9%. Соответственно, термическое сопротивление холодного те-
плоносителя существенным образом не изменяет значение коэффициента тепло-
передачи. Термическое сопротивление стенки является постоянным параметром. 
Изменение значения коэффициента теплопроводности от температуры в расчетах 
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не учитывалось. Таким образом, коэффициент теплопередачи существенно зави-
сит только от коэффициента теплоотдачи со стороны парогазовой смеси.

Максимальный перепад температуры холодного теплоносителя в среднем со-
ставлял 70,7 °C при его объемном расходе в диапазоне от 60 до 120 л/ч. Как было 
отмечено ранее, проведение каждого отдельного опыта при разном объемном 
расходе холодного теплоносителя начиналось при выходе на стационар темпе-
ратуры стенки оребренной трубы. Таким образом, в течении первых десятков 
секунд на выходе из теплообменного аппарата образовывался пар. При увеличении 
значения объемного расхода холодного теплоносителя время образования пара 
уменьшалось, вследствие увеличения теплосъема с единицы площади внутренней 
поверхности оребренной трубы. Максимальное и минимальное время образова-
ния пара холодного теплоносителя равно 17 и 5 с соответственно. Отмечено, что 
чем больше значение объемного расхода холодного теплоносителя, тем меньше 
температурный перепад при выходе экспериментов на стационарный режим. 
При значении объемного расхода 60, 70, 80, 90, 100, 110 и 120 л/ч температурный 
перепад на стационарном режиме равен 63, 51,6, 45,6, 39, 38,3, 33,4 и 33,2 °C 
соответственно (рис. 4).
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Рис. 4. Зависимость изменения 
перепада температуры холодного 
теплоносителя на входе и на выходе 
теплообменного аппарата от времени 
при его различных объемных расходах 
GV, л/ч: 1 — 60; 2 — 70; 3 — 80; 
4 — 90; 5 — 100; 6 — 110; 7 — 120

Fig. 4. Dependence of the change 
in the temperature drop of the cold 
coolant at the inlet and outlet of the heat 
exchanger on time at its various volume 
flow rates GV, l/h: 1 — 60; 2 — 70; 
3 — 80; 4 — 90; 5 — 100; 6 — 110; 
7 — 120
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Увеличение скорости движения холодного теплоносителя внутри теплообмен-
ного аппарата в первые секунды подачи воды приводило к росту передачи теплового 
потока от парогазовой смеси. Максимальное и минимальное значение теплового 
потока от горячего теплоносителя при парообразовании холодного теплоносите-
ля внутри оребренной трубы равно 9,9 и 4,9 кВт соответственно. При значении 
объемного расхода 60, 70, 80, 90, 100, 110 и 120 л/ч отвод теплового потока от па-
рогазовой смеси на стационарном режиме равен 4,4, 4,2, 4,2, 4,1, 4,4, 4,3 и 4,5 кВт 
соответственно. В среднем тепловой поток при выходе опытов на стационарный 
режим равен 4,3 кВт. Максимальное отклонение от среднего значения теплового 
потока составило не более 5,2% (рис. 5).

Значения коэффициента теплопередачи для различных объемных расходов, 
представленного на рис. 6, вычислялись по формуле (3). При значении объем-
ного расхода 60, 70, 80, 90, 100, 110 и 120 л/ч коэффициент теплопередачи 
на стационарном режиме равен 27,9, 25,9, 25,8, 24,3, 26,5, 25,2 и 26,4 Вт/(м2 · К) 
соответственно (рис. 6).
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Рис. 5. Зависимость изменения 
теплового потока от парогазовой 
смеси к воде в теплообменном 
аппарате от времени при различных 
объемных расходах холодного 
теплоносителя GV, л/ч: 1 — 60; 
2 — 70; 3 — 80; 4 — 90; 5 — 100; 
6 — 110; 7 — 120

Fig. 5. Dependence of the change 
in the heat flow from the steam-gas 
mixture to the water in the heat 
exchanger on time at different volume 
flow rates of the cold coolant GV, l/h: 
1 — 60; 2 — 70; 3 — 80; 4 — 90; 
5 — 100; 6 — 110; 7 — 120
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Следует отметить, что некоторый разброс значений температурного напора ∆t, 
теплового потока Q и коэффициента теплопередачи K может быть связан с про-
ведением экспериментов в реальных условиях: изменение температуры воды, 
изменение температуры окружающей среды и др. факторов.

Заключение
Проведенное экспериментальное исследование теплообмена от парогазовой 
смеси при передаче тепла через ребристую поверхность на промышленном 
предприятии «ПАЛП Инвест» позволило подтвердить целесообразность и рен-
табельность врезки в воздуховод теплообменника для нагрева воды, которая 
будет применяться в технологических и хозяйственных нуждах.

В ходе проведения промышленного эксперименты было установлено, что 
время выхода на стационарный режим составляет 265 с. Значение теплового 
потока и коэффициента теплопередачи в среднем при объемном расходе холод-
ного теплоносителя от 60 до 120 л/ч на стационарном режиме составило 4,3 кВт 
и 26 Вт/(м2 · К) соответственно. Полученные результаты позволили установить, 
что коэффициент теплопередачи обратно пропорционален термическому сопро-
тивлению парогазовой фазы.
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Рис. 6. Зависимость изменения 
коэффициента теплопередачи 
от времени при различных объемных 
расходах холодного теплоносителя GV, 
л/ч: 1 — 60; 2 — 70; 3 — 80; 4 — 90; 
5 — 100; 6 — 110; 7 — 120

Fig. 6. Dependence of the change 
in the heat transfer coefficient on time 
at different volume flow rates of the cold 
coolant GV, l/h: 1 — 60; 2 — 70; 
3 — 80; 4 — 90; 5 — 100; 6 — 110; 
7 — 120
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На основе проведенного промышленного эксперимента и обработки данных 
в дальнейшем планируется получение критериальных уравнений, определение 
коэффициента теплоотдачи со стороны парогазовой смеси и масштабирование кон-
струкции теплообменного аппарата на предприятии для увеличения теплосъема.
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enterprise “PULP Invest”, located at the production site of the industrial park Technopolis 
“Khimgrad” in Kazan, is presented. The design of a heat exchanger with a ribbed surface 
is described. The finned surface of the recuperative heat exchanger allowed intensifying 
the transfer of heat flow, due to the appearance of turbulent vortices of the vapor-gas medi-
um when it moves between the transversely arranged fins. For a heated heat carrier, water 
was used, which in the future is planned to be used for technological and economic needs. 
This paper presents the experimental method and measuring instruments. During the ex-
periments, the initial temperature of the cold coolant (water) varied from 28.8 to 31.9 °C. 
The series of experiments included 7 experiments with a different volume flow of water from 
60 to 120 liters/hour. The initial volume flow rate was 60 l/h, the flow rate change step was 
10 l/h. The results of the studies showed that the time of the output of the studied parameters: 
temperature head, heat flow and heat transfer coefficient to the stationary mode was 265 s. 
When entering the stationary mode with a volume flow rate of cold coolant in the range from 
60 to 120 l/h, the temperature head varied from 32.2 to 63 °C, the heat flow varied from 4.1 
to 4.5 kW, the heat transfer coefficient varied in the range of 24.4-27.9 W/(m2 · K). The ob-
tained results allowed establishing that the heat transfer coefficient is inversely proportional 
to the thermal resistance of the vapor-gas phase.

Keywords
Heat exchanger, heat exchanger, heat exchange, heat transfer, steam-gas mixture, heat ex-
changer, heat exchange surface.
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Аннотация
На современном этапе развития нефтегазовой отрасли значительное внимание уде-
ляется методам увеличения нефтеотдачи продуктивных пластов. Одним из наиболее 
популярных на сегодняшний день методов интенсификации добычи нефти является 
гидравлический разрыв пласта. Эффективность и успешность гидравлического разрыва 
во многом зависит от параметров образованной трещины, в этой связи разработка ме-
тодов оценки параметров трещин гидроразрыва является актуальной задачей. Перспек-
тивным направлением для контроля качества гидроразрыва является нестационарная 
термометрия. На сегодняшний день термометрия используется для локализации мест 
возникновения множественных трещин гидроразрыва в горизонтальных скважинах. 
В данной работе исследуется приложение нестационарной термометрии для оценки 
параметров вертикальной трещины гидроразрыва.

*	 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (заявка 
№ 2021-218-13-7950-6001).
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Разработана аналитическая модель неизотермической однофазной фильтрации флюида 
в пласте с вертикальной трещиной. Для расчета температурного поля в пласте и трещине 
использовано уравнение конвективного переноса тепла с учетом термодинамических 
эффектов (Джоуля — Томсона и адиабатического), для трещины учтен также тепло-
массоперенос между областью трещины и пласта. Для оценки корректности модели 
выполнено сравнение аналитического решения с результатами численного моделиро-
вания в программном комплексе Ansys Fluent.
Выполнен расчет нестационарного температурного поля для режима постоянного 
отбора. Установлено, что в начальный момент времени после пуска скважины фор-
мируется отрицательная температурная аномалия, обусловленная адиабатическим 
эффектом, величина которой возрастает с уменьшением ширины трещины. С течением 
времени температура притекающей в скважину жидкости возрастает благодаря эф-
фекту Джоуля — Томсона, причем величина положительной температурной аномалии 
увеличивается по мере уменьшения ширины и проницаемости трещины вследствие 
роста градиента давления в ней.
Разработанная аналитическая модель может быть использована для решения обрат-
ных задач по оценке параметров трещины гидроразрыва на основе нестационарных 
температурных замеров в стволе добывающих скважин.

Ключевые слова
Трещина гидроразрыва, аналитическая модель, нестационарное температурное поле, 
эффект Джоуля  — Томсона, адиабатическое охлаждение, ширина трещины, метод 
характеристик.

DOI: 10.21684/2411-7978-2021-7-2-75-94

Введение
Современный этап развития нефтегазовой отрасли характеризуется переходом 
ряда крупнейших месторождений на стадию падающей добычи, вовлечением 
в разработку запасов низкопроницаемых коллекторов и высоковязкой нефти. 
В этих условиях значительное внимание уделяется разработке методов и техно-
логий, направленных на увеличение нефтеотдачи продуктивных пластов. Одним 
из наиболее распространенных методов интенсификации добычи нефти являет-
ся гидравлический разрыв пласта (ГРП), заключающийся в создании в пласте 
высокопроницаемой трещины или сети трещин [7, 10].

Эффективность проведения ГРП зависит от параметров полученной трещины: 
геометрии (длины, ширины, высоты), фильтрационных характеристик. Известные 
методы оценки параметров геометрии трещин (микросейсмические исследова-
ния, наклонометрия) являются достаточно дорогими и технологически сложны-
ми. Одним из наиболее информативных методов, применяемых при контроле 
за разработкой месторождений, является термометрия. На сегодняшний день 
термометрия действующих скважин позволяет решать ряд задач, включающих 
определение интервалов притока, диагностику технического состояния скважин, 
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оценку фильтрационных свойств пластов по данным термогидродинамических 
методов [2]. В связи с этим представляет интерес исследование возможности ди-
агностики параметров трещины гидроразрыва по результатам обработки данных 
термометрии при различных режимах работы скважины.

Нестационарная термометрия является перспективным направлением с точки 
зрения диагностики трещин гидравлического разрыва в горизонтальных скважи-
нах. В работе [17] представлена комплексная численная модель теплового режима 
для горизонтальной скважины с множественными трещинами. В  работе  [12] 
представлено аналитическое решение для моделирования температурного сиг-
нала, в скважине после остановки закачки в период обратного потока жидкости 
из пласта в трещину. Выполнено моделирование температурного профиля в стволе 
скважины при различной конфигурации ствола скважины и трещин, показано воз-
можность локализации мест возникновения трещин по температурному профилю, 
зарегистрированному распределенными датчиками температуры.

Развитию тепловых моделей для вертикальных скважин с трещинами гидро-
разрыва пластов посвящены работы [1, 3, 6, 8, 9, 15, 16]. В работе [16] исследуются 
поля давления и температуры в процессе и после гидроразрыва пласта. Для мо-
делирования нестационарного поля давления используется уравнение неразрыв-
ности, уравнение теплопереноса для пласта учитывает конвективное движение 
жидкости, теплопроводность, термодинамические эффекты (адиабатический 
и Джоуля — Томсона), для трещины учитывается также работа флюида по рас-
ширению трещины и теплообмен потока в трещине со стенками. Установлено, 
что величина температурной аномалии в стволе скважины в значительной степени 
определяется длиной и проницаемостью трещины; в свою очередь, такие пара-
метры, как длина и время закрытия трещины, зависят от проницаемости пласта.

В работе  [3] представлена численная модель для расчета нестационарных 
полей давления, температуры и насыщенности при неизотермической фильтрации 
двухфазной смеси нефть — вода в системе, включающей продуктивный пласт, 
разрабатываемый сеткой скважин, и трещины гидроразрыва. Уравнение теплопе-
реноса в работе включает кондуктивное и конвективное слагаемые, другими 
термодинамическими эффектами в работе пренебрегается. Смоделирован процесс 
закачки холодной и горячей воды в нагнетательные скважины при трехрядной 
системе разработки. Установлено, что для месторождений высоковязкой нефти 
закачка горячей воды позволяет значительно увеличить конечный коэффициент 
извлечения нефти; показана важность учета температуры закачиваемого флюида 
на характер движения фронта вытеснения. В работе [15] предложена трехмерная 
численная модель для расчета давления и температуры в пласте с трещиной ГРП. 
При моделировании температурного поля учитывается эффект Джоуля — Томсо-
на, адиабатический эффект, теплообмен с окружающими породами (в скважине), 
конвекция и теплопроводность. Смоделирована закачка воды в нагнетательную 
скважину, анализ результатов моделирования показал, что кривые изменения тем-
пературы являются информативными с точки зрения оценки параметров трещины 
ГРП, таких как проницаемость и размер (длина трещины). На базе предложенной 
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модели в [6] выполнено исследование формирования полей давления и темпера-
туры в пласте с положительным и отрицательным (соответствует трещине ГРП) 
скин-фактором. Показано, что для пласта с улучшенными фильтрационными 
свойствами, характеризующегося отрицательным скином, температура поступа-
ющего в пласт флюида существенно ниже, чем для однородного пласта.

В работе [8] представлена двумерная численная модель для описания тер-
могидродинамических процессов в пласте с трещиной. Поле давления в модели 
рассчитывается в стационарном приближении, уравнение теплопереноса запи-
сано с учетом нестационарного слагаемого, конвекции, теплопроводности 
и термодинамических эффектов. Исследовано качественное влияние параметров 
трещины на величину температуры притекающей в скважину жидкости. На ос-
нове предложенной модели в [9] исследовано влияние геометрии (длины, ши-
рины) трещины на особенности восстановления температуры после закачки 
в скважину жидкости, показано, что температурная аномалия в скважине в зна-
чительной степени зависит от ширины трещины. Математический инструмент 
для моделирования температурного поля в трещине гидроразрыва в процессе 
ее развития и в процессе восстановления температуры после завершения закач-
ки предложен в работе [1]. Расчет поля температуры в трещине основан на од-
номерном уравнении конвективного теплопереноса с учетом источниковых 
слагаемых, учитывающих теплообмен между трещиной и пластом. Путем 
численных расчетов показано, что максимальная температура при закачке до-
стигается на ее концах, обоснована важность знания распределения температу-
ры для обоснованного расчета движения проппанта вдоль трещины.

Аналитические модели для расчета температурного поля в пласте с трещи-
нами гидроразрыва рассмотрены в работах [5, 11, 13, 14]. В работе [13] рассмо-
трены аналитические решения тепловых моделей в трещинах, учитывающие 
двумерное течение жидкости. В [11] представлена температурная модель тре-
щины, включающая расчет теплопередачи между трещиной и пластом.

Аналитическая модель для расчета изменения температуры в пласте с вер-
тикальной трещиной гидроразрыва представлена в работе [5]. Для получения 
аналитического решения авторами введен ряд упрощающих допущений: тем-
пература притекающей из пласта в трещину жидкости одинакова по всей длине 
трещины, температурными эффектами в трещине (Джоуля — Томсона) и адиа-
батическим пренебрегается. Аналитические решения для прогнозирования 
отбора тепла из расширенных геотермальных систем (EGS) с различно ориен-
тированными трещинами представлены в работе [14]. Предложенная матема-
тическая модель включает дифференциальные уравнения, описывающие кон-
вективный и кондуктивный теплообмен в трещиноватой среде, а также кондук-
тивный теплообмен в горячей сухой породе.

Аналитические решения для расчета нестационарной температуры в пла-
сте с трещиной позволяют выполнять быстрые оценочные расчеты, исследо-
вать закономерности влияния параметров трещины и пласта на особенности 
формирования температурного поля. Кроме того, на базе аналитических моделей 
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возможно построение эффективных и быстрых методов решения обратных задач 
по оценке параметров трещины гидроразрыва на основе фактических замеров 
нестационарной температуры в стволе добывающих скважин с ГРП, что под-
черкивает актуальность выбранной темы исследований.

Методы
Аналитическая модель для расчета температурного поля в пласте и трещине
Рассматривается процесс тепломассопереноса при однофазной фильтрации 
вязкой сжимаемой жидкости в упругом пласте с вертикальной трещиной гидро-
разрыва. Исследование формирования полей давления и температуры прово-
дится на базе математической модели, базирующейся на уравнении неразрыв-
ности, законе фильтрации Дарси и законе сохранения энергии с учетом термо-
динамических (Джоуля  — Томсона и адиабатического) эффектов. На рис.  1 
показана схематично геометрия моделируемой области и направление движения 
жидкости при работе скважины в режиме добычи. В связи с симметрией задачи 
рассмотрена 1/4 часть пласта. В пласте формируется билинейный режим тече-
ния, который соответствует двум перпендикулярным друг другу плоскопарал-
лельным потокам: жидкость поступает в трещину перпендикулярно ее боковой 
поверхности, затем по трещине движется к забою скважины.

Распределение давления в пласте описывается уравнением пьезопроводности, 
для трещины добавляется слагаемое, связанное с притоком жидкости из пласта
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где P — давление; χ — пьезопроводность; wf — половина ширины трещины; 
индекс r соответствует пласту, индекс f — трещине.

Задача для распределения поля температуры в пласте и трещине с учетом 
тепломассопереноса через боковую поверхность трещины формулируется, со-
ответственно, в виде:
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где T — температура; С и с — объемная и удельная теплоемкость соответственно; 
ρ, v — плотность и скорость фильтрации флюида соответственно; ε — коэффици-
ент Джоуля — Томсона; η — адиабатический коэффициент; m — коэффициент 
пористости. Крайнее слагаемое в правой части уравнения теплового баланса 
для трещины описывает конвективный приток тепла из пласта в трещину.

(1)

(2)
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Раскрывая в (2) левую часть и учитывая уравнения неразрывности, можно 
записать:
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Полагается, что в начальный момент времени в пласте и трещине давление 
и температура постоянны, причем температурная аномалия равна нулю:
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где P0 — пластовое давление. Поскольку в качестве нуля принята пластовая 
температура, температурные кривые показывают относительные температурные 
аномалии в пласте и трещине.

Граничные условия для поля давления записываются с учетом равенства 
(непрерывности) давления на границе пласта с трещиной; на границе контура 
питания ус давления полагается постоянным и равным пластовому; на границе 
пересечения трещины со скважиной могут быть записаны граничные условия 
первого и второго рода, соответствующие работе скважины в режиме постоянной 
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Рис. 1. Геометрия задачи Fig. 1. Geometry of the problem

(3)

(5)
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депрессии или постоянного дебита; на концах трещины выполняется условие 
непроницаемости:
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где Pw — забойное давление; kf — проницаемость трещины; µ — вязкость флю-
ида; hr — мощность пласта; Q — дебит жидкости.

Результаты
Аналитическое решение для поля температуры
Решение задачи для поля давления запишем в наиболее общем виде:
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Поле давление (7) используется для расчета скорости конвективного теплопе-
реноса в уравнениях (3). Скорости конвективного теплопереноса запишутся в виде
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где kr — проницаемость пласта;
Уравнения (3) решаются методом характеристик. Для пласта запишем:
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где у1 — начальное положение характеристик в пласте (в момент времени t = 0).
Интегрированием (9) рассчитываются характеристики yt = yt (y1, t). Уравне-

ние теплового баланса для пласта с учетом (9) запишем в виде
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Учитывая выражение для полной производной от давления по времени
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получим в переменных Лагранжа [4]
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Для обратного перехода к переменным Эйлера необходимо в (12) произвести 
замену y1 = y1 (y, t).

Аналогичным образом уравнение теплопереноса для трещины в переменных 
Эйлера можно привести к следующему виду
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В координатах Лагранжа	
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где x1 — начальное положение характеристик в трещине, уравнение (13) примет 
следующий вид:
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Представим	   1,tx t x 	 (16)

и зафиксируем величину x1, в этом случае уравнение (15) будет представлять 
собой обыкновенное дифференциальное уравнение с параметром:
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где функции f и g запишутся в виде:
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Решение (17) с учетом начальных условий (5) имеет вид
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Переход к эйлеровым переменным осуществляется решением дифференци-
ального уравнения (14) и получением зависимости x1 = x1 (x, t).

Таким образом, построено аналитическое решение для распределения не-
стационарного поля температуры в пласте и трещине, обусловленного баротер-
мическим эффектом, при однофазной фильтрации в билинейном приближении. 
Следует отметить, что формулы (12) и (19) представлены в наиболее общем 
виде и могут применяться для расчета распределения температуры по произ-
вольному распределению давления Pr (x, y, t) и Pf  (x, t).

Обсуждение
Анализ результатов моделирования
Расчет нестационарной температуры рассмотрим на базе модели жесткого 
пласта, т. е. с допущением, что жидкость и скелет породы являются несжимае-
мыми. На границе трещины со скважины рассмотрим граничные условия вто-
рого рода (постоянный дебит скважины Q). Решение уравнений (1) с учетом 
граничных условий (6) имеет вид:
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где Ly — расстояние от плоскости трещины до границы контура питания, коэф-
фициенты С1, С2 и λ рассчитываются согласно формулам:
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где Lx — полудлина трещины.

Формула (12) для расчета температурного поля в пласте запишется в виде
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Характеристики xt(x1, t) для области трещины определяются решением диф-
ференциального уравнения (14) методом разделения переменных:
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Характеристики (23) используются при расчете температурного поля в тре-
щине в соответствии с уравнением (19). Принятые при моделировании параме-
тры представлены в таблице 1.

Корректность аналитической модели контролировалась сравнением с  ре-
зультатами численного решения, полученного при помощи программного па-
кета Ansys Fluent. Размер пласта при тестировании (1/4 часть) принят 25 × 25 м, 
трещина моделировалась двумерной прямоугольной зоной полушириной 0,005 м 

Таблица 1 Table 1
Параметры пласта и флюида Formation and fluid parameters

Параметр Значение

Проницаемость пласта 10−15, м2 (мД) 10

Проницаемость трещины 10−15, м2 (мД) 10 000

Пористость пласта, д. ед. 0,2

Пористость трещины, д. ед. 0,2

Сжимаемость скелета 10−12, Па−1 1

Сжимаемость флюида 10−12, Па−1 20

Плотность скелета, кг/м3 2 700

Плотность жидкости (нефть), кг/м3 800

Вязкость жидкости, мПа∙с 2

Теплоемкость скелета, Дж/(кг∙К) 1 000

Теплоемкость флюида, Дж/(кг∙К) 2 000

Коэффициент Джоуля — Томсона, К/МПа 0,4

Адиабатический коэффициент, К/МПа 0,14

Пластовое давление, Мпа 10

Дебит жидкости, м3/сут 20

Расстояние от трещины до контура питания, м 100

Полудлина трещины, м 100

Ширина трещины, мм 10

Шарафутдинов Р. Ф., Давлетшин Ф. Ф.
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и полудлиной 25 м. С целью исключения температурных скачков в начальный 
момент времени, обусловленных резким падением давления для модели несжи-
маемого пласта, адиабатический коэффициент принят равным нулю. На графи-
ках (рис. 2) представлено сравнение результатов расчета давления и температу-
ры в трещине по аналитической и численной моделям. Из графиков (рис. 2, 
a и b) видно, что расчетные графики практически совпадают: отклонение кривых 

a

b

Рис. 2. Распределение давления (a) 
и температуры (b) вдоль трещины 
через 1 час после пуска скважины 
(сплошная линия — численное 
решение, штриховая — аналитическое 
решение, точки — численное решение 
с учетом теплопроводности)

Fig. 2. Distribution of the pressure (a) 
and temperature (b) along the fracture 
1 hour after the well start-up (solid 
line — numerical solution, dotted 
line — analytical solution, dots — 
numerical solution taking into account 
the thermal conductivity)
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Рис. 3. Распределение давления 
в пласте и трещине

Fig. 3. Pressure distribution 
in the formation and fracture

давления в трещине не превышает 0,03 МПа (0,5%), кривых температуры — 
0,004  К (2,2%). Учет теплопроводности (теплопроводность скелета принята 
равной 2 Вт/(м ∙ К), флюида — 0,15 Вт/(м ∙ К)) приводит к некоторому снижению 
температуры (с 0,18 до 0,15 К) в трещине за счет теплообмена с более холодным 
пластом, при этом качественно характер кривых близок.

На рис. 3 показано распределение давления в пласте и трещине при филь-
трации согласно аналитической модели. В направлении, перпендикулярном 
плоскости трещины, давление в пласте изменяется по линейному закону, причем 
cоставляющая градиента давления вдоль оси Oy снижается по мере увеличения 
расстояния до скважины (x-координаты). Давление вдоль трещины возрастает 
по экспоненциальному закону, причем максимальный градиент в трещине на-
блюдается в прискважинной зоне.

Динамика изменения во времени температуры жидкости, движущейся 
по трещине, показана на рис. 4. В начальный момент времени в трещине фор-
мируется отрицательная температурная аномалия (величиной порядка 0,07 K), 
обусловленная эффектом адиабатического охлаждения, с увеличением времени 
температура жидкости возрастает благодаря эффекту Джоуля — Томсона, до-
стигая через 10 часов после пуска скважины 0,50 К на границе скважины с тре-
щиной. При нулевом притоке жидкости в трещину из пласта температурная 
аномалия в трещине достигает до 1,12 К, что выше значения, рассчитанного 
с учетом утечек. Таким образом, разогрев жидкости, притекающей в скважину, 
обусловлен в основном вкладом эффекта Джоуля  — Томсона при движении 
жидкости по трещине.

Шарафутдинов Р. Ф., Давлетшин Ф. Ф.
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На рис. 5, 6 показано влияние параметров трещины (ширины и проница-
емости) на особенности распределения температуры жидкости вдоль трещи-
ны. По мере снижения ширины и проницаемости трещины градиент давления 
в ней увеличивается, что приводит к росту вклада эффекта Джоуля — Томсо-
на, в результате температура жидкости в трещине увеличивается. В частности, 

Рис. 4. Распределение температуры 
вдоль трещины в различные моменты 
времени (1 — 0,1 ч, 2 — 2 ч, 3 — 10 ч, 
4 — 10 ч без учета притока из пласта 
в трещину)

Fig. 4. Temperature distribution along 
the fracture at different time points 
(1 — 0.1 h, 2 — 2 h, 3 — 10 h, 4 — 10 h 
without taking into account the inflow 
from the formation into the fracture)

Рис. 5. Влияние ширины трещины 
на распределение температуры вдоль 
нее (1 — 20 мм, 2 — 10 мм, 3 — 5 мм, 
t = 10 ч)

Fig. 5. Influence of the fracture width 
on the temperature distribution along it 
(1 — 20 mm, 2 — 10 mm, 3 — 5 mm, 
t = 10 h)
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в модельном примере при снижении ширины трещины с 20 до 5 мм темпера-
турная аномалия жидкости на границе трещины со скважиной возросла с 0,18 
до 0,92 К; при снижении проницаемости трещины с 50 до 2 Д температура 
жидкости увеличилась с 0,14 до 1,40 К.

Влияние ширины трещины на динамику изменения температуры жидкости, 
притекающей в скважины, показано на рис. 7.

Рис. 6. Влияние проницаемости 
трещины на распределение 
температуры вдоль нее (1 — 50 Д, 
2 — 10 Д, 3 — 2 Д, t = 10 ч)

Fig. 6. Influence of the fracture 
permeability on the temperature 
distribution along it (1 — 50 D,  
2 — 10 D, 3 — 2 D, t = 10 h)

Рис. 7. Изменение температуры 
жидкости, притекающей в скважину, 
при различной ширине трещины 
(1 — 5 мм, 2 — 10 мм, 3 — 20 мм)

Fig. 7. Change in the temperature 
of the fluid flowing into the well 
at different fracture widths (1 — 5 mm, 
2 — 10 mm, 3 — 20 mm)

Шарафутдинов Р. Ф., Давлетшин Ф. Ф.
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Начальная отрицательная температурная аномалия, обусловленная адиаба-
тическим охлаждением жидкости, при увеличении ширины трещины от  5 
до 20 мм снижается с 0,13 до 0,06 К, поскольку по мере роста ширины трещины 
увеличивается ее пропускная способность, и величина депрессии на пласт, 
необходимой для поддержания заданного дебита жидкости Q, снижается (соот-
ветственно, уменьшается и аномалия адиабатического охлаждения). С течением 
времени температура притекающей в скважину жидкости возрастает, причем 
величина положительной температурной аномалии также увеличивается по мере 
снижения ширины трещины: с 0,18 К (при ширине 20 мм) до 0,92 К (при ши-
рине 5 мм). Таким образом, температура притекающей жидкости в значительной 
степени чувствительна к параметрам трещины гидроразрыва.

Заключение
Разработана аналитическая модель неизотермической фильтрации однофазного 
флюида в пласте с вертикальной трещиной гидроразрыва. Путем сравнения 
с результатами численного моделирования показана корректность и адекватность 
полученного аналитического решения. В рамках модели несжимаемого пласта 
выполнен расчет нестационарного температурного поля в пласте с трещиной 
для режима постоянного отбора. Проанализировано влияние параметров тре-
щины (ширины и проницаемости) на характер динамики температуры жидкости, 
поступающей в скважину. Показано, что формирование температурного поля 
определяется проявлением эффектов Джоуля — Томсона и адиабатического 
охлаждения. Установлено, что разогрев жидкости, притекающей в скважину, 
обусловлен в основном вкладом эффекта Джоуля  — Томсона при движении 
жидкости по трещине.

Аномалия адиабатического охлаждения притекающей в скважину жидкости 
формируется в начальный момент времени, причем ее величина возрастает 
при уменьшении ширины трещины. Положительная температурная аномалия, 
формируемая за счет эффекта Джоуля — Томсона в процессе фильтрации жид-
кости, увеличивается по мере снижения ширины и проницаемости трещины 
вследствие роста градиента давления в ней.

Предложенная аналитическая модель может быть использована в дальней-
шем для построения эффективных обратных решателей с целью оценки пара-
метров трещины гидроразрыва на основе фактических замеров нестационарной 
температуры в стволе добывающих скважин.
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Abstract
At the present stage of development of the oil and gas industry, considerable attention is 
paid to methods of increasing oil recovery of productive reservoirs. One of the most popular 
methods of intensifying oil production today is hydraulic fracturing. The efficiency and suc-
cess of hydraulic fracturing largely depends on the parameters of the formed fracture; in this 
regard, the development of methods for evaluating the parameters of hydraulic fracturing 
fractures is an urgent task. Non-stationary thermometry is a promising area for monitoring 
the quality of hydraulic fracturing. To date, thermometry is used to localize the locations of 
multiple fractures in horizontal wells. In this paper, we study the application of non-stationary 
thermometry for estimating the parameters of a vertical hydraulic fracturing fracture.
An analytical model of non-isothermal single-phase fluid filtration in a reservoir with a vertical 
fracture is developed. To calculate the temperature field in the formation and the fracture, 
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the convective heat transfer equation is used, taking into account the thermodynamic ef-
fects (Joule — Thomson and adibatic), for the fracture, the heat and mass transfer between 
the fracture and the formation area is also taken into account. To assess the correctness of 
the model, the analytical solution is compared with the results of numerical modeling in 
the Ansys Fluent software package.
The nonstationary temperature field is calculated for the constant sampling mode. It is es-
tablished that at the initial moment of time after the well start-up, a negative temperature 
anomaly is formed due to the adiabatic effect, the value of which increases with a decrease in 
the fracture width. Over time, the temperature of the fluid flowing into the well increases due 
to the Joule — Thomson effect, and the value of the positive temperature anomaly increases 
as the width and permeability of the fracture decreases due to an increase in the pressure 
gradient in it.
The developed analytical model can be used to solve inverse problems for estimating hydraulic 
fracturing parameters based on non-stationary temperature measurements in the wellbore of 
producing wells.
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Hydraulic fracturing, analytical model, nonstationary temperature field, Joule — Thomson 
effect, adiabatic cooling, fracture width, characterization method.
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Аннотация
Представлена численная модель полей давления при фильтрации пластового флюида 
с  учетом влияния скважины. Математическая постановка рассматриваемой задачи 
включает уравнение пьезопроводности в цилиндрической системе координат и отлича-
ется неклассическим граничным условием, полученным из соотношения баланса масс 
и импульса. Произведено сопоставление численных расчетов и аналитического реше-
ния, построенного в пространстве изображений Лапласа — Карсона. Для обращения 
которого в пространство оригиналов использован численный алгоритм ден Изегера. 
В результате сопоставления определена область применимости вычислительного 
эксперимента. Показано, что в случае ограниченного пласта точное решение задачи 
совпадает с численным экспериментом на всей области определения. В случае беско-
нечного пласта численная модель применима только в области малых времен, размеры 
которой определяются значениями правой границы и радиальной координаты.

Ключевые слова
Фильтрация, дебит, скважина, конечно-разностная схема, интегральное преобразование, 
вычислительный эксперимент, сопоставление расчетов.
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Введение
Развитие методов прогноза состояния пласта и выбора оптимальных способов 
увеличения дебита скважин требует совершенствования математических моде-
лей полей давления в скважине и пласте, которые описываются дифференци-
альным уравнением пьезопроводности в частных производных [6, 7, 15]. Разно
образие строения нефтегазовых залежей, способов эксплуатации и конструкций 
скважин определяет широкий круг задач, большинство из которых исследованы 
недостаточно [11, 13]. В частности, проблема учета влияния насосного обору-
дования на поля давления приводит к неклассическим граничным условиям, 
представленным нелокальными интегро-дифференциальными уравнениями 
со следами производных из внешних областей.

Несмотря на большое количество математических методов исследования 
проблем подземной гидродинамики [10, 14], расширение круга задач, допуска-
ющих хотя бы приближенное аналитическое или численное решение, сопряжено 
с необходимостью развития фундаментальных разделов математической и вы-
числительной физики. Успехи в области вычислительной техники и программи-
рования обеспечивают возможность создания принципиально новых моделей 
полей давления при разработке месторождений углеводородов. С другой стороны, 
развитие аналитических методов позволяет осуществлять более глубокий анализ 
происходящих процессов и верифицировать численные модели. В данной статье 
показано, что существенный прогресс в исследовании физических процессов 
в пласте и скважине может быть достигнут путем комплексирования численных 
и аналитических методов. Ниже представлен пример комплексного решения 
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задачи о фильтрационном поле давления в пласте с учетом производительности 
насоса, обеспечивающего отбор из скважины.

В работе  [12] авторами представлен численно-аналитический комплекс 
из точного решения задачи для пласта бесконечной толщины и численного ре-
шения для ограниченного достаточно мощного пласта (L = e5). Сравнение чис-
ленных и аналитических кривых такого комплекса обнаруживает расхождение 
между кривыми при больших значениях времени.

В отличие от [12], в предлагаемой статье обсуждается комплекс численного 
и точных аналитических решений для ограниченного и неограниченного пла-
стов. Обсуждается вопрос влияния границы и близости полученных решений.

Методология исследования
Объект исследования
Исследуются поля давления в добывающей скважине и идеально вскрытом 
анизотропном нефтенасыщенном пласте. В представленной модели величины 
пористости и проницаемости считаются независимыми от радиальной rd и вер-
тикальной zd координат, кровля и подошва, окружающие продуктивный пласт, 
являются непроницаемыми для жидких углеводородов и его компонентов. 
Учтено, что доля извлекаемой через скважину радиуса r0 из пласта нефти идет 
на изменение уровня жидкости в стволе скважины, являясь частью баланса массы 
углеводородов в системе «скважина — пласт». На границе скважины и пласта 
заданы условия, объединяющие пласт и скважину в систему со взаимозависи-
мыми полями давлений.

Постановка задачи
На рис. 1 представлена геометрия задачи. Здесь H(−H1 < zd < H2) — толщина 
перфорированной области. Ось zd цилиндрической системы координат совпа-
дает с осью скважины, а радиальная координатная линия rd направлена перпен-
дикулярно оси. Представленная система координат обладает осевой симметри-
ей, а течение флюида в пласте считается плоскорадиальным.

Рис. 1. Геометрия задачи Fig. 1. The geometry of the task
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При добыче жидких полезных ископаемых скважинным методом отбор 
жидкости насосом осуществляется из ствола скважины, хотя приток продукции 
происходит из насыщенного пласта. Поток флюида из продуктивного пласта 
идет на обеспечение производительности насоса и изменение уровня в стволе 
скважины. Если производительность насоса больше дебита коллектора, то жид-
кость частично отбирается из скважины. При этом происходит понижение 
уровня, и как следствие, уменьшается гидростатическое давление в интервале 
пласта, что приводит к росту притока. В противном случае часть притока 
из  пласта расходуется на повышение уровня, а величина гидростатического 
давления возрастает, снижая приток из пласта.

Математическое описание этих процессов подробно представлено в  [12]. 
Постановка обсуждаемой задачи имеет вид
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Здесь Rd — радиус контура питания.
Представим задачу (1)-(3) в безразмерном виде
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где использованы следующие критерии
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Отметим, что функция P1, фигурирующая в первом граничном условии (7), 
определяется дифференциальным уравнением (5) со следом производной из внеш-
ней области. Задачи такого рода широко используются в теплофизике для описания 

(3)
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температурных полей в пласте и скважине. Примером такого рода является круг 
задач, при постановке и решении которых использована «схема сосредоточенной 
емкости» [8, 9].

Методы решения
Представленная задача содержит нелокальное условие (3), которое выражено 
в виде дифференциального уравнения, связывающего поля давлений в пласте 
и скважине. В связи с этим в процессе решения задачи использована совокуп-
ность конечно-разностного и аналитического методов.

Для построения аналитических выражений использовано интегральное преоб-
разование Лапласа — Карсона, которое обеспечивает представление производной 
по времени t в виде произведения параметра преобразования p и искомой функции 
в пространстве изображений Pu [3, 4]. Для обращения найденных в пространстве 
изображений полей давления в пространство оригиналов использован численный 
метод ден Изегера [16].

С целью численной реализации полей давления при радиальной фильтрации 
рассматриваемая задача преобразована к линейной геометрии для уравнения пьезо-
поводности с переменным коэффициентом, который представляет геометрический 
фактор исходной задачи. В линейной постановке составлена конечно-разностная 
программа численных расчетов полей давления при фильтрации в пласте с учетом 
влияния скважинных условий.

Конечно-разностная схема
Для удобства построения сетки в задаче с граничным условием в виде дифферен-
циального уравнения, осуществлена замена переменной x = lnr. Преимуществом 
такого представления задачи является возможность использования равномер-
ной сетки, которая в реальной задаче будет соответствовать сгущающейся — 
при  уменьшении значений  r. Недостатком такого перехода от радиальной к 
линейной геометрии является возникновение переменного коэффициента e−2x 
в уравнении пьезопроводности:

	 , 0, ,	 (8)

	 , 0, 0, ,	 (9)

	 | , | 0, ,	 (10)

	 | 0, | 0, ,	 (11)

где L = lnR.
Для задачи (8)-(11) построена программа, которая обеспечивает расчеты полей 

давления в пласте и скважине. Уравнения (8), (9) и условия (10), (11) записаны 
в конечно-разностной форме на равномерной сетке. Шаг по пространственной 
координате х принят равным l, а по времени обозначен τ. Текущие номера узлов 
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обозначены по оси x через i ∈ [0, I], по времени t — n ∈ [0, N]. Здесь I + 1, N + 1 — 
количество узлов сетки по оси x и времени t, которые изменяются в пределах 
интервалов пространственной координаты и времени x ∈ [0, L = lI], t ∈ [0, T = τN] 
соответственно. Значения искомого поля давления в узлах равномерной сетки 
обозначим Pi

n, где верхний индекс соответствует временному слою, а нижний — 
текущей пространственной координате.

Отличительной особенностью рассматриваемой задачи является наличие 
условия на левой границе (8), представленного в виде уравнения в частных 
производных первого порядка на границе «скважина — пласт», которое содер-
жит функцию P1 = P0

n, связанную условием (10) с пластовым давлением P = P0
n. 

Для  построения конечно-разностного аналога уравнения (8) производную 
по времени представим в виде отношения разности в текущем (n) и предыдущем 
(n − 1) временном слое к величине шага по времени τ при i = 0. Производную 
по пространственной координате выразим через разность значений давления 
в первой (i = 1) и нулевой (i = 0) точках в предыдущем временном слое (n − 1).

Это позволяет представить конечно-разностный аналог уравнения (8) в виде 
равенства

	 , ,	 (12)

обеспечивающего вычисление значения давления в скважине в текущем времен-
ном слое через значения в предшествующем. Полученное рекуррентное соот-
ношение обеспечивает реализацию явной схемы для рассматриваемой задачи.

Построение поля давления в пласте осуществляется по формуле (9). В конеч-
но-разностной схеме искомая функция также обозначена Pi

n и связывает значения 
поля давления в следующем временном слое Pi

n с их величинами в предыду-
щем Pi

n − 1 [1, 2]. Для этого производная по времени также представлена в виде 
отношения разности в текущем (n) и предыдущем (n − 1) временном слое к вели-
чине шага по времени τ при i ≠ 0.

Вторая производная по пространственной координате x получена исходя из ее 
определения, отношение приращения функции к приращению аргумента, где 
в качестве функции выступает аппроксимация первой производной. В итоге по-
лучаем так называемую центральную производную, связывающую центральный 
слой с предыдущим и последующим. Таким образом, вторая производная по ко-
ординате x в центральном слое определяется как отношение суммы значений 
функции давления в предыдущем (i − 1), последующем (i + 1) слоях и удвоенным 
значением функции в центральном слое (i), взятом со знаком минус, к квадрату 
шага по пространственной координате в предыдущем временном слое (n − 1).

Окончательно конечно-разностный аналог уравнения (9) представится как

	
2 , ,	 (13)

где Pi
n — значения искомого поля давления в узлах равномерной сетки, i ∈ [1, I − 1], 

n ∈ [1, N].

Филиппов А. И., Ахметова О. В., Ковальский А. А., Зеленова М. А.



101Моделирование полей давления ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2021.  Том 7. № 2 (26)

Для обеспечения устойчивости алгоритма принято следующее соотношение 
между пространственными и временными шагами τ  <  0,1l2. Если положить 
величину экспоненциального коэффициента перед второй пространственной 
производной, равной максимальному значению, то соответствующее предельное 
соотношение имеет вид (τ/l2)  <  0,5. Таким образом, принятое соотношение 
между пространственными и временными шагами с большим запасом гаранти-
рует выполнение условия устойчивости при любых значениях r и t.

Предварительно осуществлено тестирование программы на сходимость 
и  устойчивость и произведен контроль полученных результатов в процессе 
функционирования программы. Выполнено сопоставление численных расчетов 
с аналитическими моделями.

Точное аналитическое решение
Задача (4)-(7) допускает аналитическое решение. Для его поиска использовано 
интегральное преобразование Лапласа — Карсона [5], при этом задача в про-
странстве изображений представлена как

	
1 , 1 , ,	 (14)

	 , ,	 (15)

	 | , ,	 (16)

	 | 0. .	 (17)

Здесь p — параметр преобразования.
Решение уравнения (14) записывается в виде линейной комбинации бессе-

левых функций мнимого аргумента [4]

	 . .	 (18)

Выражение производной поля давления по радиальной координате имеет 
вид

	 . .	 (19)

Для определения функции P1
u, подставим выражения ,  , следующее 

из (19), в уравнение (15). Получим линейное алгебраическое уравнение, из ко-
торого находим

	 . .	 (20)
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Если в задаче (4)-(7) правую границу устремить в бесконечность R → ∞, 
то полученные решения принимают вид [12]

	 , ,	 (21)

где	 . .	 (22)

Выражения (21), (22) также можно получить из (18) и (20) полагая в них R → ∞.
Построение оригиналов в виде аналитических выражений непосредственным 

переходом на основе интеграла Меллина представляется весьма громоздкими пре-
образованиями даже для простой функции (21). Аналитические выражения в про-
странстве оригиналов возможно записать лишь для (21), (22), воспользовавшись 
соотношениями, представленными в монографии [4]. В результате получим анали-
тическое выражение для поля давления с учетом влияния скважины при q = const 
в бесконечно протяженном по радиальной координате пласте в виде

	

2 1  

. .

Выражение для давления в скважине, согласно (6), следует из полученного 
решения при r = 1

	

| 2 1  

..
Построение оригиналов соотношений (18) и (20) аналитическим способом 

ведет к громоздким математическим выкладкам. По этой причине в настоящей 
работе их обращение выполнено на основе численного алгоритма ден Изеге-
ра [16]. При высокой универсальности этот метод требует постоянного контро-
ля хотя бы в отдельных точках, для чего использовано сопоставление с числен-
ными методами.

Анализ результатов представленного комплексного подхода к решению за-
дачи о поле давления в нефтеносном пласте с учетом изменения уровня жидко-
сти в скважине осуществлен сопоставлением кривых давления, полученных 
с использованием численного алгоритма и аналитических формул.

Результаты исследования
Расчеты выполнены при следующих значениях безразмерных параметров: 
q = 295, α = 0,00005292, которые получены исходя из физических характеристик 

(23)

(24)

Филиппов А. И., Ахметова О. В., Ковальский А. А., Зеленова М. А.
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пласта и скважины: m = 0,3; μ = 10−2 Па ∙ с; ρ = 900 кг/м2; 〈k〉 = 10−14 м2; H = 1 м; 
β = 10−8 Н/м2; r0 = 0,1 м, Q = 1,1 ∙ 10−4 м3/с.

Сопоставление результатов вычислительных экспериментов с помощью 
численных и аналитических моделей позволяет решать важные новые пробле-
мы, касающиеся аналитико-численных подходов. Ниже исследовано влияние 
правой границы задачи на поля давления в пласте и скважине. С одной стороны, 
наличие правой границы обязательно для численных методов, а применение 
результатов расчетов к реальным коллекторам нефти и газа сопряжено с неиз-
вестным заранее положением этой границы. С другой стороны, аналитическое 
решение задачи в виде интеграла от комбинации бесселевых функций (23) по-
строено для случая, когда правая граница расположена на бесконечности, что 
недостижимо для конечно-разностных методов. Таким образом, аналитические 
и численные эксперименты представляют в этом смысле два альтернативных 
подхода, сопоставление которых позволяет выявить признаки влияния правой 
границы и с помощью сравнения с результатами экспериментального измерения 
давления в скважине определить ее наличие. На практике определение положе-
ния правой границы является важной задачей, решение которой представляет 
возможность для экспериментального определения положения этой границы 
относительно скважины.

Для определения влияния границы контура питания на рис. 2 осуществлено 
сопоставление кривых, рассчитанных с использованием описанного выше ко-
нечно-разностного алгоритма (штриховые линии) и по аналитической формуле 
для неограниченного пласта (23) (сплошные линии). Пары кривых, обозначен-
ные цифрами 1, 2, 3, соответствуют различным расстояниям от оси скважины.

Рис. 2. Изменение давления с течением 
времени в разных точках от оси 
скважины: 1 — r = 1; 2 — r = 7,4; 
3 — r = 54,6. Сплошные кривые 
соответствуют аналитическому 
решению для бесконечно протяженного 
пласта, штриховые получены на основе 
конечно-разностной схемы

Fig. 2. Pressure changes over time 
at different points from the well axis: 
1 — r = 1; 2 — r = 7.4; 3 — r = 54.6. 
Solid lines correspond to the analytical 
solution for an infinitely extended 
reservoir; the dashed lines were obtained 
on the basis of the finite-difference 
scheme
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Сопоставление штриховых и сплошных кривых показывает, что при малых 
временах различие между аналитическими и численными расчетами лежит в пре-
делах погрешностей. Это означает, что при малых временах влияние правой 
границы на поле давления пренебрежимо мало. При увеличении времени наблю-
дается расхождение штриховой и сплошной кривых, причем штриховая кривая 
расположена ниже сплошной. Это означает, что абсолютные значения поля дав-
ления, полученные с помощью конечно-разностного метода, по величине меньше 
значений, рассчитанных на основе аналитической модели, при всех значениях 
радиальной координаты, т. е. расстояния до оси скважины. Поскольку конечно-раз-
ностные расчеты учитывают влияние правой границы, а аналитические — нет, 
расхождение между соответствующими штриховыми и сплошными кривыми 
в каждой паре 1, 2, 3 является признаком влияния правой границы.

Из рисунка видно, что удаление границы контура питания на бесконечность 
приводит к увеличению значений перепада давления при том же дебите. При уда-
лении от скважины возмущения давления уменьшаются.

Приближение точки наблюдения к правой границе сетки уменьшает времен-
ной интервал применимости результатов для моделей с неограниченной справа 
областью, полученных на основе численного алгоритма. Сопоставление позво-
ляет также корректировать задание правой границы для обеспечения достаточ-
ной точности расчетов в моделях с бесконечной правой границей.

Из рисунка видно, что численный алгоритм решения задачи имеет ограниче-
ния применимости по времени и может быть использован только до наступления 
времени, обозначенного на рис. 2 цифрой I, начиная с которого правая граница 
искажает реальные значения функции давления. При этом временной интервал 
применимости уменьшается с ростом радиальной координаты. Для представ-
ленных на рисунке данных, при значении радиальной координаты r = 1, этот 
интервал ограничен t < 4,1 ∙ 104, для r = 7,4 — не превышает t < 2,3 ∙ 104, а в точке 
r = 54,6 — меньше t < 1,6 ∙ 104. Следует отметить, что заметное различие кри-
вых ощутимо в принятом на графиках масштабе при отклонении исследуемого 
параметра более чем на одну атмосферу. Для более точного анализа отклонения 
следует построить девиантные кривые, которые представляют зависимость 
расхождения результатов расчетов, полученных с помощью различных методов, 
в том числе аналитических, поскольку расчеты с использованием формул также 
неизбежно содержат определенные погрешности.

На рис. 3 представлено сопоставление кривых давления, построенных по ана-
литической формуле (23) для неограниченного пласта, и кривых, полученных 
в ходе численного решения задачи при различных значениях правой границы. 
Расчеты выполнены для точки удаленной от оси скважины на расстояние r = 20,1.

Из рисунка видно, что область применимости численных расчетов находится 
в прямой зависимости от координаты правой границы x = L. Чем дальше от оси 
скважины находится правая граница, тем больше интервал применимости чис-
ленных расчетов. В точке r = 20,1 при L = 5 интервал применимости численных 
вычислений соответствует t = 500; при L = 6 — t = 1 300; при L = 7 — t = 5 400.

Филиппов А. И., Ахметова О. В., Ковальский А. А., Зеленова М. А.
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На рис. 4 представлен анализ девиантных кривых. Здесь изображены кри-
вые отклонения численного решения с правой границей L = 5(R = e5)PR, от точ-
ного аналитического решения для неограниченного пласта P∞, определяемой 
формулой (22) ∆P = P∞ − PR.

Для r = 1 на рис. 4а, 4б величина ∆P* не превышает 530, при этом точка II 
локализована при t = 12 168, а точка III — t = 13 500. На рис. 4в, 4г значение 
радиальной координаты принято равным r  =  7,4, наблюдаемое расхождение 
кривых немного возрастает и соответствует ∆P* = 2 470; соответствующие зна-
чения времени при этом составляют в точке II t = 8 220, в точке III — t = 9 500.

Девиантный анализ предполагает исследование отклонений во всем диа-
пазоне, которое и осуществлено для других точек внутри продуктивного пласта. 
В результате установлено, что величины отклонений ∆P* с удалением от оси 
скважины могут как возрастать, так и уменьшаться, например, в точке r = 20,1 
максимум девианты составляет ∆P* = 1 320 (точка II наблюдается при t = 6 968; 
точка III — t = 7 680), а в точке r = 54,6 максимальное отклонение не превы-
шает значения ∆P*  =  90 (точка II приурочена к значению времени t  =  558; 
III — t = 650).

Следует отметить, что отклонения не являются случайными, они подчинены 
определенным закономерностям и имеют как отрицательный, так и положитель-
ный знак. Исследование девиант представляет самостоятельную научную про-
блему, имеющую фундаментальное и прикладное значение. Особое значение 
это имеет в случае, когда на основе численных расчетов предпринимается по-
пытка выявления новых физических эффектов и закономерностей. При этом 
необходимо убедиться, что величина соответствующих эффектов превышает 

Рис. 3. Изменение давления с течением 
времени в точке r = 20,1 с учетом 
значений правой границы:  
1 — аналитическое решение; 2 — L = 7; 
3 — L = 6; 4 — L = 5. Сплошные 
кривые соответствуют аналитическому 
решению, штриховые получены 
конечно-разностными расчетами

Fig. 3. Pressure variations with time 
at the point r = 20.1 taking into account 
the values of the right boundary:  
1 — analytical solution; 2 — L = 7; 
3 — L = 6; 4 — L = 5. The solid lines 
correspond to the analytical solution, 
the dashed lines were obtained  
by finite-difference calculations



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

106

максимум девианты, которая несет информацию о вычислительных программ-
ных расхождениях и целиком определяется используемыми алгоритмами.

На рис.  5 приведено сопоставление численных экспериментов для поля 
давления на основе аналитического решения (27) для безграничного пласта 
R → ∞ (кр. 1), решения в пространстве изображений (22) с использованием 
обращения, основанного на алгоритме ден Изегера, для ограниченного пласта 
с контуром питания R = e5 (кр. 2) и конечно-разностных расчетов с правой гра-
ницей при L = 5 (кр. 3).

Совпадение с точностью до девианты кривых 2 и 3, изображенных на рис. 5, 
свидетельствует о достоверности конечно-разностных расчетов и высокой точности 

а б

в г

Рис. 4. Отклонение численного 
решения от аналитического в точках 
пласта с различным удалением от оси 
скважины: а, б — r = 1; в, г — r = 7,4. 
Точка II соответствует пересечению 
кривых, точка III соответствует 
значениям отклонения в ожидаемом 
направлении, величина которых 
превышает максимальные различия 
численного и аналитических 
решений ∆P*

Fig. 4. Deviation of the numerical 
solution from the analytical one 
at the points of the reservoir with different 
distance from the well axis: а, б — r = 1; 
в, г — r = 7.4. Point II corresponds 
to the intersection of the curves, point III 
corresponds to the deviation values 
in the expected direction, the value 
of which exceeds the maximum 
difference between the numerical 
and analytical solutions ∆P*
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обращения аналитического решения (22) на основе алгоритма ден Изегера. Это 
согласие оказывается чрезвычайно важным для определения области отсутствия 
влияния правой границы в интервале времени от нуля до 105, который устанавли-
вается путем сопоставления всех кривых.

Заключение
Итак, аналитико-численный анализ результатов решения задачи на основе раз-
личных методов позволяет уточнять определение вклада различных параметров 
в результаты расчетов полей давления в нефтегазовых пластах с учетом влияния 
скважины. Предложенный девиантный анализ, основанный на совместном 
применении конечно-разностных и аналитических методов, позволяет избежать 
ошибок интерпретации, связанных с программными факторами и тем самым 
значительно увеличить точность и достоверность вычислительного экспери-
мента. Развитые приемы будут весьма полезны при использовании в программ-
ном обеспечении для решения (по своей природе некорректных) обратных задач, 
связанных с определением физических параметров пласта на основе экспери-
ментальных измерений давления в скважине.

Список принятых обозначений
H — толщина перфорированной области пласта, м; vr — радиальная компонента 
скорости фильтрации, м/с; Q — объемный дебит скважины, м3/с; r0 — радиус сква-
жины, м; S — площадь заполняемого сечения ствола скважины, м2; R — радиус 
контура питания, м; 〈k〉 — проницаемость, м2; m — пористость; P, P1 — давление 
в пласте и скважине, соответственно, Па; t — время, с; x — линейная координата; 

Рис. 5. Сопоставление кривых 
давления в точке r = 1, рассчитанные 
разными способами: 1 — на основе 
аналитического решения (27) с правой 
границей R → ∞; 2 — аналитического 
решения (22) с использованием 
алгоритма ден Изегера при R = e5; 
3 — на основе конечно-разностной 
программы при L = 5

Fig. 5. Comparison of the pressure 
curves at the point r = 1 calculated 
by different methods: 1 — based 
on the analytical solution (27) 
with the right boundary R → ∞;  
2 — analytical solution (22) using 
the Den Isager algorithm at R = e5; 
3 — based on a finite-difference  
program at L = 5
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r, z — координаты цилиндрической системы, м; β — упругоемкость пористой 
среды, Па−1; ρ — плотность жидкости, кг/м3; μ — вязкость, Па ⋅ с; g — ускорение 
свободного падения, м/с2; P0 — нормировочный перепад давления, Па; α — ре-
лаксационный параметр; q — безразмерная функция источников; L — правая 
граница сетки по пространственной координате x; T — верхняя граница сетки 
по координате t; τ — шаг по временной координате t; l — шаг по пространственной 
координате x; p — параметр преобразования Лапласа — Карсона.

Нижний индекс d (от dimensional — размерный) используется при переходе 
от размерных величин к безразмерным в случае, когда обозначение величины 
совпадает в размерной и безразмерной постановке.

Верхний индекс u  — функция в пространстве изображений Лапласа  — 
Карсона.
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consideration includes the equation of piezoconductivity in a cylindrical coordinate system 
and differs in a non-classical boundary condition obtained from the ratio of the balance of 
mass and momentum. The authors compare the numerical calculations and the analytical 
solution constructed in the Laplace — Carson image space. Den Iseger’s numerical algo-
rithm is used to convert it to the original space. As a result of the comparison, the area of 
applicability of the computational experiment was determined. It is shown that in the case of 
a limited reservoir, the exact solution of the problem coincides with a numerical experiment 
over the entire domain of definition. In the case of an infinite reservoir, the numerical model 
is applicable only in the region of small times, the dimensions of which are determined by 
the values of the right boundary and the radial coordinate.
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Аннотация
Настоящая работа посвящена методике, предполагающей совместное использование 
элементов машинного обучения и физически содержательной фильтрационной модели. 
Предложено использование сети радиальных базисных функций для решения задачи 
восстановления гидропроводности в межскважинном пространстве для нефтяного 
месторождения. Показано преимущество предлагаемого подхода по сравнению с клас-
сическими методами интерполяции применительно к задачам восстановления филь-
трационно-емкостных свойств межскважинного пространства. В работе рассмотрен 
алгоритм взаимодействия методов машинного обучения, фильтрационной модели, 
механизм разделения входных данных, вид общей целевой функции, включающей 
в себя физические и экспертные ограничения. Исследования проводились на примере 
симметричного элемента нефтяного месторождения. Предлагаемая процедура поиска 
решения включает в себя решение прямой и сопряженной задачи.

Ключевые слова
Фильтрация, математическое моделирование, обратные задачи, качество прогнозиро-
вания, подземная гидродинамика, машинное обучение, радиальные базисные функции.
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Введение
Разработка месторождений углеводородов является сложной технологической 
и научной задачей. С целью повышения эффективности добычи создаются 
и поддерживаются цифровые гидродинамические модели, позволяющие прогно-
зировать поведение пластовой системы при реализации различных сценариев 
разработки месторождения и корректировать план необходимых технологиче-
ских мероприятий. При этом точность и устойчивость получаемого прогноза 
являются мерой качества используемой математической модели. Для получения 
достоверного прогноза при использовании гидродинамических моделей про-
водят процедуру адаптации, которая заключается в поиске решения обратной 
задачи. В результате чего находятся или уточняются параметры модели.

Одна из основных проблем при решении обратных задач заключается в не-
возможности получения гарантированно единственного решения [2]. Подобная 
ситуация приводит к необходимости проведения многовариантных расчетов 
и на этапе адаптации, и на этапе прогнозирования. Дополнительным неблаго-
приятным фактором является низкое качество исходной информации, которое 
может заключаться как в отсутствии части данных, так и в противоречивости 
данных. Встречается как внутренняя, так и внешняя противоречивость данных. 
Первую можно исключить на этапе анализа и подготовки данных в рамках одного 
из шагов технологического процесса построения модели. Вторая может проявить 
себя только на последующих шагах, что в условиях необходимости проведения 
процедуры адаптации модели может привести к неверному подбору параметров, 
при помощи которых будет нивелироваться несогласованность.

Косяков В. П., Легостаев Д. Ю., Мусакаев Э. Н.
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Инструменты машинного и глубокого обучения получили в последнее время 
широкое распространение в различных областях науки и техники. В частности, 
многие работы посвящены исследованию возможности применения алгоритмов 
глубокого обучения в нефтяной отрасли [5, 8, 10]. Интерес к машинному обуче-
нию в нефтяной отрасли объясняется нарастающей цифровизацией нефтегазовой 
отрасли и накоплением больших объемов данных об объекте исследования. 
Область машинного обучения направлена на выявление существенных законо-
мерностей, которые далеко не всегда носят тривиальный характер, на основе 
большого объема данных. В условиях неполноты и неопределенности исходных 
данных алгоритмы машинного обучения способны восстанавливать управляю-
щие закономерности и показывать приемлемые результаты в ситуациях, когда 
применение физически содержательных моделей затруднительно. Однако наряду 
с преимуществами алгоритмы машинного обучения обладают своими недостат-
ками, среди которых можно выделить: чувствительность к объему исходной ин-
формации, несоответствие полученного решения физическим законам (законам 
сохранения), сложности с интерпретацией полученных результатов. Актуальным 
вопросом в связи с этим является использование физически содержательной 
модели совместно с алгоритмами машинного обучения, позволяющее извлекать 
дополнительную информацию из доступных данных и обеспечивающее полу-
чение интерпретируемых физически содержательных результатов.

В настоящей работе на примере упрощенной связки «геологическая модель» — 
«гидродинамическая модель» будет показан пример совместного использования 
сети радиально-базисных функций в качестве модели машинного обучения и од-
нофазной фильтрационной модели. Модель машинного обучения использована 
для восстановления поля гидропроводности и выступает в качестве параметри-
зации модели фильтрации. При традиционных подходах для  построения карт 
(«кубов») геологических параметров используют стандартные методы интерпо-
ляции и экстраполяции, которые заключаются в переносе свойств из некоторых 
точек на всю расчетную область. При этом контролируется внутренняя согласо-
ванность данных для одного параметра (линейная, кригинг, и т. д.) или набора 
параметров (кокригинг). Полученная в результате гидродинамическая модель 
и проведенный на ее основе расчет, как правило, не может полностью повторить 
исторические технологические показатели и нуждается в «адаптации». При по-
добном подходе процесс «адаптации» осложняется значительными вычислитель-
ными затратами, которые необходимы для многократного запуска расчета полной 
гидродинамической модели.

Методы
Предлагаемый подход
Основная идея предлагаемого подхода заключается в совместном использовании 
методов машинного обучения и физически содержательной фильтрационной 
модели. Что позволит избежать получения неприемлемых с точки зрения физи-
ки решений, с одной стороны, и выявить основные закономерности исследуе-
мого объекта с привлечением всего разнообразия данных, с другой.
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Схема, описывающая принцип работы традиционного варианта использо-
вания методов машинного обучения, представлена на рис. 1а. На рис. 1б пред-
ставлена схема предлагаемого «гибридного» подхода, где методы машинного 
обучения объединяются с физически содержательной фильтрационной моделью.

Традиционная схема, представленная на рис. 1а, описывается следующим 
алгоритмом работы: в модель машинного обучения («МО») подаются входные 
данные «Д» после чего модель возвращается результат вычислений («P»). Далее 
производится сравнение рассчитанных данных с эталонными значениями — 
вычисляется целевая функция («ЦФ») на основе которой с помощью градиент-
ных методов происходит настройка параметров «МО».

Рис. 1. Схема расчета 
для классического алгоритма 
использования МО (а) и предлагаемого 
алгоритма совместного использования 
МО и ФМ (б)

Fig. 1. Calculation scheme 
for the classical algorithm for using 
ML (а) and the proposed algorithm 
for the combined use of ML and FM (б)

«Д» — входные данные, «МО» —  
вычислительный блок машинного 
обучения (МО), «P» — результат 
вычислений, «ЦФ» — целевая функция 
(функция потерь), «ФМ» — фильтраци-
онная модель, «Д1» — часть данных 
подаваемая на вход блоку МО, «Д2» — 
часть данных подаваемая на вход 
блоку «ФМ», «P1» — результат вычис-
лений блока «МО», «P2» — результат 
вычислений блока «ФМ», «СЗ» — блок 
вычисления сопряженной задачи 
для «ФМ», «ЦФ1» и «ЦФ2» — слагае-
мые результирующей целевой функции, 
вычисляемые блоками «МО» и «ФМ»

“Д” — input data, “МО” — computa-
tional block of machine learning, “Р” —  
calculation result, “ЦФ” — target 
function (loss function), “ФМ” —  
filtering model, “Д1” — part of data 
submitted to the input of the “МО” block, 
“Д2” — data part, which is input 
to “ФМ” block, “Р1” — result 
of the “МО” block calculations, “Р2” — 
result of the “ФМ” block calculations, 
“СЗ” — block of conjugate task  
calculation for “ФМ”, “ЦФ1”, 
and “ЦФ2” — parts of the resulting 
target function, calculated by the “МО” 
and “ФМ” blocks
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Схема предлагаемого «гибридного» подхода представлена на рис. 1б. Алгоритм 
работы, который заключается в том, что методы машинного обучения объединя-
ются с физически содержательной фильтрационной моделью. При данном под-
ходе на вход «МО» подается часть данных «Д1», рассчитываются значения «P1», 
которые вместе с данными «Д2» выступают в качестве входа для расчета «ФМ». 
Целевая функция («ЦФ») в данном случае комбинирует «ЦФ1» и «ЦФ2», полу-
ченные на основе результатов расчетов «Р1» и «Р2» соответственно. Для настрой-
ки параметров модели «МО» используются результаты решения сопряженной 
задачи («СЗ»), которые позволяют рассчитать градиент для фильтрационной части. 
На рис. 1 синим цветом обозначены элементы, используемые для вычисления 
градиента целевых функций. Расчет градиента для элементов МО выполняется 
с помощью стандартной процедуры обратного распространения ошибки. Для ФМ 
расчет градиента является отдельной трудоемкой задачей, вычислительная слож-
ность которой, как правило, сопоставима или превосходит сложность прямого 
расчета ФМ. Расчет градиента для ФМ вынесен в отдельный блок решения со-
пряженной задачи «СЗ».

Постановка задачи
Исследование эффективности предлагаемого подхода будет продемонстриро-
вано на примере вычислительного эксперимента поиска профиля гидропровод
ности для симметричного элемента нефтяного месторождения. Объект разра-
ботки эксплуатируется при помощи рядной схемы расстановки скважин (рис. 2). 
Участок объекта разработки схематично представлен на рис. 2, симметричный 
элемент (А) выделен синей штрихованной линией.

Рис. 2. Схематическое представление 
участка разработки

Fig. 2. Schematic representation 
of an oil field development area
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Симметричный элемент содержит две скважины, добывающую и нагнета-
тельную, правая граница примыкает к аквиферу с постоянным давлением Paq. 
Верхняя и нижняя границы изолированы ввиду допущения о симметричности 
элемента, на левой границе задается расход жидкости, равный половине при
емистости нагнетательной скважины (рис. 3).

Рис. 3. Схема расчетной области Fig. 3. Scheme computational domain

Математическая модель
Для решения задачи в качестве фильтрационной модели будет использоваться од-
номерная математическая модель фильтрации слабосжимаемой жидкости [1, 7]:

	 , ,	 (1)

	 ���� � �
0,  при 0 � � � �  � � � ��,
�� ,  при � � �� ,
��� ,  при � � �,

	 (2)

где σ — гидропроводность, P — пластовое давление, β* — эффективная сжима-
емость, h — эффективная толщина, qj — расход жидкости в j скважине, P0 — 
пластовое давление в начальный момент времени t = 0, qaq — удельный расход 
жидкости через внешнюю границу, который находится по формуле:

	 qaq = λσ|L(PL − Paq),	 (3)

где Paq  — давления в аквифере Paq  =  P0, λ  — коэффициент продуктивности 
аквифера.

Обратная задача решается в оптимизационной постановке, которая заклю-
чается в минимизации целевой функции  J. Целевая функция характеризует 
отличие расчетных и фактических данных [7, 9]. В качестве сопоставляемых 
данных могут быть использованы значения расходов жидкости на скважинах, 
пластовое давление, гидропроводность пласта вблизи скважин. Помимо слага-
емых, характеризующих отличие фактических и расчетных значений, целевая 
функция содержит слагаемые, отвечающие за выполнение физических и экс-
пертных ограничений. Учет экспертной (априорной) информации, повышающей 
обусловленность задачи, что в конечном итоге приводит к снижению времени 
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поиска решения и улучшению качества настройки модели. Таким образом, 
итоговый целевой функционал может быть записан в виде:

	  ,  ,  , 
	 ,  ,  , ,

где fMSE — среднеквадратичная ошибка (MSE) для расчетных значений гидро
проводности и пластового давления, wσ и wp — весовые коэффициенты, отвеча-
ющие за влияние на целевую функцию значений гидропроводности и пласто-
вого давления соответственно, верхние индексы у переменных f и с указывают 
на фактические замеры (fact) и расчетные значения  (calc) соответственно, 
∑wpnl  fpnl — сумма штрафных функций, которые выступают в качестве регуляри-
заторов и позволяют учитывать экспертные и физические ограничения. Средне
квадратичная ошибка записывается следующим образом:

	 , 1
 ,	 (5)

где i — номер замера, N — количество замеров.
В качестве штрафной функций fpnl был использован квадрат модифициро-

ванной функции активации «SoftPlus» [6].

	 , , , ,

	 , , , ,

где lb и ub — нижнее и верхнее ограничение на значение переменных, fsp — 
функция «SoftPlus». Применение подобной функции позволяет обеспечить 
гладкость как самой целевой функции, так и ее производной, что положительно 
сказывается на эффективности применения градиентных методов оптимизации. 
Кроме того, упрощается подбор весовых коэффициентов wpnl для штрафных 
функций, так как размерность значения функции остается сопоставимой с раз-
мерностью функций MSE. Штрафные функции используются для учета огра-
ничений как управляющих параметров, так и значений фазовых переменных.

Для решения оптимизационной задачи используется градиентный метод 
оптимизации, что требует нахождения компонент градиента целевой функции 
по настраиваемым параметрам, которые можно записать в виде:

	
2 2 , ,	 (6)

(4)
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где производную штрафной функции по управляющему параметру  u можно 
записать в виде:

	 2 , ,

где Nc — количество точек, для которых задаются ограничения, знак перед зна-
чением определяется видом ограничения, x — фазовая переменная.

Решение оптимизационной задачи определяется на основе следующей си-
стемы уравнений:

	 0, ,
которая может быть решена с помощью итерационных методов.

На каждой итерации численно решается прямая задача (1-4) и осуществля-
ется расчет производных целевой функции по настраиваемым параметрам мо-
дели [7, 9]. Численное решение прямой задачи находилось методом контроль-
ного объема при использовании неявной схемы по времени.

В качестве метода машинного обучения была выбрана сеть радиально-ба-
зисных функций (РБФ), которая представляет собой простейшую разновидность 
нейронной сети [3, 4]. При исследовании в качестве функции активации исполь-
зовалась функция Гаусса:

	 , ,	 (7)

где r — расстояние от произвольной точки до центра базиса с, ε — области 
влияния радиально-базисной функции. Выходом сети является значение интер-
полируемого параметра в произвольной точке, которое находится по формуле:

	 , ,

где y — искомое значение, Nr — количество базисных точек, w — веса линей-
ного слоя и b — свободный член, который в контексте решаемой задачи можно 
интерпретировать как средний уровень гидропроводности.

Таким образом, сеть радиально-базисных функций содержит 2 слоя: слой 
радиально-базисных функций с параметрами (ci, εi) и линейный слой с параме-
трами (wi, b).

Результаты
Вычислительный эксперимент
Вычислительный эксперимент был проведен на примере, решения задачи вос-
становления гидропроводности в одномерной постановке для симметричного 
элемента (рис. 2) нефтяного месторождения. Решение прямой (фильтрацион-
ной) и сопряженной задачи (нахождение производных фазовых переменных) 
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находилось численно при помощи гидродинамического симулятора разрабо-
танного на языке программирования Julia [7]. Обратная задача решалась в оп-
тимизационной постановке, где настраиваемыми (управляющими) параметрами 
являются: ci, εi, wi, b.

При численном решении целевую функцию (4) необходимо записать в сле-
дующем виде:
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где Nσ — количество точек с известным значением гидропроводности, Np — 
количество точек с известным значением давления, Nс — количество расчетных 
узлов, σlb и σub — нижнее и верхнее экспертное ограничение на значение гидро-
проводности, plb и pub — нижнее и верхнее экспертное ограничение на значение 
пластового давления. В качестве исходной информации выступают замеры 
проницаемости на скважинах, давление в аквифере Paq. Основные параметры 
решаемой задачи представлены в таблице 1.

В качестве экспертных ограничений для максимального пластового давле-
ния (pub) может выступать максимально возможное давление на забое нагнета-
тельной скважины, обусловленной технологическими ограничениями системы 
поддержания пластового давления. В качестве нижнего ограничения в рамках 

Таблица 1 Table 1
Параметры задачи Problem parameters

№ Параметр Обозначение Значения

1 Кол-во расчетных узлов Nc 60

2 Кол-во замеров. гидроп. Nσ 2

3 Гидроп. на скв. № 1 и № 2 м3/МПа/сут. σw1, σw2 10, 5

4 Эксп. ограничения. пласт. дав., МПа plb, pub 0, 50

5 Эксп. ограничения. гидроп., м3/МПа/сут. σlb, σub 0, 1 000

6 Начальное пластовое давление, давление 
в аквифере МПа P0, Paq 10

(8)
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тестовой задачи было выбрано физическое ограничение  — абсолютное зна-
чение пластового давления должно быть положительной величиной. Нижнее 
ограничение для гидропроводности также было выбрано согласно физическому 
смыслу — значение должно быть положительной величиной, верхнее ограни-
чение принято равным десятикратно увеличенному максимальному значению 
гидропроводности измеренному на всех скважинах месторождения.

Для решения задачи восстановления профиля гидропроводности в качестве 
обучающего набора использовались 5 вариантов парных режимов работы сква-
жин (таблица 2, № 1-5). Режимы работы скважин формируются при помощи 
изменения значений расходов жидкости на скважинах. Необходимо, чтобы 
набор режимов включал в себя различные варианты режимов, встречающихся 
на практике. Качество настройки модели будет оцениваться при помощи «эк-
заменационного набора», состоящего из 3 режимов работы (таблица 2, № 6-8). 
В таблице 2 положительное значение расхода жидкости соответствует нагне-
танию жидкости в пласт (нагнетательная скважина), отрицательное — добыче 
(добывающая скважина).

Задача № 1
На рис. 4 представлены профили гидропроводности для исследуемых вариантов. 
В качестве исходного варианта («Исх.»), используемого для оценки интерпо-
лируемых вариантов используется профиль в виде «ступеньки», характерный 
для фациальной неоднородности типа «река». Координата изменения значения 
гидропроводности (300 м) выбиралась отличной от середины расстояния между 
скважинами (200 м) для демонстрации отличия от варианта, полученного при по-
мощи метода интерполяции ближайшего соседа. Профиль гидропроводности 
полученный при использовании предлагаемого метода на рис.  4 обозначен 
как «МО». Решение, полученное в результате применения предлагаемого подхода, 

Таблица 2 Table 2
Режимы работы скважин Well operation modes

№ Q1, м
3/сут. Q2, м

3/сут. Комментарий/режим

1 8 −8 Стационарный режим

2 0 −2 Режим работы доб. скважины

3 4 −8 Интенсивный отбор

4 12 −16 Интенсивный отбор

5 −2 0 Режим отработки наг. скв.

6 −1 −1 Добыча (2 скв.), без ППД

7 0 −3 Добыча (1 скв.), без ППД

8 8 −6 Перекомпенсация
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было сопоставлено с известными методами интерполяции, такими как линейная 
интерполяция («Лин.») и метод интерполяции ближайшего соседа («БС»).

При настройке модели МО положения центров РБФ совпадают с координа-
тами скважин, параметры w и b рассчитываются так, чтобы значение гидропро-
водности вблизи скважин совпадало с фактическими значениями. В процессе 
настройки модели адаптируются к области влияния РБФ ε1 и ε2 (7).

Из рисунка видно, что все профили проходят через контрольные значения 
гидропроводности на скважинах, но имеют существенные различия в межсква-
жинной зоне и участке экстраполяции (400-600 м). В случае решения задачи 
интерполяции гидропроводности отдельно от гидродинамической задачи все 
полученные профили удовлетворяют минимуму целевой функции MSE  (5) 
для гидропроводности и могут в равной степени быть использованы в дальней-
ших расчетах.

Рис. 4. Профиль гидропроводности 
для исходного варианта и различных 
методов интерполяции

Fig. 4. Hydroconductivity profile 
for the original case and various 
interpolation methods

а б

Рис. 5. Профиль давления 
для различных профилей 
гидропроводности, где «а» и «б» 
соответствуют режимам работы 
скважин № 1 и № 3

Fig. 5. Pressure profile for different 
profiles of hydroconductivity, where “a” 
and “б” correspond to the operating 
modes of wells No. 1 and No. 3
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На основе рассчитанных профилей гидропроводности были рассчитаны 
профили давления для 5 режимов работы скважин. В качестве примера на рис. 5 
приведены профили давления для 2 режимов работы (№ 1 и № 3, рис. 5а и 5б 
соответственно).

Из рис. 5 видно, что в случае режима работы № 1 профили давления похожи, 
это объясняется равенством объемов добываемой и закачиваемой жидкости. 
Интенсивность фильтрационных потоков максимальна в интервале между 
скважинами и распределение давления определяется средним значение гидро-
проводности на  этом интервале, которое, в свою очередь, отличается между 
вариантами в пределах 14%. В случае использования режима № 3 (рис. 5б) видно 
значительное отличие профиля давления для варианта линейной интерполяции, 
более того, расчетное значение пластового давления становится отрицательным 
(пунктирная синяя линия) вблизи скважины № 2, что физически невозможно 
и при использовании целевой функции (8) приведет к срабатыванию «штраф-
ных» слагаемых и росту ее значения. Таким образом, вариант использования 
линейного метода интерполяции может быть исключен при анализе результатов 
гидродинамического моделирования. Подобным образом были исследованы все 
варианты интерполяции для всех режимов работы скважин, значения целевой 
функции (ЦФ) для обучающего и экзаменационного набора данных представ-
лены в виде гистограммы на рис. 6.

Каждый столбец представляет собой сумму значений ЦФ для каждого режима 
работы: 5 слагаемых для обучающего набора и 3 слагаемых для экзаменационного 
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Рис. 6. Значения целевой функции 
при различных профилях 
гидропроводности для этапов 
обучения и экзамена

Fig. 6. Objective function values 
at different transmissibility profiles 
for training and exam stages
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набора. Сильное отличие вариантов между собой по значению ЦФ объясняется 
срабатыванием «штрафных функций» при невыполнении ограничений. По зна-
чению ЦФ для «обучающего» и «экзаменационного» набора наилучшим является 
вариант, полученный в результате адаптивного метода — МО, следовательно, 
полученный в результате его работы профиль гидропрводности должен быть 
рекомендован к дальнейшему использованию при моделировании.

Задача № 2
Решение задачи № 2 заключается в поиске профиля гидропроводности более 
сложной формы, исходный вид которого представлен на рис. 7 (синяя линия). 
Особенность профиля заключается в том, что между скважинами присутствует 
участок (150  <  x  <  250  м) с гидропроводностью в четыре раза меньшей 
(σ = 2,5 м3/МПа/сут.), чем в остальной области. Расчетная область и режимы 
работы скважин были использованы такие же, как в задаче № 1. Значения про-
ницаемости и давления известны только на скважинах.

Для восстановления профиля гидропроводности был использован целевой 
функционал, который включает в себя слагаемые, отвечающие за MSE для дав-
лений и гидропроводности на скважинах, а также экспертные ограничения 
для значений гидропроводности и давлений. В качестве настраиваемых пара-
метров выступают: положение центров РБФ (ci), области влияния РБФ (εi), веса 
линейного слоя (wi), а также свободный член (b). Количество базисных точек 
выбрано равным 10.

В качестве данных для обучения использованы режимы работы 1-5 (табли-
ца 1). На рис. 7 приведено сравнение исходного и восстановленного профиля 
гидропроводности.

Как видно из рис.  7, восстановленный профиль гидропроводности каче-
ственно воспроизводит наличие низкопроводимой зоны. Это становится воз-
можным благодаря использованию данных полученных при решении задачи 
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Рис. 7. Сопоставление исходного 
и восстановленного профиля 
гидропроводности

Fig. 7. Comparison of the original 
and the reconstructed profile 
of hydroconductivity
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фильтрации. На рис. 8 представлены профили давления для режимов работы 
скважин, используемых при обучении модели (рис. 8а) и для валидации полу-
ченных результатов (рис. 8б).

Как видно из графиков, для всех режимов работы восстановленный профиль 
гидропроводности позволяет получить хорошее соответствие замерам давления 
и гидропроводности в контрольных точках.

Заключение
На примере решения задачи интерполяции гидропроводности для нефтяного 
месторождения был продемонстрирован подход к совместному использованию 
физически содержательной модели фильтрации и методов машинного обучения, 
позволяющий учитывать, помимо геологических данных, знания о режимах 
работы скважин. Применение радиальных базисных функций в качестве метода 
интерполяции позволяет значительно улучшить качество настройки модели, 
и  использовать более обширный набор доступной исходной информации. 
Использование простой гидродинамической модели позволяет восстановить 
профиль гидропроводности, соответствующий не только замерам геологических 
параметров, но и обеспечивающий выполнение экспертных и физических огра-
ничений для пластового давления. Таким образом, гидродинамическая модель 
выступает в роли регуляризатора при решении задачи интерполяции. Для получе-
ния удовлетворительного решения необходимо использовать различные режимы 
работы скважин. Выбор итогового варианта модели необходимо осуществлять 
при использовании обучающего и экзаменационного набора данных, подобный 
подход позволяет оценить качество получаемого решения. При совместном ис-
пользовании методов машинного обучения и фильтрационной модели удалось 
получить качественный вид профиля гидропроводности при хорошем количе-
ственном совпадении расчетных и фактических параметров.

а б

Рис. 8. Профиль давления для различных 
режимов работы скважин, где «а» и «б» 
соответствуют режимам, используемым 
при обучении и тестировании модели

Fig. 8. Pressure profiles for different 
modes of well operation, where “а” 
and “б” correspond to the modes used 
for training and testing of the model
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Abstract
This article presents the methodology involving the combined use of machine learning elements 
and a physically meaningful filtration model. The authors propose using a network of radial 
basis functions for solving the problem of restoring hydraulic conductivity in the interwell 
space for an oil field. The advantage of the proposed approach in comparison with classical 
interpolation methods as applied to the problems of reconstructing the filtration-capacitive 
properties of the interwell space is shown. The paper considers an algorithm for the interaction 
of machine learning methods, a filtration model, a mechanism for separating input data, a form 
of a general objective function, which includes physical and expert constraints. The research 
was carried out on the example of a symmetrical element of an oil field. The proposed proce-
dure for finding a solution includes solving a direct and an adjoint problem.
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Аннотация
Представлены результаты экспериментального исследования прочности на трехосное 
сжатие низкопроницаемых образцов доломита с различным ограничивающим давлени-
ем (от 2 до 20 МПа), разными поровыми флюидами (сухой воздух, вода, СО2) и различ-
ными температурами (от 25 до 150 °C). Эксперименты проводились на установке, по-
зволяющей измерить модуль упругости, коэффициент Пуассона, предел текучести, на-
пряжение разрушения, а также соответствующую осевую и радиальную деформацию. 
Были выполнены две группы экспериментов: в первой исследовалось влияние ограни-
чивающего давления на напряжение разрушения образцов керна без закачки поровой 
жидкости; во второй группе изучалось влияние температуры на механические свойства 
образцов керна, в поры которых закачивалась вода или СО2 в сверхкритическом состо-
янии. Показано, что прочность породы увеличивается с увеличением ограничивающего 

Цитирование: Кислицын А. А. Воздействие воды и СО2 на механические свойства низ-
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давления. При увеличении ограничивающего давления c 2 до 20 МПа прочность на сжа-
тие увеличивается c 86 до 370 МПа. Закачка поровой жидкости снижает эффективное 
ограничивающее давление, и прочность кернов снижается приблизительно в полтора 
раза. Температура оказывает значительное влияние на прочность породы при ограничи-
вающем давлении менее 15 МПа, причем это влияние температуры на прочность не яв-
ляется монотонным. Нагревание от комнатной температуры до 90 °C (при ограничива-
ющем давлении до 15 МПа) повышает прочность доломита, но при дальнейшем нагре-
ве прочность образцов уменьшается. При увеличении ограничивающего давления выше 
15 МПа влияние температуры на прочность образцов доломита снижается. Обсуждают-
ся возможные причины этих особенностей.

Ключевые слова
Воздействие на пласт, углекислота, сверхкритический флюид, повышение нефтеот-
дачи, гидроразрыв пласта, низкопроницаемые породы, трехосное сжатие, прочность 
на сжатие.

DOI: 10.21684/2411-7978-2021-7-2-130-146

Введение
Для нефтяных месторождений, находящихся на поздней стадии разработки, ме-
сторождений с вязкой и высоковязкой нефтью, с низкопродуктивными пластами, 
приходится применять различные методы увеличения нефтеотдачи, которые 
позволяют повысить коэффициент извлечения нефти (КИН); такие методы назы-
ваются третичными [5]. Доля месторождений в России, для которых применение 
третичных методов может быть эффективным, оценивается в 55% [3]. Данные 
технологии позволяют увеличить КИН на 25% и более, снизить темпы падения 
добычи, и, таким образом, продлить рентабельную эксплуатацию месторождения.

Одним из наиболее эффективных методов увеличения КИН как в России, так 
и за рубежом, считается закачка в пласт сжиженного либо растворенного в воде 
под большим давлением углекислого газа СО2 (такая вода называется «карбони-
зированной») [1, 3]. Увеличение КИН объясняется тем, что углекислый газ рас-
творяется в воде значительно лучше, чем другие газы, а в нефти его растворимость 
еще в 4-8 раз выше, чем в воде. При этом снижается вязкость нефти, а также 
уменьшается межфазное натяжение на контакте нефть — вода. Эффект закачки 
карбонизированной воды может заключаться также в снижении эффективного 
напряжения и индуцированного роста трещин [1]. Применение CO2 при гидро-
разрыве пласта (ГРП) позволяет повысить его эффективность. Установлено, что 
CO2 может снизить давление разрыва, способствуя распространению трещин; 
ГРП с использованием CO2 приводит к образованию более широких и длинных 
трещин по сравнению с ГРП без использования CO2, тем самым облегчая введе-
ние и размещение проппанта в пласт.

Однако эффективность воздействия СО2 на пласт зависит от большого ко-
личества факторов (пластовые условия, свойства пластовых флюидов и др.), 
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поэтому результаты воздействия СО2 на пластовую систему неоднозначны. 
Более того, в результате анализа результатов широкого применения закачки СО2 
на объектах с различными геолого-техническими характеристиками зафикси-
рованы побочные отрицательные эффекты [4]. В частности, закачка под высоким 
давлением углекислого газа или карбонизированной воды может вызвать раз-
рушение некоторых типов пород и снижение фильтрационных характеристик 
пласта. Поэтому большой практический интерес представляют эксперименты 
по изучению воздействия карбонизированной воды и СО2 под высоким давле-
нием на прочностные и другие механические свойства различных типов горных 
пород, поставленные в условиях, максимально приближенных к реальным 
пластовым условиям. Исследование и анализ таких свойств — прежде всего 
механической прочности — и является целью данной статьи.

Схема экспериментальной установки
Установка (рис. 1) состоит из трехосной испытательной системы с внутренним 
подогревом, в которой в качестве ограничивающей среды используется транс-
миссионное масло. Температура регулируется с помощью измерителя-регуля-
тора ТРМ202 в диапазоне от комнатной температуры до 150 °C с разрешением 
±0,2  °C. Терморегулятор ТРМ202 предназначен для измерения, регистрации 
и регулирования температуры теплоносителей и различных сред в холодильной 
технике, сушильных шкафах, печах различного назначения и другом технологи-
ческом оборудовании, а также для измерения других физических параметров. 
Класс точности 0,5 (термопара) и 0,25 (другие типы сигналов). Осевая нагрузка 
на образец (керн) измеряется непосредственно с помощью внутреннего тензо-
датчика. Грузоподъемность узла осевой нагрузки составляет 250 кН, а скорость 
перемещения варьируется от 0,5 до 50 мкм/с. Осевое сжатие образца измеряется 
с помощью двух линейных датчиков осевой деформации LVDT (Linear Variable 
Differential Transformer — дифференциальный трансформатор для измерения 
линейных перемещений) с диапазоном измерения 0-5 мм (±2,5 мкм). Радиальная 
деформация образца измеряется с помощью датчика радиальной деформации 
с диапазоном измерения 10 мкм (рис. 2). Сигналы всех трех датчиков посту-
пают на экстензометр — прибор для измерения деформации образца во время 
проведения испытаний на растяжение или сжатие, позволяющий напрямую 
измерять деформацию образца во время приложения нагрузки; разрешающая 
способность составляет 0,3 мкм и класс точности 1 и 0,5. Программируемый 
логический контроллер (ПЛК) используется для сбора экспериментальных 
данных и управления устройством через компьютер.

Схема установки образца в кернодержателе показана на рис. 2. Образец 
(керн) в кернодержателе обсажен тефлоновой термоусадочной трубкой, кото-
рая отделяет поровую жидкость от масла, находящегося под давлением. Таким 
образом, на боковую поверхность образца действует внешнее ограничивающее 
давление Pc; в порах образца находится жидкость или газ под давлением Pp (по-
ровое давление), а в осевом направлении в процессе эксперимента на образец 
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Рис. 1. Принципиальная схема 
испытательной установки

Fig. 1. Schematic diagram of the test 
setup

накладывается постепенно нарастающая сжимающая нагрузка, позволяющая 
измерить модуль упругости, коэффициент Пуассона, предел текучести, напряже-
ние разрушения, а также соответствующую осевую и радиальную деформацию. 
Давление поровой жидкости и ограничивающее давление регулируются двумя 
объемными насосами с сервоуправлением (насос ISCO).
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Рис. 2. Внешний вид и схема 
кернодержателя

Fig. 2. Appearance and layout 
of the core holder

Методика выполнения эксперимента
Перед началом экспериментов подготовленные в соответствии с ГОСТ [2] об-
разцы устанавливали в кернодержатель, с подключенными датчиками осевой 
и радиальной деформации (рис. 2). Затем кернодержатель помещали в емкость 
с маслом для достижения заданного значения пластовой температуры при от-
крытом выпускном клапане (из-за теплового расширения масла). После стаби-
лизации температуры (в течение нескольких часов), ограничивающее (боковое) 
давление путем работы насосов устанавливали до заданного значения. Затем 
воду в поровой линии с обеих сторон откачивали вакуумным насосом в течение 
получаса, а для высушивания образца (для удаления остаточной воды), использо-
вался азот под высоким давлением. Затем около часа в поры образца с помощью 
пресса нагнетался углекислый газ CO2 до заданного значения Pp. Температуру 
контролировали с помощью двух термодатчиков, которые находились в емкости 
с маслом и около образца. Когда температура снова становилась стабильной, 
включали серводвигатель, создающий осевое сжатие образца, со  скоростью 
смещения 5 мкм/с до тех пор, пока образец не ломался.

Результаты и обсуждение
Влияние напряженного состояния на механические свойства низкопроницаемых 
горных пород ранее уже изучалось на основе различных критериев разрушения. 
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Опубликованные результаты экспериментальных исследований показали, что 
на механические свойства таких пород влияет ограничивающее давление, по-
ровое давление и температура [7].

Нами были выполнены две группы экспериментов на образцах, состоящих 
на 95% и более из минерала доломита. (Доломит — типичный низкопроницае-
мый минерал из класса карбонатов; его проницаемость составляет ≤ 0,001 мДа.) 
Отличительной особенностью наших экспериментов были высокие давления 
и температуры, характерные для реальных пластовых условий.

В первой группе экспериментов исследовалось влияние ограничивающего 
давления Pc. Были проведены измерения напряжения разрушения (σ1 − σ3)макс 
при трехосном сжатии при различных условиях ограничивающего давления 
при температурах 25°C и 60°C, без закачки поровой жидкости (Pp = 0). Резуль-
таты приведены в таблице 1 вместе с соответствующими экспериментальными 
условиями.

Во второй группе экспериментов изучалось влияние воды, CO2 в сверхкри-
тическом состоянии и температуры на механические свойства доломита. Назва-
ние «сверхкритическое состояние» связано с тем, что во всех экспериментах 
с углекислым газом давление Pp и температура превышали параметры его кри-
тической точки (Tкрит = 31,1 °C и Pкрит = 7,38 МПа). Были проведены три серии 
испытаний на трехосное сжатие: «сухие» испытания (закачка воздуха), закачка 
воды и закачка СО2. Каждая серия экспериментов проводилась при четырех 
значениях температуры: 60 °C, 90 °C, 120 °C и 150 °C. Экспериментальные ус-
ловия и результаты представлены в таблицах 2 и 3. Для всех экспериментов 
эффективное напряжение (Pc-Pp) было установлено на уровне 5 МПа.

В таблице 3 перечислены результаты измерения механических свойств ис-
пытанных образцов, включая пиковое напряжение (напряжение разрушения 
(σ1 − σ3)макс), предел текучести (точка, в которой кривая напряжения — дефор-
мации значительно отклоняется от линейности), модуль Юнга и коэффициент 
Пуассона при напряжении 50% от пикового значения, а также осевую деформа-
цию при пиковом напряжении. Как видно из приведенных результатов, в сред-
нем модуль Юнга образцов без закачки жидкости больше, чем в условиях за-
качки воды и СО2. Коэффициент Пуассона (отношение осевой деформации 
к поперечной деформации) при напряжении 50% от пикового значения также 
снижается при закачке поровой жидкости. Зависимость перечисленных пара-
метров от температуры является более сложной и рассмотрена ниже.

Рис.  3 показывает, что прочность породы увеличивается с увеличением 
ограничивающего давления. Когда к образцу прикладывают ограничивающее 
давление 2 МПа, максимальное напряжение (σ1 − σ3)макс составляет 86,0 МПа. 
Прочность на сжатие увеличивается до 370 МПа при приложении ограничива-
ющего давления 20 МПа. Температура оказывает значительное влияние на проч-
ность породы в условиях низкого (менее 15 МПа) ограничивающего давления. 
После того, как ограничивающее давление достигает 15  МПа, повышение 
температуры выше 60 °C мало влияет на прочность образца доломита.
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Таблица 1 Table 1
Влияние ограничивающего 
давления и температуры

The influence of the limiting pressure 
and temperature

Номер образца Ρc, МПа Ρp, МПа T, °C (σ1 − σ3)макс, МПа

1.1 2 0 25 86

2.1 2 0 60 170

3.1 5 0 25 110

4.1 5 0 60 176,9

5.1 10 0 25 155,7

6.1 10 0 60 253,4

7.1 15 0 25 311,2

8.1 15 0 60 301,5

9.1 20 0 25 350,9

10.1 20 0 60 355,4

Таблица 2 Table 2
Условия экспериментов 
по трехосному сжатию с учетом 
влияния поровой жидкости 
и температуры

The conditions for triaxial 
compression experiments taking 
into account the effect of pore fluid 
and temperature

Номер образца Ρc, МПа Ρp, МПа Поровая жидкость T, °C

1.2 5 0 Воздух 60

2.2 5 0 Воздух 90

3.2 5 0 Воздух 120

4.2 5 0 Воздух 150

5.2 15 10 Вода 60

6.2 15 10 Вода 90

7.2 15 10 Вода 120

8.2 15 10 Вода 150

9.2 15 10 CO2 60

10.2 15 10 CO2 90

11.2 15 10 CO2 120

12.2 15 10 CO2 150
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Таблица 3 Table 3
Механические свойства образцов 
доломита в условиях нагнетания 
жидкости и высоких температур

Mechanical properties of dolomite 
samples under conditions of liquid 
injection and high temperatures

Номер 
образца

(σ1 − σ3)макс, 
МПа

Предел 
текучести, 

МПа

Модуль 
Юнга,  
ГПа

Коэффициент 
Пуассона

Осевая 
деформация 
при макси-
мальном 

напряжении

1.2 176,9 164 22,5 0,353 0,876

2.2 202,4 193,8 17,6 0,262 1,173

3.2 159,1 133,2 51,3 0,39 0,549

4.2 140,2 119,4 40,1 0,179 0,594

5.2 213,3 196,7 18,4 0,213 1,142

6.2 195,1 187,3 19,5 0,129 1,063

7.2 172,6 155,1 24,2 0,288 0,872

8.2 178,7 151,4 14,4 0,194 0,975

9.2 196,1 183,4 17,8 0,182 1,045

10.2 217,8 199,6 12,1 0,233 1,353

11.2 168,7 156,5 17,5 0,244 1,438

12.2 119,1 112,3 19,2 0,229 1,436

На рис. 4а, 4б, 5а представлены кривые «напряжение — деформация», по-
лученные в экспериментах по трехосному сжатию при различных температурах 
и условиях закачки жидкости. На этих рисунках по вертикальной оси отложена 
текущая разность осевого и радиального напряжений (σ1 − σ3), а по горизон-
тальной оси — соответствующие значения осевой и радиальной деформации ε1 
и ε2. В положительном направлении отложена осевая деформация (сжатие) ε1, 
а в противоположном направлении — радиальная деформация ε2 (расширение), 
т.  к.  при осевом сжатии образец деформируется, приобретая бочкообразную 
форму, т.  е. немного увеличивается в радиальном направлении. На кривых ε2 
достаточно четко видны стадии упругости, уплотнения и разрушения. Без закачки 
жидкости, а также при закачке CO2 повышение температуры до 90°C увеличивает 
прочность доломита на сжатие, а при дальнейшем повышении температуры пи-
ковое напряжение, т. е. прочность, уменьшается (рис. 4а и 4б). При закачке воды 
прочность образцов монотонно уменьшается с ростом температуры (рис. 5а).

На рис. 5б приведена усредненная зависимость прочности (пиковых напря-
жений) породы в зависимости от температуры при различных условиях закачки 

Воздействие воды и СО2 на механические свойства ...



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

138

Рис. 3. Эффект ограничивающего 
давления и температуры на прочность 
при сжатии образцов доломита

Fig. 3. The effect of limiting pressure 
and temperature on the compressive 
strength of dolomite specimens

жидкости, полученная аппроксимацией всех экспериментальных пиковых на-
пряжений квадратичной параболой по методу наименьших квадратов (МНК):

	 (σ1 − σ3)макс = (58,9 + 3,1466T − 0,01747T 2) МПа;  
	 коэффициент корреляции R2 = 0,66.

Прочность на сжатие многих типов горных пород была изучена при различ-
ных ограничивающих давлениях с помощью лабораторных испытаний [7]. 
Хорошо известно, что прочность породы на сжатие увеличивается с увеличени-
ем ограничивающего давления Pc [7]. Наши исследования, как показано на рис. 3, 
подтверждают этот факт. Когда закачивается поровая жидкость, то  по  мере 
увеличения порового давления, эффективное ограничивающее давление умень-
шается. Результаты наших экспериментов также подтверждают этот вывод. 

Кислицын А. А., Липатов Н. В.



139

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2021.  Том 7. № 2 (26)

а
б

Ри
с.

 4
. Р

ез
ул

ьт
ат

ы 
эк

сп
ер

им
ен

то
в 

по
 т

ре
хо

сн
ом

у 
 

сж
ат

ию
 о

бр
аз

цо
в 

до
ло

ми
та

 п
ри

 эф
фе

кт
ив

но
м 

ог
ра

ни
чи

ва
ю

щ
ем

 д
ав

ле
ни

и 
(P

c-P
p) 

= 
5 

М
П

а:
  

а)
 «

су
хи

е»
 и

сп
ыт

ан
ия

, P
c =

 5
 М

П
а,

 P
p =

 0
;  

б)
 за

ка
чк

а 
во

ды
, P

c =
 1

5 
М

П
а,

 P
p =

 1
0 

М
П

а

Fi
g.

 4
. T

he
 re

su
lts

 o
f e

xp
er

im
en

ts 
on

 tr
ia

xi
al

 c
om

pr
es

sio
n 

of
 d

ol
om

ite
 sa

m
pl

es
 a

t e
ffe

ct
iv

e 
lim

iti
ng

 p
re

ss
ur

e 
(P

c‑P
p) 

= 
5 

M
Pa

: а
) “

dr
y”

 te
sti

ng
, P

c =
 5

 M
Pa

, P
p =

 0
;  

б)
 w

at
er

 in
je

ct
io

n,
 P

c =
 1

5 
M

Pа
, P

p =
 1

0 
M

Pа

Воздействие воды и СО2 на механические свойства ...



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

140

а
б

Ри
с.

 5
. Р

ез
ул

ьт
ат

ы 
эк

сп
ер

им
ен

то
в 

по
 т

ре
хо

сн
ом

у 
сж

ат
ию

 
об

ра
зц

ов
 д

ол
ом

ит
а 

пр
и 

эф
фе

кт
ив

но
м 

ог
ра

ни
чи

ва
ю

щ
ем

 
да

вл
ен

ии
 (P

c-P
p) 

= 
5 

М
П

а:
 а

) з
ак

ач
ка

 C
O

2, 
P c =

 1
5 

М
П

а,
 

P p =
 1

0 
М

П
а;

 б
) з

ав
ис

им
ос

ть
 п

ик
ов

ог
о 

на
пр

яж
ен

ия
 о

бр
аз

цо
в 

до
ло

ми
та

 о
т 

те
мп

ер
ат

ур
ы 

пр
и 

(P
c-P

p) 
= 

5 
М

П
а

Fi
g.

 5
. T

he
 re

su
lts

 o
f e

xp
er

im
en

ts 
on

 tr
ia

xi
al

 c
om

pr
es

sio
n 

of
 d

ol
om

ite
 sa

m
pl

es
 a

t e
ffe

ct
iv

e 
lim

iti
ng

 p
re

ss
ur

e 
(P

c‑P
p) 

= 
5 

M
Pa

: а
) C

O
2 i

nj
ec

tio
n,

 P
c =

 1
5 

M
Pa

, P
p =

 1
0 

M
Pa

; 
б)

 te
m

pe
ra

tu
re

 d
ep

en
de

nc
e 

pe
ak

 st
re

ss
 o

f d
ol

om
ite

 sp
ec

im
en

s 
at

 (P
c-P

p) 
= 

5 
M

Pa

Кислицын А. А., Липатов Н. В.



141

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2021.  Том 7. № 2 (26)

Как следует из рис. 3 и 5б, закачка поровой жидкости снижает прочность доло-
мита в условиях ограничивающего давления 15 МПа и 60 °C. Согласно экспе-
риментальным данным, прочности образцов сухого доломита при одинаковом 
эффективном ограничивающем давлении (Pc-Pp) и температуре, и доломита, 
содержащего поровый флюид, аналогичны (рис. 4а, 4б, 5а). Хотя объем закачи-
ваемой поровой жидкости изменяется во время сжатия, прочность доломита 
по-прежнему определяется эффективным ограничивающим давлением.

Влияние температуры на прочность не является однозначным. Эксперимен-
тальные данные, представленные на рис. 3, показывают, что нагревание от ком-
натной температуры до 60 °C может повысить прочность доломита при ограни-
чивающем давлении не выше 15 МПа. Этот эффект может быть вызван закры-
тием ранее существовавших трещин из-за теплового расширения [10]. При более 
высоком ограничивающем давлении влияние нагрева на прочность доломита 
уменьшается (рис. 3). Это можно объяснить тем, что под действием высокого 
давления трещины закрыты и без нагрева. Как показано на рис. 4а — 5б, проч-
ность сухих образцов и образцов с СО2 с повышением температуры сначала 
растет, но после достижения 90°C уменьшается. Увеличение прочности связано, 
как уже отмечено выше, с закрытием ранее существовавших трещин, а снижение 
прочности может происходить из-за того, что продолжающееся повышение 
температуры приводит к образованию новых трещин [10].

В интервале температур приблизительно от 70 до 120 °C наблюдается более 
высокая прочность кернов, насыщенных СО2, по сравнению с кернами, насы-
щенными водой. Это подтверждается также и исследованиями других авторов. 
Ряд авторов полагает, что закачка воды и водонасыщение снижают прочность 
породы из-за снижения эффективного напряжения и ее смягчающего действия 
на породу [8, 11, 12]. С нашей точки зрения данный факт можно объяснить так-
же более высокой вязкостью воды, по сравнению с вязкостью углекислого газа 
(таблица 4, [9]). Как видно из таблицы 5, объем закачанного углекислого газа 
в наших экспериментах был существенно больше, чем объем воды при тех же 
значениях давления и температуры. Это можно объяснить тем, что из-за бо-
лее высокой вязкости вода не попадает в мелкие поры и трещины, доступные 
для проникновения в них CO2, что и приводит к снижению прочности образца 
на сжатие.

Выводы
Результаты экспериментов по трехосному (всестороннему) сжатию, выполнен-
ных в данном исследовании, показывают, что механические свойства доломита 
чувствительны к ограничивающему давлению, температуре и виду поровой 
жидкости.

Показано, что увеличение ограничивающего давления с 2 до 20 МПа на бо-
ковую поверхность цилиндрических образцов доломита, поры которых запол-
нены воздухом, увеличивает прочность на сжатие этих образцов в несколько 
раз: c 86 до 370 МПа.

Воздействие воды и СО2 на механические свойства ...
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Таблица 4 Table 4
Вязкость и плотность воды 
и сверхкритического CO2 
при разных температурах

Viscosity and density of water 
and supercritical CO2 at different 
temperatures

T, °C
10 МПа (вода) 10 МПа (СО2)

Вязкость, 
Па · с

Плотность, 
кг/м3

Вязкость, 
Па · с

Плотность, 
кг/м3

60 468,65 987,48 23,841 289,95

90 317,06 969,78 21,799 202,93

120 234,62 947,94 22,077 167,31

150 184,86 922,32 22,840 145,56

Таблица 5 Table 5
Объем закачиваемой жидкости 
в различных экспериментальных 
условиях

The volume of injected fluid 
under various experimental 
conditions

T, °C
Жидкость 60 °C 90 °C 120 °C 150 °C

Вода, мл 0,176 0,128 0,118 0,142

СО2, мл 1,353 2,079 1,384 1,617

Установлено, что закачка воды или CO2 (в сверхкритическом состоянии) 
в поровое пространство образцов из доломита значительно (на 50% и более) 
снижает их прочность на сжатие и упругость. Это свидетельствует о появлении 
в образцах дополнительных трещин, что является положительным эффектом 
с  точки зрения повышения проницаемости пористой среды. Данный эффект 
более заметен при закачке СО2.

Обнаружено немонотонное влияние нагревания доломитовых образцов 
керна на их механические свойства. При ограничивающем давлении менее 
15  МПа повышение температуры от 25 до приблизительно 90  °C повышает 
прочность доломита, но при дальнейшем нагреве прочность образцов умень-
шается. При более высоком ограничивающем давлении влияние температуры 
уменьшается.
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Нефть, газ, энергетика. 2021. Том 7. № 2 (26). С. 147-169.
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эффективную работу системы управления. Возможным вариантом получения наилуч-
шего набора параметров нечеткого регулятора выступает применение генетических 
алгоритмов при его синтезе. Использование генетических алгоритмов для  синтеза 
нечетких регуляторов может привести к тому, что элементы массива набора его пара-
метров изменятся таким образом, что возникнет некорректное значение одного или 
нескольких элементов. Такая ситуация приводит к невозможности составления функ-
ций принадлежности для термов переменных нечеткого регулятора. Некорректное 
формирование значения исключается путем построения ограниченной функциональной 
зависимости. В настоящей работе предложена математическая модель параметров 
терм-множества переменных нечеткого регулятора типа Такаги — Сугено — Канга 
нулевого и первого порядков. Раскрыто содержание условий и заключений базы правил 
для нечеткого регулятора отмеченного выше типа. В результате имитационного моде-
лирования с помощью генератора случайных чисел реализуются некоторые операции 
генетического алгоритма. Графические модели функций принадлежности входных 
переменных нечеткого регулятора рассматриваемого типа наглядно иллюстрируют 
попадание всех параметров в диапазон их возможных значений. Представлено описа-
ние работы системы управления с двумя параметрами управления и одним управляю-
щим воздействием при заданных значениях параметров управления.

Ключевые слова
Нечеткий регулятор, система автоматического управления, управляющее воздействие, 
математическая модель, терм-множество, параметры функций принадлежности, гене-
ратор случайных чисел.
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Введение
Современные технологические процессы и технические устройства характери-
зуются сложными взаимосвязями управляемых величин и управляющих воз-
действий. Использование классических методов управления не всегда обеспе-
чивает требуемые характеристики работы системы управления. В этом случае 
целесообразно использовать нечеткие регуляторы. Связь между входными 
и выходными переменными осуществляется с помощью базы правил, которая 
содержит набор нечетких импликаций. Наиболее часто применяются нечеткие 
регуляторы, содержащие две входные переменные и одну выходную.

Профессор А. Б. Шабаров предлагает использовать теорию нечетких мно-
жеств для вычисления комплексного критерия нефтенасыщенности скважин, 
описывающего набор геологических и эксплуатационно-технологических фак-
торов [1]. Интересным в предложенном подходе представляется учет каждого 
фактора в качестве нечеткого высказывания. Профессор Д.  Н.  Нурбосынов 
считает целесообразным дополнить нечетким регулятором детерминированную 
математическую модель транспортировки вязкой нефти, что позволяет подбирать 
параметры дифференциальных уравнений в ситуации неопределенности  [7]. 
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Применение нечеткого регулятора с двумя входными переменными и одним 
управляющим воздействием рассмотрено профессором Б.  Н.  Парсункиным 
в  системе управления газодинамическими режимами промышленной печи 
для улучшения качества регулирования и улучшения технико-экономических 
показателей [8].

Подбор параметров нечетких регуляторов в работах [1, 7, 8] осуществляется 
с помощью экспертно-аналитических методик и эмпирических правил. Интерес-
ным представляется использование генетических алгоритмов [9] для подбора 
параметров нечетких регуляторов. Они позволяют найти оптимальные значения 
искомых параметров с помощью математических моделей процессов эволюции 
живой природы. Использование генетического алгоритма для синтеза нечеткого 
регулятора в системе автоматического управления изотермическим прессованием 
алюминиевых сплавов было предложено профессором Б. М. Готлибом [3]. В его 
работе рассмотрен нечеткий регулятор типа Мамдани. Актуальным является 
разработка процедуры синтеза нечетких регуляторов других типов, например, 
Такаги — Сугено — Канга.

Методы исследования
Описание работы системы управления с нечетким регулятором  
типа Такаги — Сугено — Канга
Нечеткий регулятор типа Такаги — Сугено — Канга (ТСК) представляет собой 
систему нечеткого вывода, база правил которой содержит некоторые аналити-
ческие функции от значений входных переменных в заключениях каждого 
правила [13]. Тип нечеткого регулятора ТСК отличается от других типов видом 
заключения правил. Если в качестве аналитической функции выбрана констан-
та, то это будет нечеткий регулятор типа ТСК нулевого порядка (ТСК 0). Если 
в качестве аналитической функции выбрана линейная зависимость от входных 
переменных, то это будет нечеткий регулятор типа ТСК первого порядка (ТСК 1).

Рассмотрим систему управления, которая содержит нечеткий регулятор, 
объект управления и обратную связь. На вход нечеткого регулятора подается 
ошибка управления Δ и скорость ее изменения dΔ. На выходе нечеткого регуля-
тора формируется управляющее воздействия U, которое подается на объект 
управления. Параметры Δ и dΔ могут иметь различное количество состояний. 
Рассмотрим наиболее простой случай, когда параметры определяются тремя 
состояниями: S1 — большое отрицательное NB; S2 — нейтральное Z; S3 — боль-
шое положительное PB.

Нечеткий регулятор, входящий в представленную систему управления, 
имеет две входные переменные — величину ошибки управления Δ и скорость 
ее изменения dΔ и одну выходную переменную — управляющее воздействие U. 
Входные переменные нечеткого регулятора необходимо представить в виде 
терм-множества [6]. Величина ошибки управления Δ описывается термами T1(S1), 
T1(S2) и T1(S3). Скорость изменения ошибки dΔ описывается термами T2(S1), T2(S2) 
и T2(S3).
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Параметры управления Δ и dΔ и управляющее воздействие U связываются 
базой правил. Если текущее значение величины ошибки определяется тер-
мом T1(Si) и скорость изменения ошибки dΔ определяется термом T2(Sj), то не-
обходимо отработать управляющее воздействие U = fk(Δ, dΔ) с весом ωk. Данное 
логическое высказывание можно представить в виде:

	 (∆ = T1(Si)) ∧ (d∆ = T2(Sj)) ⇒ (U = fk (∆, d∆)), ωk,	 (1)

где (∆ = T1(Si)) ∧ (d∆ = T2(Sj)) — условие правила (i = 1,3; j = 1,3); U = fk(∆, d∆) — 
заключение правила (k = 1, 9); ωk — вес правила.

Получение управляющего воздействия U на основе данных о величинах 
ошибки Δ и скорости ее изменения dΔ может производиться по девяти правилам 
(таблица 1).

Заключения правила нечеткого регулятора типа ТСК 0 будут иметь вид:

	 U = α0k,	 (2)

где α0k — значение выходной переменной U для каждого правила, k = 1, 9.
Заключения правила нечеткого регулятора типа ТСК 1 будут иметь вид:

	 U = α0k + αΔkΔ + αdΔkdΔ,	 (3)

где α0k, αΔk, αdΔk — коэффициенты линейной зависимости для каждого правила, 
k = 1, 9.

Каждый терм описывается своей функцией принадлежности µ, которая 
отражает степень отношения текущих значений параметров управления к соот-
ветствующим термам Ti(Sj). Функции принадлежности для переменной Δ обо-
значаются как µi(Δ), i  =  1, 3. Функции принадлежности для переменной  dΔ 
обозначаются µi(dΔ), i  =  1, 3 (для трех термов). Условия постановки задачи 
для системы управления определяет вид функций принадлежности, поэтому 
они могут иметь различный вид [6]. Например, в рассматриваемом нечетком 
регуляторе термы  T1(S1) и T2(S1) могут описываться гладкими z-функциями, 
термы T1(S2) и  T2(S2)  — функцией Гаусса, термы T1(S3) и T2(S3)  — гладкими 
s-функциями.

Гладкая z-функция, описывающая терм T1(S1) для переменной Δ, определя-
ется выражением вида:

	 μ��∆� �

⎩
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ 1,∆�� �∆�,
1� 2 ∙ � ∆ � �∆�
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 	 (4)

где aΔ1, bΔ1 — параметры функции принадлежности.
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Функция Гаусса, описывающая терм T1(S2) для переменной Δ, определяется 
выражением вида:

	 μ��∆� � ��
�∆��∆���
��∆�� , 	 (5)

где cΔ2, σΔ2 — параметры функции принадлежности.
Гладкая s-функция, описывающая терм T1(S3) для переменной Δ, определя-

ется выражением вида:
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где aΔ3, bΔ3 — параметры функции принадлежности.
Терм-множество переменной Δ, которое определяется тремя термами с функ-

циями принадлежности (4-6), содержит 6 параметров: aΔ1, bΔ1, cΔ2, σΔ2, aΔ3, bΔ3.
Гладкая z-функция, описывающая терм T2(S1) для переменной dΔ, опреде-

ляется выражением вида:
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где adΔ1, bdΔ1 — параметры функции принадлежности.
Функция Гаусса, описывающая терм T2(S2) для переменной dΔ, определяет-

ся выражением вида:

	 μ����� � ��
����������

������ , 	 (8)

где cdΔ2, σdΔ2 — параметры функции принадлежности.
Гладкая s-функция, описывающая терм T2(S3) для переменной dΔ, опреде-

ляется выражением вида:
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где adΔ3, bdΔ3 — параметры функции принадлежности.
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Терм-множество переменной dΔ, которое также определяется тремя терма-
ми с функциями принадлежности (7-9), тоже будет содержать 6 параметров: adΔ1, 
bdΔ1, cdΔ2, σdΔ2, adΔ3, bdΔ3.

Процесс получения значения управляющего воздействия U включает три 
этапа: 1) фаззификация входных переменных Δ и dΔ; 2) определение степени 
истинности условий правил; 3) дефаззификация выходной переменной U. Рас-
смотрим работу нечеткого регулятора типа ТСК, терм-множества входных пе-
ременных которого содержат по три терма.

Первый этап. Фаззификация входных переменных нечеткого регулятора. 
Процесс фаззификации заключается в определении значений функций принад-
лежности для каждого терма входных переменных µ1(Δ), µ2(Δ), µ3(Δ), µ1(dΔ), 
µ2(dΔ), µ3(dΔ) для соответствующих значений Δ и dΔ.

Второй этап. Определение степени истинности условий правил. Степень 
истинности условий i-го правила d(Ri) вычисляется по формуле:

	 ����� � min�μ��∆�, μ���∆�� , �� � 1, 9�����, 	 (10)

где µk(Δ) — значение функции принадлежности k-го терма входной переменной 
Δ i-го правила; µl(dΔ) — значение функции принадлежности l-го терма входной 
переменной dΔ i-го правила.

Третий этап. Дефаззификация выходной переменной. Процесс дефаззифи-
кации заключается в определении конкретных числовых значений выходной 
переменной U. Дефаззификация выходной переменной U в нечетких регулято-
рах типа ТСК происходит на основе модифицированного метода центра тяжести. 
Значение U вычисляется по формуле:

Таблица 1 Table 1
База правил нечеткого регулятора 
типа Такаги — Сугено — Канга

Rule base of fuzzy controller 
Takagi — Sugeno — Kang type

№ Условие Заключение Вес

1 (Δ = T1(S1)) ∧ (dΔ = T2(S1)) U = f1(Δ, dΔ) ω1

2 (Δ = T1(S1)) ∧ (dΔ = T2(S2)) U = f2(Δ, dΔ) ω2

3 (Δ = T1(S1)) ∧ (dΔ = T2(S3)) U = f3(Δ, dΔ) ω3

4 (Δ = T1(S2)) ∧ (dΔ = T2(S1)) U = f4(Δ, dΔ) ω4

5 (Δ = T1(S2)) ∧ (dΔ = T2(S2)) U = f5(Δ, dΔ) ω5

6 (Δ = T1(S2)) ∧ (dΔ = T2(S3)) U = f6(Δ, dΔ) ω6

7 (Δ = T1(S3)) ∧ (dΔ = T2(S1)) U = f7(Δ, dΔ) ω7

8 (Δ = T1(S3)) ∧ (dΔ = T2(S2)) U = f8(Δ, dΔ) ω8

9 (Δ = T1(S3)) ∧ (dΔ = T2(S3)) U = f9(Δ, dΔ) ω9
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Параметры функций принадлежности термов входных переменных и заклю-
чений каждого правила представляют собой параметры нечеткого регулятора, 
их структура представлена на рис. 1.

Параметры нечеткого регулятора типа ТСК 

Функции принадлежности: 
T1(S1) и T2(S1) — гладкие z-функции, 

T1(S2) и T2(S2) — функции Гаусса, 
T1(S3) и T2(S3) — гладкие s-функции. 
Параметры: aΔ1, bΔ1, cΔ2, σΔ2, aΔ3, bΔ3, 

adΔ1, bdΔ1, cdΔ2, σdΔ2, adΔ3, bdΔ3 

База правил 

Заключения: 
� � ���∆,�∆�, 

� � 1, 9����� 

ТСК 0: 
α0i, � � 1, 9����� 

ТСК 1: 
α0i, αΔi, αdΔi,  
� � 1, 9����� 

Веса, ωi: 
� � 1, 9����� 

Рис. 1. Структура параметров 
нечеткого регулятора

Fig. 1. Fuzzy controller parameters 
structure

Синтез нечеткого регулятора типа ТСК заключается в подборе параметров, 
позволяющих обеспечить требуемую точность работы системы автоматическо-
го управления. При использовании генетических алгоритмов необходимо пред-
ставить все параметры в виде одномерных массивов данных.

Имитационное моделирование процесса подбора параметров  
нечеткого регулятора типа ТСК
Различные параметры нечеткого регулятора имеют свои ограничения. Параметры 
функций принадлежностей выбираются согласно диапазону значений входных 
переменных нечеткого регулятора. Параметры заключений правил определяются 
из возможных значений выходной переменной. Веса правил имеют значения 
от 0 до 1. Поэтому синтез нечеткого регулятора можно рассматривать как задачу 
оптимизации с различными ограничениями для параметров [4, 11].

Генетические алгоритмы позволяют имитировать процессы эволюции живых 
организмов [2, 12]. Работа генетического алгоритма содержит несколько циклов. 
На  первом цикле генерируются одномерные массивы случайным образом. 
Каждому массиву ставится в соответствие значение целевой функции. Массивы, 
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обладающие экстремальным и близким к нему значением целевой функции, 
можно назвать элитными. На втором цикле одномерные массивы формируются 
случайным образом и с помощью генетических операторов. После вычисления 
значений целевой функции для каждого массива определяются два элитных 
массива. Работа последующих циклов аналогична второму циклу.

Самыми распространенными генетическими операторами являются опера-
тор кроссинговера и оператор мутации [2]. Работа оператора кроссинговера 
формирует новые одномерные массивы путем обмена элементов двух элитных 
массивов. Оператор мутации преобразует один из элитных массивов с помощью 
перестановки элементов внутри него.

Области допустимых значений входных переменных нечеткого регулятора 
могут отличаться, поэтому при использовании оператора мутации могут воз-
никнуть некорректные наборы параметров нечеткого регулятора. Решить данную 
проблему можно путем представления параметров функций принадлежности 
в виде функциональных зависимостей от аргументов qΔ1, qΔ2, qΔ3, vΔ для пере-
менной Δ и qdΔ1, qdΔ2, qdΔ3, vdΔ для переменной dΔ. Аргументы qΔ1, qΔ2, qΔ3, qdΔ1, 
qdΔ2, qdΔ3 определяют точки максимума функций принадлежности. Аргументы 
vΔ и vdΔ определяют взаимосвязь параметров функции Гаусса и ординату точки 
гладких s- и z-функций, абсцисса которой равна среднему значению между 
ближайшими значениями аргументов qΔ1, qΔ2, qΔ3, qdΔ1, qdΔ2, qdΔ3.

Одномерный массив набора параметров нечеткого регулятора типа ТСК 0 
в этом случае будет содержать 26 элементов (3 значения qΔj, 3 значения qdΔj, vΔ 
и vdΔ, 9 коэффициентов α0j, 9 весов ωj). Для синтеза нечеткого регулятора типа 
ТСК 1 необходимо составить одномерный массив с 44 элементами (3 значения 
qΔj, 3 значения qdΔj, vΔ и vdΔ, 27 коэффициентов αij, 9 весов ωj).

Блок-схема процесса построения нечеткого регулятора на основе случайных 
величин представлена на рис. 2.

Генерация случайных величин для аргументов qΔj, qdΔj, vΔ и vdΔ при определе-
ния параметров функций принадлежности. Аргументы qΔj, qdΔj определяются 
на основе случайных величин. Закон распределения определяется условиями 
задачи. Значения аргументов qΔj можно вычислить по формуле:

	 q∆j = ∆min + F∆(q∆j)(∆max − ∆min),	 (12)

где Δmin — минимальное значение входной переменной Δ; Δmax — максимальное 
значение входной переменной Δ; F∆(q∆j) — значение функции распределения 
непрерывной случайной величины.

Значения аргументов qdΔj можно вычислить по формуле:

	 qd∆j = d∆min + Fd∆(qd∆j)(d∆max − d∆min),	 (13)

где dΔmin — минимальное значение входной переменной dΔ; dΔmax — максималь-
ное значение входной переменной dΔ; Fd∆(qd∆j) — значение функции распреде-
ления непрерывной случайной величины.

Куликова И. В.
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Начало 

Генерация случайных величин для аргументов qΔj, qdΔj, vΔ и vdΔ 
при определении параметров функций принадлежности 

Тип 
нечеткого 
регулятора 

Генерация 
случайных величин 
для констант α0i 

Генерация 
случайных величин 
для коэффициентов 

α0i, αΔi, αdΔi 

Генерация случайных величин для определения весов правил, ωi 

Вычисление параметров функций принадлежности 

Составление базы правил 

Конец 

ТСК 0 ТСК 1 

Рис. 2. Блок-схема процесса 
построения нечеткого регулятора 
на основе случайных величин

Fig. 2. The block diagram of the fuzzy 
controller constructing process based 
on random variables

Аргументы vΔ и vdΔ также определяются с помощью непрерывных случайных 
величин, они могут принимать значения от 0 до 1. Значение vΔ можно вычислить 
по формуле:

	 v∆ = Fv(v∆),	 (14)

где Fv(v∆) — значение функции распределения непрерывной случайной величины.
Значение vdΔ можно вычислить по формуле:

	 vd∆ = Fdv(vd∆),	 (15)

где Fdv(vd∆) — значение функции распределения непрерывной случайной величины.
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Генерация случайных величин для коэффициентов линейных зависимостей 
в заключениях правил. Коэффициенты линейной зависимости выступают параме-
трами заключений правил. Их значения также являются случайными величинами, 
закон распределения которых определяется условиями задачи. Количество коэф-
фициентов совпадает с размером базы правил. Если выбран нечеткий регулятор 
типа ТСК 0, то значения коэффициентов α0i можно вычислить по формуле:

	 α0i = Umin + Fα(α0i)(Umax − Umin),	 (16)

где Umin — минимальное значение выходной переменной U; Umax — максималь-
ное значение выходной переменной U; Fα(α0i) — значение функции распреде-
ления непрерывной случайной величины.

Если выбран нечеткий регулятор типа ТСК 1, то коэффициенты α0i, αΔi, αdΔi 
могут вычисляться по формуле:

	 �
α�� � α���� � ���α����α���� � α�����,
α�� � α���� � ���α����α���� � α�����,

α��� � α����� � ���α�����α����� � α������,
 	 (17)

где α0min, αΔmin, αdΔmin — минимальное значение соответствующего коэффици-
ента полинома; α0max, αΔmax, αdΔmax — максимальное значение соответствующего 
коэффициента полинома; F0(α0i), F1(α∆i), F2(αd∆i) — значение функции распре-
деления непрерывных случайных величин, i = 1, 9.

Генерация случайных величин для весов правил. Веса правил принимают 
значения от 0 до 1. Их можно определить с помощью случайных величин, закон 
распределения которых определяется условиями задачи. Значения весов правил 
можно найти по формуле:

	 ωj = Fω(ωj),	 (18)

где Fω(ωj) — значение функции распределения непрерывных случайных величин.
Вычисление параметров функций принадлежности. Значения параметров 

функций принадлежности выражаются через функциональные зависимости от ар-
гументов qΔ1, qΔ2, qΔ3, vΔ для переменной Δ и qdΔ1, qdΔ2, qdΔ3, vdΔ для переменной dΔ. 
Параметры функций принадлежности для переменной Δ вычисляются по формуле:

	

⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪
⎧ �∆� � �∆�,
�∆� � �∆��1� 2�∆� � �∆�

2�1� �∆� ,
�∆� � �∆�,σ∆� � �∆��∆,

�∆� � �∆� � �∆��1� 2�∆�
2�1 � �∆� ,

�∆� � �∆�,

 	 (19)

где aΔ1, bΔ1, cΔ2, σΔ2, aΔ3, bΔ3 — параметры функций принадлежности для входной пере-
менной Δ; qΔ1, qΔ2, qΔ3, vΔ — независимые аргументы функциональных зависимостей.

Куликова И. В.
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Параметры функций принадлежности для переменной dΔ вычисляются 
по формуле:

	

⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪
⎧ ���� � ����,
���� � �����1� 2���� � ����

2�1� ���� ,
���� � ����,σ��� � �������,

���� � ���� � �����1� 2����
2�1 � ���� ,

���� � ����,

 	 (20)

где adΔ1, bdΔ1, cdΔ2, σdΔ2, adΔ3, bdΔ3 — параметры функций принадлежности для вход-
ной переменной dΔ; qdΔ1, qdΔ2, qdΔ3, vdΔ — независимые аргументы функцио-
нальных зависимостей.

Вычисленные значения параметров функций принадлежности по форму-
ле (19) для переменной Δ подставляются в формулы (4-6). Значения параметров 
функций принадлежности из формулы (20) для переменной dΔ подставляются 
в формулы (7-9).

Составление базы правил. Определение каждого правила требует формули-
ровки условия, заключения и величины веса, который вычисляется по форму-
ле  (18). Представление условий правил для нечеткого регулятора типа ТСК 
с двумя входными переменными, которые описываются тремя термами, осу-
ществляется с помощью логических высказываний (таблица 1). Установление 
функциональной зависимости выходной переменной проводится через подста-
новку коэффициентов α0i, которые вычисляются по формуле (16), для нечеткого 
регулятора типа ТСК 0 или коэффициентов α0i, αΔi, αdΔi, которые вычисляются 
по формуле (17), для нечеткого регулятора типа ТСК 1.

Результаты и обсуждение
Синтез нечеткого регулятора типа ТСК 0 на основе случайных величин
Рассмотрим систему автоматического управления с нечетким регулятором типа 
ТСК  0, которая содержит два параметра управления, которые представлены 
входными переменными Δ и dΔ, и одно управляющее воздействие как выходная 
переменная U. Пусть Δ ∈ [−0,5; 0,5], dΔ ∈ [−0,1; 0,1], U ∈ [−1; 1].

Крайний левый терм T1(S1) входной переменной Δ описывается функцией 
принадлежности по формуле (4), средний терм T1(S2) — по формуле (5), а крайний 
правый терм T1(S3) — по формуле (6). Крайний левый терм T2(S1) входной пере-
менной dΔ описывается функцией принадлежности по формуле (7), средний терм 
T2(S2) — по формуле (8), а крайний правый терм T2(S3) — по формуле (9). База 
правил будет содержать девять правил. Рассмотрим построение нечеткого регу-
лятора типа ТСК 0 на основе алгоритма, блок-схема которого изображена на рис. 2.

Генерация случайных величин для аргументов qΔj, qdΔj, vΔ и vdΔ при определе-
нии параметров функций принадлежности. Для получения значений аргумен-
тов qΔj, qdΔj, j = 1, 3 использовались случайные величины с равномерным законом 
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распределения, параметры которого соответствуют минимальным и максималь-
ным значениям входных переменных нечеткого регулятора. Случайные вели-
чины для генерации значений аргументов vΔ и vdΔ также имеют равномерное 
распределение с параметрами 0 и 1. Значения аргументов qΔ j, qdΔj, j = 1, 3, vΔ и vdΔ 
для нечеткого регулятора типа ТСК 0 представлены в таблице 2.

Полученные значения аргументов qΔ1, qΔ2 и qΔ3 лежат в диапазоне возможных 
значений переменной Δ. Значения аргументов qdΔ1, qdΔ2 и qdΔ3 находятся внутри 
диапазона возможных значений для переменной dΔ. Аргументы vΔ и vdΔ принад-
лежат отрезку [0; 1].

Генерация случайных величин для констант в заключениях правил. Для ге-
нерации констант в заключениях правил использовались случайные величины 
с равномерным законом распределения с параметрами, соответствующими 
минимальному и максимальному значению управляющего воздействия. Значе-
ния этих констант представлены в таблице 3.

Сгенерированные значения констант лежат внутри диапазона возможных 
значений выходной переменной, который представляет собой отрезок [−1; 1].

Генерация случайных величин для весов правил. Для генерации весов правил 
использовались случайные величины с равномерным законом распределения 
с параметрами 0 и 1. Значения весов правил представлены в таблице 4.

Полученные значения весов правил лежат в отрезке [0; 1].

Таблица 2 Table 2
Значения аргументов qΔj, qdΔj, vΔ 
и vdΔ для нечеткого регулятора 
типа ТСК 0

The values of the arguments qΔj, qdΔj, 
vΔ, and vdΔ for the TSK 0 type fuzzy 
controller

Аргументы qΔ1 qΔ2 qΔ3 vΔ qdΔ1 qdΔ2 qdΔ3 vdΔ

Значение −0,37 −0,03 0,43 0,20 −0,09 0,06 0,09 0,50

Таблица 3 Table 3
Значения коэффициентов α0i 
для нечеткого регулятора типа ТСК 0

The values of the coefficient α0i 
for the TSK 0 type fuzzy controller

Константа α01 α02 α03 α04 α05 α06 α07 α08 α09

Значение 0,87 0,27 0,97 0,26 −0,14 −0,45 0,66 0,86 0,91

Таблица 4 Table 4
Значения весов правил для нечеткого 
регулятора типа ТСК 0

The values rule weight  
for the TSK 0 type fuzzy controller

Вес ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7 ω8 ω9

Значение 0,167 0,180 0,948 0,632 0,546 0,647 0,990 0,813 0,913

Куликова И. В.
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Вычисление параметров функций принадлежности. Значения параметров 
функций принадлежности для переменной Δ вычисляются по формуле (19), 
а для переменной dΔ — по формуле (20) и представлены в таблице 5.

Таблица 5 Table 5
Значения параметров функций 
принадлежности

The membership functions 
parameters values

µ(Δ) Параметр Значение µ(dΔ) Параметр Значение

µ1(Δ)
aΔ1 −0,367

µ1(dΔ)
adΔ1 −0,091

bΔ1 −0,159 bdΔ1 0,061

µ2(Δ)
cΔ2 −0,034

µ2(dΔ)
cdΔ2 0,061

σΔ2 0,007 σdΔ2 0,030

µ3(Δ)
aΔ3 0,139

µ3(dΔ)
adΔ3 0,061

bΔ3 0,427 bdΔ3 0,094

Полученные значения параметров функций принадлежности лежат в диапазо-
нах возможных значений соответствующих входных переменных (Δ ∈ [−0,5; 0,5], 
dΔ ∈ [−0,1; 0,1]). Графическое представление терм-множества входной перемен-
ной Δ представлено на рис. 3.

Графическое представление терм-множества входной переменной dΔ пред-
ставлено на рис. 4.
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−0,5 −0,3 −0,1 0,1 0,3 0,5

µ(
Δ)

Δ
T1(S1) T1(S2) T1(S3)

Рис. 3. Терм-множество переменной Δ Fig. 3. The variable Δ term set

0

0,5
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−0,1 −0,05 0 0,05 0,1

µ(
dΔ
)

dΔ
T2(S1) T2(S2) T2(S3)

Рис. 4. Терм-множество переменной dΔ Fig. 4. the variable dΔ term set
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Составление базы правил. Заключение каждого правила нечеткого регуля-
тора типа ТСК 0 содержит константы, значения которых равны α0i, i = 1, 9 (та-
блица 3). Каждому правилу ставится в соответствие вес ωi, i = 1, 9 (таблица 4). 
Полученная база правил представлена в таблице 6.

Представленный синтез нечеткого регулятора типа ТСК 0 опирается на ис-
пользование 26 генераторов случайных чисел. Вычисление значений параметров 
функций принадлежности осуществлялось с помощью 8 генераторов случайных 
чисел. При формировании заключений правил были задействованы 9 генерато-
ров случайных чисел. Расчет значений весов правил производился на основе 
работы 9 генераторов случайных чисел.

Рассмотрим работу системы управления с двумя параметрами управления 
Δ и dΔ, одним управляющим воздействием U и нечетким регулятором типа 
ТСК 0. Значения управляющего воздействия U представлены в таблице 7.

Таблица 6 Table 6
База правил нечеткого регулятора 
типа ТСК 0

The rule base of fuzzy controller 
TSK 0 type

№ Условие Заключение Вес

1 (Δ = T1(S1)) ∧ (dΔ = T2(S1)) U = 0,87 0,167

2 (Δ = T1(S1)) ∧ (dΔ = T2(S2)) U = 0,27 0,180

3 (Δ = T1(S1)) ∧ (dΔ = T2(S3)) U = 0,97 0,948

4 (Δ = T1(S2)) ∧ (dΔ = T2(S1)) U = 0,26 0,632

5 (Δ = T1(S2)) ∧ (dΔ = T2(S2)) U = −0,14 0,546

6 (Δ = T1(S2)) ∧ (dΔ = T2(S3)) U = −0,45 0,647

7 (Δ = T1(S3)) ∧ (dΔ = T2(S1)) U = 0,66 0,990

8 (Δ = T1(S3)) ∧ (dΔ = T2(S2)) U = 0,86 0,813

9 (Δ = T1(S3)) ∧ (dΔ = T2(S3)) U = 0,91 0,913

Таблица 7 Table 7
Результат работы нечеткого 
регулятора типа ТСК 0

The result of the TSK 0 type fuzzy 
controller’s operation

Переменная dΔ
Переменная Δ

−0,5 0 0,5

−0,1 0,865 0,259 0,659

0 0,689 0,157 0,708

0,1 0,920 −0,365 0,895

Куликова И. В.
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Математическая модель синтеза, представленная в формулах (12-20), позво-
ляет составить нечеткий регулятор типа ТСК 0 для работы системы управления 
с двумя параметрами управления Δ и dΔ, одним управляющим воздействием U. 
Все полученные значения управляющего воздействия (таблица 7) лежат в уста-
новленном диапазоне U ∈ [−1; 1] при заданных значениях параметров управле-
ния (Δ ∈ [−0,5; 0,5], dΔ ∈ [−0,1; 0,1]).

Синтез нечеткого регулятора типа ТСК 1  
на основе случайных величин
Рассмотрим систему автоматического управления с нечетким регулятором типа 
ТСК 1, которая содержит два параметра управления Δ и dΔ и одно управляющее 
воздействие U. Пусть Δ ∈ [−0,5; 0,5], dΔ ∈ [−0,1; 0,1], U ∈ [−1; 1].

Крайний левый терм входной переменной Δ T1(S1) описывается функцией 
принадлежности по формуле (4), средний терм T1(S2) — по формуле (5), а край-
ний правый терм T1(S3) — по формуле (6). Крайний левый терм входной пере-
менной dΔ T2(S1) описывается функцией принадлежности по формуле (7), 
средний терм T2(S2) — по формуле (8), а крайний правый терм T2(S3) — по фор-
муле (9). База правил будет содержать девять правил. Рассмотрим построение 
нечеткого регулятора типа ТСК 1 на основе алгоритма, блок-схема которого 
изображена на рис. 2.

Генерация случайных величин для аргументов qΔj, qdΔj, vΔ и vdΔ при определении 
параметров функций принадлежности. Для получения значений аргументов qΔj, 
qdΔj,  j = 1, 3 использовались случайные величины с равномерным законом рас-
пределения, параметры которого соответствуют минимальным и максимальным 
значениям входных переменных нечеткого регулятора. Случайные величины 
для генерации значений аргументов vΔ и vdΔ также имеют равномерное распре-
деление с параметрами 0 и 1. Значения аргументов qΔj, qdΔj, j = 1, 3, vΔ и  vdΔ 
для нечеткого регулятора типа ТСК 1 представлены в таблице 8.

Полученные значения аргументов qΔ1, qΔ2 и qΔ3 лежат в диапазоне возможных 
значений переменной Δ. Значения аргументов qdΔ1, qdΔ2 и qdΔ3 находятся внутри 
диапазона возможных значений для переменной dΔ. Аргументы vΔ и vdΔ принад-
лежат отрезку [0; 1].

Генерация случайных величин для коэффициентов линейных зависимостей 
в заключениях правил. Для генерации коэффициентов линейных зависимостей 
в заключениях правил использовались случайные величины с равномерным 
законом распределения. Пусть α0i ∈ [−0,5; 0,5], αΔi ∈ [−0,5; 0,5], αd0i ∈ [−0,5; 0,5]. 
Значения этих коэффициентов представлены в таблице 9.

Сгенерированные значения коэффициентов линейных зависимостей лежат 
внутри диапазона их возможных значений.

Генерация случайных величин для весов правил. Для генерации весов правил 
использовались случайные величины с равномерным законом распределения 
с параметрами 0 и 1. Значения весов правил представлены в таблице 10.

Полученные значения весов правил лежат в отрезке [0; 1].
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Таблица 8 Table 8
Значения аргументов qΔj, qdΔj, vΔ 
и vdΔ для нечеткого регулятора 
типа ТСК 1

The values of arguments qΔj, qdΔj, vΔ, 
and vdΔ for the TSK 1 type fuzzy 
controller

Аргументы qΔ1 qΔ2 qΔ3 vΔ qdΔ1 qdΔ2 qdΔ3 vdΔ

Значение −0,465 0,039 0,382 0,700 −0,044 0,027 0,068 0,300

Таблица 9 Table 9
Значения коэффициентов α0i, αΔi, 
αdΔi для нечеткого регулятора 
типа ТСК 1

The values of coefficient α0i, αΔi, 
and αdΔi for the TSK 1 type fuzzy 
controller

Коэф-т α01 α02 α03 α04 α05 α06 α07 α08 α09

Значение 0,26 0,25 −0,18 −0,27 −0,30 0,48 −0,06 0,29 −0,10

Коэф-т αΔ1 αΔ2 αΔ3 αΔ4 αΔ5 αΔ6 αΔ7 αΔ8 αΔ9

Значение 0,05 0,04 0,01 0,05 −0,04 0,09 −0,05 0,09 0,11

Коэф-т αdΔ1 αdΔ2 αdΔ3 αdΔ4 αdΔ5 αdΔ6 αdΔ7 αdΔ8 αdΔ9

Значение −0,02 0,23 −0,11 −0,28 0,33 −0,15 0,08 0,28 −0,16

Таблица 10 Table 10
Значения весов правил для нечеткого 
регулятора типа ТСК 1

The rules’ weight values 
for the TSK 1 type fuzzy controller

Вес ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7 ω8 ω9

Значение 0,451 0,769 0,521 0,354 0,357 0,070 0,077 0,197 0,640

Вычисление параметров функций принадлежности. Значения параметров 
функций принадлежности для переменной Δ вычисляются по формуле (19), 
а для переменной dΔ — по формуле (20) и представлены в таблице 11.

Полученные значения параметров функций принадлежности лежат в диапа-
зонах возможных значений соответствующих входных переменных (Δ ∈ [−0,5; 0,5], 
dΔ ∈ [−0,1; 0,1]). Графическое представление терм-множества входной перемен-
ной Δ представлено на рис. 5.

Графическое представление терм-множества входной переменной dΔ пред-
ставлено на рис. 6.

Составление базы правил. Заключение каждого правила нечеткого регулятора 
типа ТСК 1 содержит линейные зависимости от входных переменных. Коэффици-
енты этих зависимостей равны значениям α0i, αΔi, αdΔi, i = 1, 9 из таблицы 9. Каждо-
му правилу ставится в соответствие вес ωi, i = 1, 9 из таблицы 10. База правил в этом 
случае будет определяться следующими правилами, представленными в таблице 12.

Куликова И. В.
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Таблица 11 Table 11
Значения параметров функций 
принадлежности

The membership functions 
parameters values

µ(Δ) Параметр Значение µ(dΔ) Параметр Значение

µ1(Δ)
aΔ1 −0,465

µ1(dΔ)
adΔ1 −0,044

bΔ1 0,375 bdΔ1 0,007

µ2(Δ)
cΔ2 0,039

µ2(dΔ)
cdΔ2 0,027

σΔ2 0,027 σdΔ2 0,008

µ3(Δ)
aΔ3 −0,190

µ3(dΔ)
adΔ3 0,039

bΔ3 0,382 bdΔ3 0,068

0

0,5

1

−0,5 −0,3 −0,1 0,1 0,3 0,5

µ(
Δ)

Δ
T1(S1) T1(S2) T1(S3)

Рис. 5. Терм-множество переменной Δ Fig. 5. The variable Δ term set

0

0,5

1

−0,1 −0,05 0 0,05 0,1

µ(
dΔ
)

dΔ
T2(S1) T2(S2) T2(S3)

Рис. 6. Терм-множество переменной dΔ Fig. 6. The variable dΔ term set

Представленный синтез нечеткого регулятора типа ТСК 1 опирается на ис-
пользование 44 генераторов случайных чисел. Вычисление значений параметров 
функций принадлежности осуществлялось с помощью 8 генераторов случайных 
чисел. При формировании заключений правил были задействованы 27 генера-
торов случайных чисел. Расчет значений весов правил производился на основе 
работы 9 генераторов случайных чисел.

Рассмотрим работу системы управления с двумя параметрами управления 
Δ и dΔ, одним управляющим воздействием U и нечетким регулятором типа 
ТСК 1. Значения управляющего воздействия U представлены в таблице 13.
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Математическая модель синтеза, представленная в формулах (12-20), позво-
ляет составить нечеткий регулятор типа ТСК 1 для работы системы управления 
с двумя параметрами управления Δ и dΔ, одним управляющим воздействием U. 
Все полученные значения управляющего воздействия (таблица 13) лежат в уста-
новленном диапазоне U ∈ [−1; 1] при заданных значениях параметров управле-
ния (Δ ∈ [−0,5; 0,5], dΔ ∈ [−0,1; 0,1]).

Заключение
Представление в данной работе параметров функций принадлежности в виде 
функциональных зависимостей от случайно сгенерированных аргументов позво-
ляет исключить возможность формирования некорректных наборов параметров 
для нечеткого регулятора типа ТСК при его синтезе с помощью генетических 
алгоритмов. Применение математических моделей терм-множеств позволяют 

Таблица 12 Table 12
База правил нечеткого регулятора 
типа ТСК 1

The rule base of the TSK 1 type 
fuzzy controller

№ Условие Заключение Вес

1 (Δ = T1(S1)) ∧ (dΔ = T2(S1)) U = 0,26 + 0,05Δ − 0,02dΔ 0,451

2 (Δ = T1(S1)) ∧ (dΔ = T2(S2)) U = 0,25 + 0,04Δ + 0,23dΔ 0,769

3 (Δ = T1(S1)) ∧ (dΔ = T2(S3)) U = −0,18 + 0,09Δ − 0,11dΔ 0,521

4 (Δ = T1(S2)) ∧ (dΔ = T2(S1)) U = −0,27 + 0,05Δ − 0,28dΔ 0,354

5 (Δ = T1(S2)) ∧ (dΔ = T2(S2)) U = −0,30 − 0,04Δ + 0,33dΔ 0,357

6 (Δ = T1(S2)) ∧ (dΔ = T2(S3)) U = 0,48 + 0,09Δ − 0,15dΔ 0,070

7 (Δ = T1(S3)) ∧ (dΔ = T2(S1)) U = −0,06 − 0,05Δ + 0,08dΔ 0,077

8 (Δ = T1(S3)) ∧ (dΔ = T2(S2)) U = 0,29 + 0,09Δ + 0,28dΔ 0,197

9 (Δ = T1(S3)) ∧ (dΔ = T2(S3)) U = −0,10 + 0,11Δ − 0,16dΔ 0,640

Таблица 13 Table 13
Результат работы нечеткого 
регулятора типа ТСК 1

The result of the TSK 1 type fuzzy 
controller’s operation

Переменная dΔ
Переменная Δ

−0,5 0 0,5

−0,1 0,237 0,049 −0,093

0 0,234 0,046 −0,007

0,1 −0,236 −0,119 −0,061

Куликова И. В.
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сократить одномерный массив с параметрами нечеткого регулятора, что приводит 
к уменьшению используемой оперативной памяти. Полученные значения управля-
ющего воздействия и параметров управления в этом случае лежат внутри диапа-
зонов их возможных значений. Синтез нечеткого регулятора типа ТСК на основе 
генетического алгоритма реализован в авторской компьютерной программе [5]. 
Предложенную модель синтеза нечетких регуляторов типа ТСК можно использо-
вать для подбора параметров в системе автоматического управления температурой 
потока нефти при ее транспортировке [7].
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Abstract
Modern challenges in a post-industrial society require further development of management 
systems for complex technical and technological phenomena and processes. Effective con-
trol of an object is possible if a controller, or a fuzzy controller, correctly generates the re-
quired control action. Recently, fuzzy controllers have been very popular. Fuzzy logical 
statements in this case help considering various nonlinear relationships. The synthesis of 
the fuzzy controller parameters allows for more efficient operation of the control system. 
A possible option for obtaining the best set of parameters for a fuzzy controller is the use 
of genetic algorithms for its synthesis. The use of genetic algorithms for the fuzzy con-
trollers synthesis can lead to the fact that the elements of its parameters array will change 
in such a way that an incorrect value of one or more elements will occur. This situation 
leads to impossibility of composing membership functions for the terms of the variables 
of the fuzzy controller. Incorrect value formation is excluded by constructing a limited 
functional dependency.
This paper proposes a mathematical model of the parameters of the term-set of variables 
of a fuzzy controller of the Takagi — Sugeno — Kang type of the zero and first orders. 
The authors disclose the content of the conditions and conclusions of the rule base for 
the fuzzy controller of the above type.
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As a result of the simulation, some operations of the genetic algorithm are implemented 
using a random number generator. Graphical models of the membership functions of 
the input variables of the fuzzy controller of the type under consideration clearly illustrate 
the occurrence of all parameters in their range of possible values. A description of the con-
trol system operation with two control parameters and one control action at the specified 
values of the control parameters is presented.
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parameters of membership functions, random number generator.

DOI: 10.21684/2411-7978-2021-7-2-147-169

REFERENCES

1.	 Galiullin M. M., Shabarov A. B. 2011. “Application of fuzzy sets theory for well  
selection for the purpose of geological and technological measures in oil fields”.  
Tyumen State University Herald. Physical and Mathematical Modeling. Oil, Gas,  
Energy, no. 7, pp. 30-37. [In Russian]

2.	 Gladkov L. A., Kurejchik V. V., Kurejchik V. M. 2006. Genetic Algorithms. Edited 
by V. M. Kurejchik. Moscow: FIZMATLIT. 320 pp. [In Russian]

3.	 Gotlib B. M., Tarasyan V. S., Kozyanko I. D., Kolodkina V. Yu. 2015. “Fuzzy control 
of the isothermal pressing process”. Proceedings of the International Research Conference 
“Modern Problems of Automation and Control in Power and Engineering”, pp. 89-98. 
Penza State Technological University. [In Russian]

4.	 Kulikova I. V. 2020. “Construction of genetic algorithm for solving optimization  
problems with different parameter constraints”. Sovremennye naukoemkie texnologii, 
no. 2, pp. 40‑44. [In Russian]

5.	 Kulikova I. V. 2020. RF State Registration Certificate No. 2020613003 “Procedure 
for automatic synthesis of fuzzy Takagi — Sugeno — Kanga type regulators”.  
Registered in the Registry of Computer Programs 27 February. [In Russian]

6.	 Egupov N. D. (ed.). 2001. Methods of Robust, Neuro-fuzzy, and Adaptive Control. 
Moscow: BMSTU Publishing. 744 pp. [In Russian]

7.	 Nurbosynov D. N., Tabachnikova T. V., Gorshkova K. L. 2015. “System approach 
and analysis of hierarchical structures in formalizing the process of preparation  
and transportation of oil streams as an object of control”. Avtomatizaciya,  
telemexanizaciya i svyaz v neftyanoj promyshlennosti, no. 7, pp. 18-25. [In Russian]

8.	 Parsunkin B. N., Andreev S. M., Suxonosova T. G., Axmetov T. U., Vasilyev M. I. 2015. 
“Pressure control in the working space of industrial furnaces using the principle of fuzzy 
logic”. Avtomatizirovannye texnologii i proizvodstva, no. 1 (7), pp. 29-34. [In Russian]

9.	 Rastrigin L. A. 1978. “Random search — specifics, stages of history, and prejudices”. 
Voprosy kibernetiki, vol. 33, pp. 3-16. [In Russian]

10.	 Tarasyan V. S., Kulikova I. V. 2014. RF State Registration Certificate No. 2014614584 
“Automatic training of fuzzy MISO type regulators”. Registered in the Registry  
of Computer Programs 6 March. [In Russian]

Kulikova I. V.



169Modeling the synthesis of Takagi — Sugeno — Kang ...

Physical and Mathematical Modeling. Oil, Gas, Energy, vol. 7, no. 2 (26)

11.	 Tarasyan V. S., Kulikova I. V., Mezencev I. S. 2014. “Construction of fuzzy control 
system in mechatronic systems using genetic algorithms”. Sovremennye problemy nauki 
i obrazovaniya, no 6, p. 223. [In Russian]

12.	 Cordón O., Herrera F., Hoffman F., Magdalena L. 2001. Genetic Fuzzy Systems:  
Evolutionary Tuning and Learning of Fuzzy Knowledge Bases. Vol. 19 in Advances 
in Fuzzy Systems — Applications and Theory. World Scientific. 488 pp. 
DOI: 10.1142/4177

13.	 Takagi T., Sugeno M. 1985. “Fuzzy identification of systems and its applications  
to modeling and control”. IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics,  
vol. 15, no. 1, pp. 116-132.



170

© ФГАОУ ВО Òþìåíñêий ãîñóäàðñòâåííый óíèâåðñèòåò

Вестник Тюменского государственного университета. 
Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2021.  Т. 7. № 2 (26). С. 170-187

Нина Игоревна ЕРЕМЕЕВА1

УДК 001.891.573

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ВЛИЯНИЯ КАРАНТИННЫХ МЕР  
НА ДИНАМИКУ ЭПИДЕМИОЛОГИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА  
НА ОСНОВЕ SEIRD-МОДЕЛИ

1	 кандидат физико-математических наук,  
доцент кафедры «Высшая математика»,  
Димитровградский инженерно-технологический институт,  
филиал Национального исследовательского ядерного университета МИФИ 
vm-diti.mifi@yandex.ru; ORCID: 0000-0001-6160-2572

Аннотация
Эпидемия COVID-19 еще раз продемонстрировала, как важно уметь предсказывать 
развитие различных процессов и просчитывать последствия тех или иных действий. 
«Насколько результативным является ввод жесткого карантина?» и «Способен ли он 
остановить эпидемию?» — вопросы, на которые до сих пор нет однозначного ответа. 
Данная статья — попытка ответить на эти вопросы с привлечением средств математиче-
ского моделирования. Для проведения исследований была использована SEIRD-модель, 
модифицированная с учетом особенностей распространения COVID-19. SEIRD-модель 
относится к классу дифференциальных динамических моделей, что дает возможность 
оперативно проводить эксперименты для прогнозирования распространения заболе-
вания и расчета степени влияния на развитие процесса определенных параметров. 
В статье на основе численного моделирования демонстрируется, что недостаточные 
по длительности карантинные меры дают только временный эффект. А именно: после 
их завершения при недостаточном уровне «популяционного иммунитета» эпидемия 
опять начинает разрастаться и возникает второй пик заболеваемости. В работе про-
ведены численные расчеты, позволяющие отследить влияние на динамику эпидемио-
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логического процесса длительности и степени жесткости карантинных мероприятий. 
Численным образом установлено, что жесткие ограничительные мероприятия не всегда 
эффективны, что кратковременные жесткие меры дают меньший эффект нежели более 
мягкие, но длительные меры. В статье приведен пример нахождения параметров каран-
тинных мероприятий, обеспечивающих в ходе эпидемии фиксированные ограничения 
по уровню заболеваемости.

Ключевые слова
Математическое моделирование, численный эксперимент, дифференциальные динами-
ческие модели, SEIRD-модель, COVID-19, распространение эпидемии, карантинные 
мероприятия.
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Введение
Эпидемия COVID-19, затронувшая все страны и континенты и изменившая 
жизнь миллионов людей, еще раз продемонстрировала, как важно уметь прог
нозировать развитие процессов любой природы и определять степень влияния 
на эти процессы тех или иных мероприятий.

В настоящее время основным инструментом для исследования динамики 
распространения инфекционных заболеваний является математическое компью-
терное моделирование [3, 4]. Использование современных ЭВМ дало возмож-
ность быстро просчитывать возможные сценарии развития и определять необ-
ходимые меры для предотвращения неблагоприятных последствий.

Среди множества существующих математических моделей, описывающих 
распространение эпидемии, особое место занимают дифференциальные динами-
ческие модели [1, 10], которые, несмотря на некоторую упрощенность по срав-
нению со стохастическими моделями, дают возможность не только проводить 
прогнозирование распространения инфекции на основе анализа текущей ситуа
ции, но и просчитывать степень влияния на развитие процесса определенных 
параметров.

Одним из наиболее важных вопросов, возникающих в связи с дальнейшим 
распространением эпидемии COVID-19, является вопрос оправданности и эф-
фективности жестких ограничительных мероприятий. Цель работы — попытка 
найти ответ на этот вопрос с привлечением средств математического модели-
рования.

Методы
Выбор базовой математической модели  
для описания распространения эпидемии COVID-19
Большинство известных динамических математических моделей распространения 
инфекционных заболеваний построены на основе SIR-модели, предложенной 



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

172

в 1927 г. Андерсоном Маккендриком и Уильямом Кермаком [7, 9]. Согласно этой 
модели, в популяции выделяются 3 основные группы, взаимодействующие друг 
с другом:

	— восприимчивые (Susceptible),
	— инфицированные (Infected),
	— выздоровевшие (Recovered).

Позднее были созданы модели, использующие те же принципы описания 
эпидемиологического процесса, но рассматривающие другие способы деления 
популяции на группы: SIS, SIRS [5], MSEIR, SEIR, SEIRS, SEIS [6], SEIHFR [8], 
MSIR, SIRD, MSIR, SEIS, MSEIRS, SEIRD [2].

Заметим, что модель, описывающая распространение COVID-19, должна 
учитывать тот факт, что у болезни есть инкубационный период (существуют 
латентные носители вируса), а также в выделенных классах должен присутство-
вать класс «умершие», так как параметр «смертность» является значимым 
при рассмотрении данной эпидемии.

Таким образом, для описания распространения эпидемии COVID-19 из пе-
речисленных выше моделей наиболее подходящей является SEIRD-модель, 
которая делит популяцию на 5 групп:

	— восприимчивые (S(t)),
	— латентные (E(t)),
	— инфицированные (I(t)),
	— выздоровевшие (R(t)),
	— умершие (D(t)).

Согласно данной модели [2], динамика эпидемиологического процесса опи-
сывается системой дифференциальных уравнений:
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 	 (1)

в которой N = S(t) + E(t) + I(t) + R(t) + D(t) = const — численность популяции; 
β — коэффициент, отражающий вероятность получения болезни в случае кон-
такта восприимчивого индивидуума с инфицированным; μ  — коэффициент 
смертности; γ  — коэффициент, характеризующий скорость выздоровления 
инфицированного индивидуума; δ — коэффициент, отражающий скорость пе-
рехода из латентной фазы в фазу инфицирования.

Еремеева Н. И.
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Модификация SEIRD-модели с учетом особенностей  
течения эпидемии COVID-19
Для получения соответствия SEIRD-модели процессу распространения 
COVID-19 внесем в выбранную модель изменения, учитывающие следующие 
особенности этой COVID-эпидемии:

1)	заразность латентных носителей вируса,
2)	строгая изоляция выявленных больных,
3)	введение масштабных карантинных мер.
Для учета описанных особенностей разделим группу I(t) на две подгруппы:

	— инфицированные с бессимптомным течением болезни I1(t),
	— инфицированные, имеющие явные признаки заболевания I2(t).

Будем предполагать, что в результате жесткой изоляции или госпитализации 
пациенты с явными признаками заболевания лишаются возможности заражать 
восприимчивых, а бессимптомные инфицированные обязательно излечиваются, 
то есть не могут перейти в класс умерших. При этом, очевидно, должно выпол-
няться условие:

	 I(t) = I1(t) + I2(t).

На рис. 1 показана схема перехода между выделенными группами популяции.

Рис. 1. Схема перехода между 
группами популяции

Fig. 1. The scheme of the transition 
between population groups

Рассмотрим динамику процесса. Число восприимчивых индивидуумов S(t) 
уменьшается за счет контакта и заражения от E(t) — латентных индивидуумов — 
или от I1(t) — инфицированных индивидуумов, не находящихся в изоляции. 
Пусть α — коэффициент, отражающий вероятность получения болезни в случае 
контакта восприимчивого индивидуума с латентным; β — в случае контакта 
с инфицированным, не находящимся в изоляции. Тогда:

	 . 	 (2)
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Число латентных носителей увеличивается за счет контакта и заражения 
от E(t) и I1(t), а также в результате перехода латентных в разряд инфицированных 
вследствие завершения инкубационного периода. Следовательно,

	 , 	 (3)

где δ = 1/T3, T3 — среднее время инкубационного периода.
Аналогично

	 , 	 (4)

	 , 	 (5)

	 , 	 (6)

где γ1 — коэффициент, отражающий скорость выздоровления инфицированных, 
имеющих явные признаки заболевания (γ1 = 1/T1, T1 — среднее время болезни); 
γ2 — коэффициент, отражающий скорость появления иммунитета у инфициро-
ванных, при отсутствии явных проявлений болезни (γ2  =  1/T2, T2 — среднее 
время перехода к полному выздоровлению в случае бессимптомного заболева-
ния); μ — коэффициент смертности инфицированных, имеющих явные призна-
ки заболевания.

Из перечисленных выше признаков течения COVID-эпидемии остался не-
учтенным факт введения масштабных карантинных мер. При этом математиче-
ская модель должна учитывать и длительность, и степень жесткости, и момент 
введения карантина.

Введение ограничительных мероприятий уменьшает вероятность встречи 
восприимчивых с латентными или больными без явных признаков инфекции, 
то есть изменятся уравнения (2) и (3).

Для учета карантинных мер используем дополнительный переменный па-
раметр ρ(t), равный 1 при отсутствии ограничительных мероприятий и умень-
шающийся до 0 при введении полной изоляции. Тогда уравнения (2) и (3) запи-
шутся в виде:

	 , 	 (7)

	 . 	 (8)

Для удобства проведения численных расчетов перейдем от абсолютных 
значений численности выделенных групп популяции к относительным, для это-
го выполним замену переменных:

Еремеева Н. И.
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Кроме того, будем предполагать, что доля бессимптомных больных от об-

щего количества заразившихся вирусом постоянна и равна η, а значит,

	 ,  1 . 	 (10)

Таким образом, приходим к следующей системе уравнений, описывающих 
динамику распространения эпидемии:
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при этом обозначено 1   — коэффициент смертности, вычисляемый 
от общего количества заболевших I(t).

Результаты и обсуждение
Численные расчеты
Целью численных расчетов будет не описание и прогнозирование распростра-
нения COVID-19 в определенном регионе на основе реальных статистических 
данных, а демонстрация возможностей использования динамической модели 
для исследования влияния на ход эпидемии различных параметров, в частности 
длительности и степени жесткости карантинных мероприятий.

Предположим, что численность рассматриваемой популяции N = 1 500 000. 
И процесс распространения эпидемии только начинается. А именно:

	— начальное количество инфицированных I(0) = 100,
	— начальное количество латентных E(0) = 100,
	— начальное количество выздоровевших R(0) = 0,
	— начальное количество умерших D(0) = 0.

Будем считать, что коэффициент смертности  — μ  =  0,015, а доля инфи
цированных с бессимптомным течением болезни  — η  =  0,7. Кроме того, 
γ1 = 1/T1 = 0,071, γ2 = 1/T2 = 0,111, δ = 1/T3 = 0,167, где T1 = 14 — среднее время 

(9)
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болезни, а T2 = 9 — среднее время перехода к полному выздоровлению в случае 
бессимптомного заболевания, T3 = 6 — среднее время инкубационного периода.

Коэффициенты, характеризующие вероятность заражения при контакте с ин-
фицированным или латентным носителем вируса, примем равными α = 0,075, 
β = 0,1.

Проведем численный эксперимент, моделирующий динамику численностей 
выделенных популяционных групп. При этом рассмотрим два случая:

1)	жесткие карантинные меры не введены,
2)	введены карантинные меры, действующие с 200-го по 400-й дни эпидемии 

и  достигающие в пике уменьшения количества возможных заражений 
в два раза.

На рис.  2, 3 и 4 представлены графики зависимостей от времени долей 
умерших, инфицированных и восприимчивых (наиболее значимых для харак-
теристики динамики групп популяции) в случае отсутствия карантинных мер. 
Численные расчеты реализованы в математическом пакете Maple.

Заметим, что пик эпидемии приходится примерно на 375-й день, когда ко-
личество восприимчивых снижается до 79% от рассматриваемой популяции. 
Окончательно эпидемия идет на спад примерно на уровне 62,5% восприимчивых 
от общей численности.

Выясним, используя построенную математическую модель, как изменится 
динамика распространения эпидемии в случае использования жестких ограни-
чительных мероприятий.

Пусть карантинные меры вводятся на 200-й день эпидемии, длительность 
карантина — 200 дней, а возможность контакта с носителями инфекции в пике 
уменьшается до двух раз.

Рис. 2. График доли инфицированных 
в популяции Ĩ(t) при отсутствии 
карантинных мер

Fig. 2. The graph of the proportion 
of infected people in the population Ĩ(t) 
in the absence of quarantine measures

Еремеева Н. И.
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Рис. 3. График доли умерших 
в популяции  .  при отсутствии 
карантинных мер

Fig. 3. The graph of the proportion 
of deaths in population  .  
in the absence of quarantine measures

Рис. 4. График доли восприимчивых 
в популяции  ,  при отсутствии 
карантинных мер

Fig. 4. The graph of the proportion 
of susceptible people in the population  ,  
in the absence of quarantine measures

Рис. 5. График функции ρ(t), t1 = 200 — 
время введения, а t2 = 400 — время 
окончания карантинных мер

Fig. 5. The function graph ρ(t), t1 = 200 — 
introduction time, t2 = 400 — end time 
of quarantine measures
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На рис. 5 изображен график функции

	
1, 0, 200 400, 600 ,

0,5 0,01 3 2 0,01 3 , 200, 400 , 	 (12)

соответствующей таким ограничительным мероприятиям.
По рис. 6, 7 и 8 можно проследить, какие изменения происходят с динамикой 

долей умерших восприимчивых и инфицированных в этом случае.

Рис. 6. График доли инфицированных 
в популяции Ĩ(t) при наличии 
карантинных мер

Fig. 6. The graph of the proportion 
of infected people in the population Ĩ(t) 
in the presence of quarantine measures

Рис. 7. График доли умерших 
в популяции  .  при наличии 
карантинных мер

Fig. 7. The graph of the proportion 
of deaths in population  .  
in the presence of quarantine measures

Еремеева Н. И.
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Рис. 8. График доли восприимчивых 
в популяции  ,  при наличии 
карантинных мер

Fig. 8. The graph of the proportion 
of susceptible people in the population  ,  
in the presence of quarantine measures

Заметим, в случае введения описанных карантинных мер пик эпидемии 
наблюдается на 740-й день и соответствует 79% восприимчивых. Окончательный 
спад эпидемии наступает, когда доля восприимчивых переходит границу 66,5% 
от численности популяции.

Численный эксперимент показал, что описанные выше карантинные меры 
дают только временное улучшение ситуации. После отмены ограничительных 
мероприятий эпидемия вновь распространяется. Но введение карантина все же 
улучшает общую картину. Так, в результате введения ограничительных меро-
приятий максимальное количество инфицированных (нагрузка на медучрежде-
ния) уменьшается на 43%, а смертность на 11%. Изменился также момент вы-
хода из эпидемии — 66,5% восприимчивых от общей численности популяции 
по сравнению с 62,5% в предыдущем случае.

Поставим задачу — подобрать такие по длительности и степени жесткости 
карантинные мероприятия, чтобы в любой момент времени количество инфи-
цированных не превышало 0,9% от популяции.

Очевидно, что поставленная задача имеет разные варианты решения. Один 
из них (найденный численным образом) описывается функцией

	

���� �
⎩⎪
⎨
⎪⎧

1,  ���� � � �0, 200� � �600, 1 500�,
0,31�0,01� � 3�� � 0,69,  ���� � � �200, 300�,

0,69,  ���� � � �300, 500�,
0,31�0,01� � 5�� � 0,69,  ���� � � �500, 600�,

 

график которой изображен на рис. 9.
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Рис. 9. График функции ρ(t), 
t1 = 200 — время введения, 
а t2 = 600 — время окончания 
карантинных мер

Fig. 9. The function graph ρ(t), 
t1 = 200 — introduction time,  
t2 = 600 — end time of quarantine 
measures

Еремеева Н. И.

На рис. 10, 11 и 12 представлены графики долей умерших и инфицированных 
в случае введения новых условий карантина.

Как и стоило предполагать, общие показатели улучшились. Эпидемиологиче-
ская смертность снизилась на 13,5% от исходной. Повысился также на 8% порог 
доли восприимчивых в популяции для окончательного выхода из эпидемии.

Отметим, что на основе проведенного численного эксперимента, можно 
сделать вывод, что из двух параметров — длительности и степени жесткости — 
наиболее важным является длительность. Численным образом мы убедились, 
что кратковременные жесткие меры дают меньший эффект нежели более мяг-
кие, но длительные. Например, по степени жесткости второй карантин был 
более мягким, чем первый (вероятность контакта снижена на 31% против 50%), 
а по длительности более продолжительный (400 дней против 200). Эффектив-
ность второго карантина оказалась гораздо выше.

Рис. 10. График доли 
инфицированных в популяции Ĩ(t) 
при наличии новых карантинных мер

Fig. 10. The graph of the proportion 
of infected people in the population Ĩ(t) 
in the presence of new quarantine 
measures
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Рис. 11. График доли умерших 
в популяции  .  при наличии новых 
карантинных мер

Fig. 11. The graph of the proportion  
of deaths in the population . 
in he presence of new quarantine measures

Рис. 12. График доли восприимчивых 
в популяции ,  при наличии новых 
карантинных мер

Fig. 12. The graph of the proportion 
of susceptible individuals in the ,  
population in the presence of new 
quarantine measures

Составим на основе численного эксперимента графики (рис. 13, 14) и табли-
цу (таблица 1) максимальных значений доли инфицированных в популяции Ĩ(t) 
при наличии карантинных мер разной длительности и жесткости.

На основе эксперимента можно сделать вывод, что оптимальное снижение 
вероятности контакта — 20%. Увеличение жесткости карантина не только не эф-
фективно, а даже вредно. Это связано с тем, что за время жесткого карантина 
популяционный иммунитет вырабатывается медленно, и после отмены ограни-
чительных мероприятий неизбежный «второй пик» поднимается выше.
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Заключение
В результате проведения ряда численных экспериментов на базе SEIRD-модели 
(модифицированной с учетом особенностей распространения эпидемии COVID-19) 
получены следующие результаты:

1)	подтвердилось, что карантинные мероприятия качественно меняют ход 
эпидемии;

2)	выяснилось, что жесткие ограничительные меры способны «погасить» 
эпидемию, но, если не достигнут определенный уровень невосприимчивых 
к заболеванию, этот эффект будет временным, а именно: после отмены 
карантина эпидемия начнет распространяться с новой силой;

3)	получено, что в результате мягких, но продолжительных специально подо-
бранных ограничительных мероприятий можно добиться «приемлемого» 
сценария распространения эпидемии.
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Abstract
The COVID-19 epidemic has once again demonstrated the importance of predicting the de-
velopment of various processes and calculating the consequences. “How effective is the in-
troduction of strict quarantine measures?” and “Will the quarantine be able to stop the epide
mic?” — these questions still have no clear answer.
This article aims to answer these questions using mathematical modeling tools using 
the SEIRD model, modified to account for the peculiarities of the spread of COVID-19. 
The SEIRD model belongs to the class of differential dynamic models, which allows quick 
experimentation to predict the spread of the disease and calculate its influence on the devel-
opment of certain processes.
Based on numerical modeling, the author demonstrates that insufficient quarantine measures 
provide only a temporary effect. After they end, with an insufficient level of “population 
immunity”, the epidemic starts growing again, leading to a second morbidity peak.
This paper presents numerical calculations to track the duration impact and quarantine meas-
ures’ severity on the dynamics of the epidemiological process. The results show that strict 
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restrictive measures are not always effective, and strict short-term measures have less effect 
than softer, but long-term measures.
In addition, the author provides an example of finding the parameters of quarantine measures 
that ensure fixed limits on the morbidity level during the epidemic.
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Аннотация
Эффективность использования тепловой энергии, получаемой от системы центрального 
отопления, для обогрева здания (комплекса взаимосвязанных помещений), определяется 
полнотой сведений о факторах, влияющих на тепловой режим. В статье представлен 
подход к выявлению значимости такого комплексного параметра, как тепловая инерция 
помещения. Исследование этого вопроса принципиально важно для построения мате-
матической прогнозной модели, необходимой для автоматизации управления тепловым 
режимом. Предлагаемая методология использует принципы работы с большими дан-
ными и основана на автоматизированном анализе динамики изменения температуры 
в помещениях с учетом стандартных характеристик, определяющих теплообмен, 
метеоусловий, а также присутствия людей. Степень проявления тепловой инерции 
помещения определяется на основе времени запаздывания — временного интервала 
между существенным изменением метеоусловий или подачи тепловой энергии и из-
менением температуры воздуха в помещении. В качестве исходных данных выступали 
значения температуры воздуха и нагревательных элементов, полученные с датчиков, 
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размещенных в учебно-лабораторном корпусе высшего учебного заведения, с 1 марта 
по 19 апреля 2020 г. (периодичность измерений — 10 минут). Особенностью собран-
ных данных являются разные режимы использования отдельных помещений, а также 
наличие периодов полного отключения отопительной системы. Для проведения ана-
лиза данных был разработан модуль программного комплекса для интеллектуального 
мониторинга теплового режима здания. В программной реализации использована тех-
нология конвейера, последовательно выполняющего следующие операции: фильтрация 
и очистка данных; агрегация для заданных периодов; определение времени запаздыва-
ния. По результатам анализа данных автоматически определяются группы помещений, 
реагирующих с характерным временем запаздывания на существенные изменения 
внешних условий и режима отопления. Это является важным для математического 
моделирования режима отопления здания с учетом тепловой инерции и классификации 
помещений на основе этого параметра. Такая классификация позволит определить 
наиболее значимые факторы, влияющие на тепловой режим помещения, что позволит 
выработать рекомендации для принятия решений по управлению теплоснабжением.

Ключевые слова
Тепловой режим, математическое моделирование, тепловая инерция, программный 
комплекс, анализ данных.

DOI: 10.21684/2411-7978-2021-7-2-188-205

Введение
Оптимизация расхода тепловой энергии, используемой для отопления, являет-
ся одной из ключевых задач энергосбережения в странах с холодным климатом. 
В этом контексте особую значимость приобретает изучение особенностей те-
плового режима здания, поскольку выявление общих закономерностей и кон-
кретных количественных характеристик позволит эффективнее использовать 
возможности отопительной системы, что приведет к экономии тепловой энергии. 
Представляется, что решение этой задачи может быть основано на использова-
нии моделей и методов интеллектуального анализа данных, и в первую очередь 
классификации помещений относительно как агрегированных, так и динами-
ческих характеристик теплового режима. Результаты классификации, а именно 
полученные модели, позволят определить наиболее значимые признаки, влия-
ющие на тепловой режим помещения. Это, в свою очередь, позволит выработать 
рекомендации для принятия решений по управлению теплоснабжением с учетом 
параметров конкретных помещений.

Настоящая работа является продолжением исследования [1], в котором была 
реализована первичная классификация помещений по уровням теплового ком-
форта, основанная на характеристиках, отражающих расположение помещений 
и усредненные значения температуры воздуха в них.

Необходимость уточнения построенных моделей классификации определя-
ется объективными данными. В данной работе в качестве объекта наблюдения 
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выступает общественное здание, которое является учебно-лабораторным кор-
пусом высшего учебного заведения. Характерными особенностями здания яв-
ляется то, что его этажность в разных фрагментах варьируется от 1 до 4 этажей. 
Для 4-го этажа в устройстве отопительной системы выделен отдельный котел. 
При этом предварительный анализ данных указывает на необходимость опре-
деления дополнительных признаков для классификации. А именно: в здании 
существуют аудитории, которые обладают близкими характеристиками (напри-
мер, находятся сравнительно недалеко друг от друга на одном и том же этаже), 
но при этом относятся к различным классам теплового комфорта.

При этом важно понимать, что тепловой режим здания определяется не толь-
ко температурой отопительных элементов и погодными условиями. На него 
влияют и особенности организации отопительной системы, состояние конструк-
ций здания, и, наконец, то, как оно используется [12, 14, 17]. Предназначение 
помещений непосредственно определяет присутствие в них определенного коли-
чества людей и особенности их поведения, что сказывается на тепловом режиме 
здания [11, 15, 16]. Такое влияние может быть как осознанным, так и опосредо-
ванным. Для своего комфортного пребывания люди могут локально управлять 
отопительными элементами, ограничивая доступ теплоносителя к секциям ото-
пительного элемента, с той или иной периодичностью открывать окна и двери.

Таким образом, параметры, которые могут влиять на установившийся тепло-
вой режим в здании, можно разделить на внутренние и внешние. К внутренним 
параметрам, в частности, относятся характеристики перекрытий здания, состо-
яние отопительных систем. Целый ряд исследований показывает, что органи-
зация и размещение помещений в здании [12] являются столь же значимыми 
с точки зрения воздействия на тепловой режим, как и используемые материалы 
для внешних и внутренних перекрытий [2-4, 6, 10, 13]. Внешние параметры, 
среди которых можно выделить температуру воздуха, скорость и направление 
ветра, определяются состоянием окружающей среды. Отдельно следует отметить 
возможность поступления тепловой энергии от солнечного излучения, которое 
оказывает значительное влияние на тепловой режим здания [7]. Наконец, важ-
ным фактором, с которым связана динамика изменений температуры внутри 
помещения, выступает тепловая инерция [8, 9].

Основная цель данного исследования — разработка и программная реали-
зация методов выявления статических и динамических характеристик, опреде-
ляющих температурный режим здания, на основе анализа и интерпретации 
данных с датчиков температуры, информации о погодных условиях, а также 
особенностей конструкции рассматриваемого здания.

Материалы и методы исследования
Исходные данные
В общем случае необходимым условием полноценного решения задачи прогно-
зирования состояния определенного объекта является наличие данных, которые 
прямо или косвенно отражают значения его ключевых характеристик и внешних 
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условий. В этом плане исследование теплового режима здания не является ис-
ключением. При этом известно, что в нормальных условиях (без отключения 
отопления и значительных перепадов температуры воздуха в окружающей 
среде) температура воздуха во всех помещениях примерно одинакова. Однако 
на изменения определенных характеристик внешней среды помещения в здании 
реагируют по-разному. Именно по этой причине возникает проблема всесто-
роннего анализа и выявления значимости для теплового режима в помещении 
как внутренних, так и внешних факторов.

Данные, определяющие характеристики помещения
В таблице 1 приведены параметры, описывающие помещения в разрезе здания 
в целом. Перечисленные параметры являются статическими и не изменяются 
во времени для конкретного помещения.

Следующие параметры являются динамическими:
	— температура воздуха в помещении;
	— внешняя температура отопительного элемента в помещении.

Сбор соответствующих данных с датчиков осуществляется с периодично-
стью в 10 минут.

Таблица 1 Table 1
Параметры, описывающие 
помещения здания

The parameters of classrooms 
in the building

Параметр Шкала измерения

Количество внешних стен Относительная

Сторона света, на которую обращена внешняя стена* Номинальная

Площадь внешних стен

Относительная
Площадь окон во внешних стенах

Площадь отопительных элементов

Площадь стен, обращенных в коридор**

* Допустимые значения параметра 
«сторона света»: С — север; севе-
ро-восток — СВ; восток — В; юго-вос-
ток — ЮВ; юг — Ю; юго-запад — 
ЮЗ; запад — З; северо-запад — СЗ.
** Коридор является особым помеще-
нием, которое характеризуется относи-
тельно низким соотношением площа-
ди отопительных элементов и его 
площади по сравнению с другими 
помещениями.

* Possible values for the parameter 
“directions”: N — north; northeast — NE; 
east — E; southeast — SE; south — S; 
southwest — SW; west — W; north-
west — NW.
** Corridor is a special room that is char-
acterized by a relatively low ratio 
of heating elements to its area compared 
to other rooms.
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Данные, определяющие погодные условия
Для определения погодных условий используются открытые данные [5], их 

описание приведено в таблице 2.

Таблица 2 Table 2
Параметры, описывающие 
погодные условия

Weather parameters

Название параметра Единицы измерения

Температура воздуха °C

Скорость ветра м/с

Направление ветра Номинальное значение

Данные погодных условий обновляются с периодом в 1 час. Для синхрони-
зации времени выполнения замеров данные с датчиков температур в здании 
учитываются на начало каждого часа.

Хранение данных
Собранные данные хранятся в файлах формата csv:

	— значения статических параметров для каждой аудитории;
	— значения динамических параметров в формате: <температура воздуха 

в помещении, температура поверхности отопительных элементов, 
температура воздуха, скорость ветра, направление ветра, дата и вре-
мя замера>.

Дополнительные параметры
Также на температурный режим могут влиять следующие факторы:

	— степень освещенности конкретного помещения солнечным светом;
	— занятость аудиторий.

Степень освещенности является динамическим признаком, который изме-
няется в течение дня и зависит от расположения аудитории и конкретных по-
годных условий. На характер суточных изменений в том числе оказывает вли-
яние текущее время года. Освещенность оценивается относительно каждого 
помещения согласно формуле:

	 , , cos cos , 	 (1)

где alt — угол, отражающий положение Солнца по отношению к горизонту; as — 
азимут Солнца, ar — азимут внешней стены помещения, наблюдатель при расчете 
азимута принимается как точка на стене, противоположной внешней.

Режим эксплуатации помещений определяется в нашем случае (учебное заве-
дение) расписанием занятий. Занятость аудиторий отражает влияние присутствия 
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людей на тепловой режим в помещении в определенные промежутки времени. 
Соответствующие данные извлекаются из расписания занятий.

Программное решение
Предварительная обработка и анализ данных выполнялись с помощью специаль-
ного модуля интеллектуальной системы мониторинга теплового режима здания 
[1]. Разработанное решение позволяет выделять из потоковых данных выборку 
для указанных промежутков; выполнять сопоставительный анализ на основе ви-
зуализации динамики изменения параметров; извлекать значения количественных 
показателей относительного смещения ряда данных.

В нашем случае в качестве показателя выступало запаздывание температур: 
на  сколько шагов нужно сдвинуть временной ряд, отражающий температуру 
в помещении, чтобы он был максимально близок к «поведению» временного 
ряда, описывающему температуру окружающей среды. Мерой близости выбрано 
среднеквадратическое отклонение. Выбор данных происходит исходя из зада-
ваемого пользователем временного периода. Дополнительно можно ограничить 
диапазон шагов, в котором будет осуществляться поиск.

Формально метод может быть представлен в следующем виде:
Определить сдвиг временного ряда T — подпоследовательность временно-

го ряда tin, заданной длины n. Сдвиг представляет собой вектор с компонентами Ti, 
такой, что:

	
1 min,

1 , 	 (2)

где tin  — вектор температур воздуха в помещении; tout  — вектор температур 
воздуха окружающей среды; n – длина временного ряда.

Таким образом, данный вектор соответствует участку временного ряда tin, 
на котором достигается минимальное расстояние между температурой воздуха 
окружающей среды и температурой воздуха в помещении.

Организация вычислительного эксперимента
Исследовался температурный режим в 5 аудиториях, которые были выбраны 
исходя из различий в статических параметрах. В таблице 3 приведены значения 
параметров, определяющих внутренний теплоперенос, для каждой из рассма-
триваемых аудиторий.

Особенностью аудиторий 412 и 420 является то, что они связаны с отдельным 
котлом отопления, который работает только для 4-го этажа, где вышеуказанные 
аудитории и размещены. Кроме того, имеются отличия в материалах перекрытий 
для данного этажа, в отличие от прочих рассматриваемых аудиторий.

Таблица 4 содержит описание внешних стен: сторону света, на которую 
обращена стена и ее площадь, а также площадь окон в случае их наличия.
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Таблица 3 Table 3
Значения параметров, определяющих 
внутренний теплоперенос

The values of the parameters that 
define inner heat transfer processes

Номер аудитории Площадь стен,  
обращенных в коридор, м2

Количество смежных 
помещений

210 9,02 2

316 17,11 2

412 20,13 2

420 32,09 1

219 25,67 1

Таблица 4 Table 4
Описание внешних стен 
помещений

The description of the classrooms’ 
outer walls

Номер аудитории
Сторона света, 

на которую  
выходит стена

Площадь стены, м2 Площадь окон, м2

210
ЮВ 26,42 12,95

ЮЗ 17,34 0

316 ЮЗ 17,11 9,58

412 ЮЗ 20,13 11,98

420 СВ 19,77 11,76

219 СВ 16,68 10,51

Выбор аудиторий для эксперимента обусловлен различиями в параметрах: 
количестве внешних стен, организации обеспечения тепловой энергией, режи-
ме эксплуатации, а также иных параметрах, которые определяют размещение 
помещений в рамках здания.

Особенности исходных данных
В качестве материалов для исследования использовались данные с датчиков 
температур и параметры внешней среды с 1 марта 2020 г. по 19 апреля 2020 г. 
включительно, всего 1 200 записей.

Собранные данные относятся к двум характерным периодам:
	— обычный режим эксплуатации помещений, когда проводились учебные 

занятия и были задействованы административные помещения — с 1 мар-
та по 16 марта 2020 г.;
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	— закрытый режим эксплуатации помещений, учебные занятия в здании 
не проводятся, минимальная активность в административных помеще-
ниях — с 16 марта по 19 апреля 2020 г.

Кроме этого, 17 и 27 марта производились отключения отопительной систе-
мы во всем здании.

Анализ экспериментальных данных
Цель анализа данных заключается в поиске механизма уточнения классификации 
аудиторий, которая была предложена ранее [1]. Выполненная классификация 
опиралась на среднюю температуру воздуха в помещениях. Соответственно, 
она дает лишь общее представление о том, как можно разделить аудитории 
на различные классы в соответствии с их параметрами. Данный способ класси-
фикации не учитывает дополнительные характеристики помещений. Как видно 
из данных, аудитории имеют различные режимы эксплуатации и варьируются 
в  значениях прочих параметров, при этом температура в помещениях имеет 
схожую динамику изменений.

На рисунках, представленных далее, график out отражает значение темпе-
ратуры окружающей среды. Остальные графики описывают изменение темпе-
ратуры в определенном помещении (аудитории с указанным номером) и на ото-
пительных элементах, подписи in и bat соответственно.

На рис. 1 и 2 приведены графики, которые использовались при выполнении 
общей классификации в работе [1]. На рис. 1 приведен график изменения тем-
ператур воздуха в помещениях. Представленные зависимости показывают, что 
аудитории отзываются на изменения внешних условий особым образом. На рис. 2 
представлен график изменения температур на отопительных элементах в на-
блюдаемых аудиториях.

Анализ зависимостей, представленных на рис. 1, 2, позволяет отметить, 
что характер изменений температуры с течением времени во всех аудиториях 
совпадает, при этом есть различия в абсолютных значениях. Данные расхож-
дения обусловлены особенностью устройства системы отопления в здании, 
в том числе и тем, что температура теплоносителя отличается для двух тепло-
вых узлов.

При этом для помещений, которые используются как административные, 
их влияние проявляется в утреннее и дневное время равномерно. В то же время 
для учебных аудиторий характерно наличие периодов, в которые люди отсут-
ствуют, поскольку занятия не проводятся.

Рассмотрим более подробно особенности изменения температуры и соот-
ношение между температурой воздуха и отопительных элементов для отдель-
ных аудиторий.

На рис. 3 приведена динамика изменений температур за весь период изме-
рений для аудитории 420. Представленные графики иллюстрируют особенно-
сти теплового режима, в том числе отражают два отключения отопительной 
системы разной продолжительности. Кроме того, этот период характеризуется 
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Рис. 1. Температура воздуха 
в помещениях

Fig. 1. The air temperature in classrooms

Рис. 2. Температура на элементах 
отопления

Fig. 2. The temperature on heating 
elements

Ромазанов А. Р., Захарова И. Г.
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значительным изменением температур во времени, связанным с объективными 
обстоятельствами.

Более детально динамика изменения температуры представлена на рис. 4 и 5, 
отражающих закономерности, которые характеризуют температурный режим 
в конкретной аудитории. На рис. 4 представлен график изменения температур 
с 9 по 13 апреля. Он показывает характерную динамику суточных изменений 
для данной аудитории: изменения внешней температуры отражаются на измене-
ниях температуры в помещении с определенным запаздыванием.

Можно предположить, что эта особенность температурного режима аудито-
рии позволит определить дополнительные параметры с целью более точной 
классификации помещений.

На рис. 5 представлен график изменения температур за 10.04 для аудито-
рии 420.

Рассмотренные графики (рис. 4, 5) демонстрируют устойчивость темпера-
турного режима аудиторий к незначительным изменениям внешней температу-
ры. В таблице 5 приведены значения температуры на 10 апреля в аудитории 420.

При значительном изменении температуры воздуха окружающей среды 
температура в помещении коррелирует в первую очередь с температурой на ото-
пительных элементах.

Рис. 3. Данные с датчиков температуры 
в аудитории 420

Fig. 3. The sensors data on the temperature 
in the classroom 420



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

198

Рис. 4. Температура в аудитории 420 Fig. 4. The temperature 
in the classroom 420

Рис. 5. Температура на 10 апреля 
в аудитории 420

Fig. 5. The temperature on April 10 
in the classroom 420

Ромазанов А. Р., Захарова И. Г.
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Также в период наблюдений были зафиксированы следующие критические 
ситуации:

	— отключение отопительной системы 17 марта (рис. 6);
	— приостановка подачи электроэнергии и отопления 25 марта (рис. 7).

Таблица 5 Table 5
Температура воздуха на 10 апреля 
для аудитории 420

The air temperature on April 10 
in the classroom 420

Температура 
окружающей  

среды, °C

Температура 
воздуха  

в помещении, °C

Температура 
на отопительных 

элементах, °C

Минимальное 
значение 2 21,8 44

Максимальное 
значение 15 25,7 46,5

Разница 13 3,9 2,5

Рис. 6. Динамика изменения температур 
при отключении отопления

Fig. 6. The dynamics of the temperature 
change during the heating system shutdown
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Рис. 7. Динамика изменения 
температур при отключении подачи 
электроэнергии и отопления

Fig. 7. The dynamics of the temperature 
change during the power outage 
and heating system shutdown

Максимальная разница температуры воздуха в помещениях 420 и 219 равна 
1,4 °C и 1,8 °C для первого и второго случая отключения отопления соответ-
ственно. При этом первый период длился 6 часов, а второй 30 часов.

Таким образом, анализ показаний датчиков температур подтвердил предпо-
ложение о различной реакции помещений на изменения подачи отопления. 
Несмотря на общие закономерности в динамике изменения температуры в по-
мещении в течение суток, а также на наличие периодов, в которые произошли 
отключения системы отопления, явно прослеживаются значительные отличия 
в характере данных изменений.

При этом при кратковременных отключениях отопления в отсутствие эксплу-
атации помещения — даже при падении температуры теплоносителя до уровня 
температуры в помещении — температура воздуха изменяется несущественно.

Заключение
Предложенный метод показал свою результативность, что позволяет сделать 
вывод о возможности математического моделирования теплового режима с уче-
том классификации помещений, основываясь на оценке динамики изменения 
температур, то есть тепловой инерции.

Ромазанов А. Р., Захарова И. Г.
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Разработанный программный инструмент также позволяет выявить прояв-
ления тепловой инерции и при изменении температуры внешней среды. Даль-
нейшие исследования предполагается сосредоточить на создании моделей 
для определения того, каким образом конкретные факторы оказывают влияние 
на тепловой режим здания. В частности, на основе расширенного набора данных 
будет построена модель классификации помещений, в том числе с учетом осо-
бенностей их эксплуатации.
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Abstract
The efficiency of using thermal energy that is received from the central heating system to 
supply a building (a complex of interconnected rooms) is determined by the completeness 
of information available on the factors that affect the thermal regime. This article presents 
an approach that allows evaluating the significance for thermal management of such complex 
parameters as thermal inertia of a room and features of its use. The proposed methodology 
is based on the analysis of the dynamics of temperature changes in rooms, considering 
the standard characteristics that determine heat exchange, meteorological conditions, and 
the presence of people. The degree of the thermal inertia influence on a room is determined 
on the lag time, which is the time interval between a significant change in weather conditions 
or the supply of thermal energy and a change in the air temperature in the room. The ini-
tial data included the values ​​of the temperature of the air and heating elements, that were 
obtained from the sensors located in a university building. The observation was conducted 
between 1 March and 19 April 2020 (measurement frequency — 10 minutes). The collected 
data consist of measurements gathered during room usage in different modes. Additionally, 
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the presence of periods of complete shutdown of the heating system also affected the respective 
data. The module of the intelligent monitoring system for the thermal regime of the building 
was developed to perform data analysis. The module was implemented as a pipeline that 
sequentially performs the following operations: filtering and cleaning data; aggregation for 
specified periods; determination of the delay time. The results of the data analysis show 
the  possibility of selecting groups of rooms that react to significant changes in external 
conditions and heating mode with a remarkable lag time. This confirms the importance of 
considering the thermal inertia for efficient heating control (intermittent operation). The re-
sults allow concluding that it is possible to build a classification model based on the thermal 
inertia parameter. These models will help in determining the most significant factors affecting 
the thermal regime of the room. In its turn, it allows producing recommendations for making 
decisions on heat supply management.
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Thermal regime, modeling, thermal inertia, information system, data analysis.
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Аннотация
Статья посвящена исследованию процесса распространения поколений промышленных 
изделий на конкурентном рынке и оценке влияния характеристик поколений изделий 
и дестабилизирующих факторов на объем их продаж. В качестве характеристик ис-
пользуются уровень инновационности и конкурентоспособности поколений, дано их 
определение и математическая формализация. В исследовании используются обоб-
щенная модель Ф. Басса, положения концепции «многопродуктовой конкуренции» 
Р. Петерсона и В. Махаджана и концепции об изменчивости поведения потребителей 
разных поколений Т. Ислама и Н. Мида. Получена модель распространения поколе-
ний промышленных изделий конкурирующих брендов на дуопольном рынке с учетом 
дестабилизирующих факторов. На основе модели построены уравнения, устанав-
ливающие связь между долями потребителей конкурирующих поколений изделий. 
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В качестве базы для апробации выступают статистические данные распространения 
поколений стационарных игровых консолей компаний Sony и Microsoft на глобальном 
и региональном рынках. Для идентификации параметров модели и определения на-
личия и тесноты связи применяются корреляционно-регрессионный анализ и метод 
наименьших квадратов. Полученные результаты демонстрируют высокий уровень 
корреляции между объемом продаж каждого поколения консолей и характеристиками 
поколений консолей. Установлено, что с увеличением оказываемого влияния со сто-
роны конкурента уменьшается кумулятивная доля рынка рассматриваемого поколения 
изделия и с увеличением уровня инновационности поколения изделия увеличивается 
его уровень конкурентоспособности. Полученные результаты обработки прогнозных 
и  фактических данных распространения поколений демонстрируют значительное 
влияние дестабилизирующих факторов на процесс распространения поколений. 
Теоретическая значимость работы состоит в развитии модели распространения поко-
лений промышленных изделий для частного случая с дуапольной структурой рынка. 
Практическая значимость заключается в получении расчетных значений связи между 
объемом продаж каждого поколения консолей и их характеристиками.

Ключевые слова
Поколения инноваций, распространение инноваций, уровень инновационности, уро-
вень конкурентоспособности, стационарные игровые консоли, дестабилизирующие 
факторы.
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Введение
Формирование инновационной экономики, характеризующееся активным ис-
пользованием результатов научно-технического прогресса реальным сектором 
экономики, оказало значительное влияние на теорию диффузии инноваций, 
расширив классическую модель распространения инноваций в виде товаров 
длительного пользования на монопольном рынке.

На фоне происходящей глобализации и цифровизации формируются новые 
сетевые формы кооперации и консолидации науки и производства, оптимизи-
руются цепочки поставок материалов и комплектующих, сокращается жизнен-
ный цикл технологий и оборудования. Указанные обстоятельства, сопровожда-
емые общей нестабильностью и ускорением технологических и социальных 
изменений, порождают качественно новую конкурентную среду.

Возрастающая роль и значимость конкуренции отмечена как на федеральном 
уровне в ряде национальных проектов и государственных программ, так 
и на международном в ежегодных докладах Всемирного экономического фору-
ма о глобальной конкурентоспособности. По результатам исследования анали-
тического центра при Правительстве Российской Федерации за 2015‑2020 гг. 
около 50% опрошенных отечественных предприятий оценивают рыночную 
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среду как «высоко конкурентную» и «очень высоко конкурентную» с увеличе-
нием числа конкурентов [3]. Возникающая конкурентная борьба, направленная 
на удержание и рост собственной доли рынка, становится для производителей 
ведущим фактором постоянного улучшения характеристик своей продукции.

Как следствие, среди отечественных и зарубежных ученых высокую акту-
альность приобрело исследовательское направление, посвященное математи-
ческому моделированию распространения товаров на олигопольном рынке. 
Научные работы Р. Петерсона и В. Махаджана [15], Ф. Паркера и Х. Гатингно-
на [13] дали мощный импульс в математической формализации и количествен-
ной оценке конкуренции в диффузионных моделях.

Однако в настоящее время большинство научных работ сфокусировано 
на исследовании распространения товаров на олигопольном рынке без учета 
смены поколений товаров. Одной из причин сложившейся ситуации является 
отсутствие единого определения и подхода к количественной и качественной 
оценке конкурентоспособности [2]. Не менее значимым является необходимость 
учета возрастающей нестабильности, проявляющейся в возникновении деста-
билизирующих факторов, оказывающих влияние на процесс распространения 
каждого поколения и его отклонение от прогнозных значений. Наиболее сильно 
указанным факторам подвержены материальные промышленные изделия.

В соответствии с вышеизложенным целью статьи является исследование 
процесса распространения поколений промышленных изделий на конкурентном 
рынке и оценка влияния характеристик поколений изделий и дестабилизирую-
щих факторов. В качестве характеристик поколений изделий используются 
уровень инновационности и конкурентоспособности поколений.

Исследование является продолжением работы [1], посвященной оценке 
связи между уровнем инновационности и процессом распространения поколе-
ний промышленных изделий.

Теоретическую базу исследования составляют: обобщенная модель Ф. Бас-
са, положения концепции «многопродуктовой конкуренции» Р.  Петерсона 
и В. Махаджана и концепции изменчивости поведения потребителей разных 
поколений Т. Ислама и Н. Мида; в качестве метода исследования используется 
корреляционно-регрессионный анализ с применением метода наименьших 
квадратов; для апробации результатов исследования используются статистиче-
ские данные о продажах поколений стационарных игровых консолей компаний 
Sony и Microsoft на глобальном и региональном рынках.

На основе проведенного сравнительного анализа релевантной научной лите-
ратуры в рамках теории диффузии инноваций в работе применяется следующий 
понятийный аппарат: уровень инновационности поколения изделия определяется 
как количественное значение совокупности воспринимаемых потребителями 
(клиентами) изменений, вносимых в поколение и определяющих его потребитель-
скую новизну; уровень конкурентоспособности поколения изделия определяется 
как количественное значение свойства поколения изделия превосходить конкури-
рующие изделия по совокупности воспринимаемых потребителями параметров 
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и оказывать воздействие на их количественные показатели распространения 
(скорость и объем продаж).

Структурно статья представлена тремя основными разделами: в первом 
разделе изложен обзор научной проработанности вопроса, позволяющий сфор-
мулировать направление исследования. Во втором разделе приводятся и описы-
ваются математическая модель и метод исследования. В третьем разделе демон-
стрируются результаты исследования. В конце статьи обсуждаются полученные 
результаты, их теоретическая и практическая значимость, а также дальнейшие 
перспективы исследования.

Степень научной проработанности вопроса
Модель распространения изделия с учетом дестабилизирующих факторов 
может быть записана в виде нелинейного обыкновенного дифференциального 
уравнения первого порядка:

	 , , 1 . 	 (1)

Модель имеет вид задачи Коши и представляет собой обобщенную модель 
Ф. Басса (Generalized Bass Model, GBM) [4] с начальным условием F(0) = F0 
и граничными условиями F ∈ [0; 1], где dF(t)/dt — скорость распространения 
изделия или скорость роста доли потребителей; F(t) — кумулятивная доля по-
требителей за время t (по отношению к рыночному потенциалу); g(t, F(t), 
x(t)) = (p + qF(t))x(t) — коэффициент диффузии интерпретируемый как вероят-
ность покупки в момент времени t; [1 − F(t)] — кумулятивная доля потенциаль-
ных потребителей (неосвоенная часть рынка); p — коэффициент инновации, 
представляющий собой «эффект рекламы» при предположении, что потребите-
ли-новаторы узнают об изделии из СМИ или случайно; q — коэффициент ими-
тации, выражающий эффект «из уст в уста», при предположении, что потреби-
тели-имитаторы узнают об изделии от действующих потребителей; t — время; 
x(t) — функция дестабилизирующих факторов, x(t) ∈ [0; +∞).

Первоначально параметр x(t) содержал функцию изменения цены изделия 
и описывал маркетинговые стратегии компании [4]. Однако последующие ис-
следования показали, что назначение параметра x(t) может быть расширено 
до учета дестабилизирующих факторов, влияющих на процесс распространения. 
Так, в работе [8] при моделировании истощения запасов сырой нефти и природ-
ного газа x(t) описывал политические, экологические и технологические фак-
торы. В исследовании [7] x(t) использовался для учета государственных стиму-
лирующих мер и институциональных барьеров при прогнозировании внедрения 
фотоэлектрических систем в различных странах. Схожее исследование прове-
дено [6] для оценки распространения технологии ветроэнергетики с учетом 
стимулирующих мер на рынках США и Европы.

При x(t)  =  1 уравнение (1) сводится к классической модели Ф.  Басса, 
при которой процесс распространения описывается логистической S-кривой, 
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симметричной относительно точки t* на временном отрезке [0; 2t*], то есть 
F(t − 1) = F(t + 1) при t ∈ [0; t*]. При x(t) > 1, процесс распространения ускоря-
ется с течением времени и скорость прироста доли потребителей увеличивается, 
при x(t) < 1 процесс распространения замедляется и скорость прироста доли 
потребителей уменьшается.

Дифференциальное уравнение (1) относится к уравнениям Рикатти и мо-
жет быть решено аналитически в предположении постоянства параметров p, q 
и при начальном условии F(0) = F0. При F0 = 0 и    решение примет 
следующий вид [4]:

	
1

1 . 	 (2)

В приведенных исследованиях отмечается, что модель GBM по сравнению 
с классической моделью Ф. Басса более универсальна. Однако обе модели име-
ют идентичные ограничения и допущения, в том числе структура рынка в мо-
делях — монополистическая, при которой распространение происходит без кон-
курентов и смены поколений изделия.

Первая концепция учета конкуренции в диффузионных моделях относится 
к работе Петерсона и Махаджана [15], описывающей класс детерминированных 
многопродуктовых моделей распространения изделий. В исследовании авторами 
выдвинута гипотеза, что конкурирующие влияния изделий пропорциональны 
потенциальным размерам рынков этих изделий. В дальнейшем Ф. Паркером 
и Х. Гатиньоном в работе [13] была предложена и апробирована гипотеза, что 
общий потенциальный размер рынка представляет собой сумму размеров рынков 
всех конкурирующих изделий, снизив трудоемкость идентификации параметров 
модели и их количество. Для двух конкурирующих изделий модель распростра-
нения примет следующий вид:

	
1 ,

1
 	 (3)

при F(t) = F1(t) + F2(t), где γ1, γ2 — коэффициент конкурирующего влияния пер-
вого изделия на второе и наоборот соответственно.

Уравнение (3) представляет собой систему нелинейных дифференциальных 
уравнений 2-го порядка, решением которой при F(0) = F0 = 0 является:

	
1

1  	 (4)

при i, j = 1, 2  и i ≠ j.
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Подробный обзор исследований моделей на основе концепции «многопродукто-
вой конкуренции» изложен в [11, 14]. В своих выводах авторами отмечена необхо-
димость дальнейшего развития моделей распространения конкурирующих изделий 
с учетом смены поколений и факторов, влияющих на процесс распространения.

Так, в работе [5] предложена диффузионная модель роста абонента мобильного 
Интернета на Тайване с использованием концепции «многопродуктовой конку-
ренции», дополненной моделью Нортана — Басса (NB), описывающей смену 
поколений и учетом изменчивости поведения потребителей разных поколений. 
В качестве вывода авторы отмечают необходимость дополнения полученной мо-
дели переменными, которые отражают влияние стратегии компании на процесс 
распространения изделия.

В более позднем исследовании [9] предложена мультигенерационная диффу-
зионная модель на основе модели NB, дополненная переменной x(t), идентичной 
в уравнении (1), учитывающей стратегию компаний. Полученные результаты 
исследования демонстрируют более высокую степень согласованности данных 
при прогнозировании и гибкость в оценке параметров модели. Однако модель остав-
ляет без внимания существование конкурирующего изделия, а также связь между 
коэффициентами инновационности и имитационности разных поколений изделия.

Используемая в вышеприведенных работах модель NB базируется на пред-
положении о влиянии рыночных потенциалов поколений друг на друга, которое 
неоднократно обсуждалось в научной литературе. В работе [1] была поставлена 
и апробирована гипотеза о независимости рыночных потенциалов для последо-
вательных поколений промышленных изделий.

Таким образом, актуальным является исследование процесса распространения 
промышленных изделий на конкурентном рынке с учетом смены поколений и оцен-
ка влияния характеристик поколений изделий и дестабилизирующих факторов 
на их скорость и объем продаж.

Методология исследования
Рассмотрим дуополию как частный случай олигопольного рынка, при котором 
рынок разделен между двумя конкурирующими производителями (брендами) — 
X и Y. Модель распространения поколений промышленных изделий конкури-
рующих брендов в общем виде примет вид:
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где	 ,  , . 	 (6)
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 — конкурентное влияние в рамках межбрендовой конкуренции; 
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 — конкурентное влияние в рамках внутрибрендовой конкуренции; , . , 
, .  — время выхода конкурирующих поколений бренда X и Y соответственно; 
N, M — количество поколений бренда X и Y соответственно; i, j — порядковые 
номера рассматриваемых поколений брендов X и Y соответственно.

Уровень инновационности и уровень конкурентоспособности поколения 
изделия, описывающие его характеристики, определяются как:

	— для бренда X: уровень инновационности (У. И.) = 

⎩
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧�������

�� � ���� � ��������� �����������
�

��1
���������� � ����

�

��1
� �1� �����������,

�������
�� � ���� � ��������� �����������

�

��1
���������� � ����

�

���
� �1� �����������,

 

; уровень кон-
курентоспособности (У. К.) = 
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;
	— для бренда Y: уровень инновационности (У. И.) = 
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курентоспособности (У. К.) = 
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.
Примем в качестве допущения следующие положения: (1) время начала 

распространения поколений изделий идентично; (2) внутрибрендовая конку-
ренция отсутствует, т. е. 
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 = 0. Перепишем систему уравнений (5) на случай 
двух поколений:
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 	 (7)

где кумулятивная доля потенциальных потребителей поколений изделий 
. .

Модель (7) представляет собой систему нелинейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений 4-го порядка, описывающую распространение поколе-
ний изделий на конкурентном рынке. Связь между коэффициентами инноваци-
онности и имитационности последовательных поколений рассмотрена в  [1] 
и может быть выражена в общем виде:

	 ,
 	 (8)

при k ≥ 1, где k — номер поколения изделия, 
,
 
 и ,

 
 — функции 

изменения коэффициента инновационности и имитационности в зависимости 
от изменения цены на изделие и эксплуатационных издержек, соответственно.

Построим уравнение, устанавливающее связь между долями потребителей 
поколений изделий. Рассмотрим момент времени насыщения рынка F(t) = 1. 
Преобразуем уравнения, описывающие конкуренцию между первыми поколе-
ниями брендов, к виду:
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1
1 . 	 (9)

Отсюда	 . 

	
. 

Проинтегрировав равенство, получим:

	

1
1 1

ln 1 1 1 1 1
1

1 1
ln 1 1 1 1 1 . 

	
1

1 1
ln 1 1 1 1 1

1
1 1

ln 1 1 1 1 1 . 

При начальном условии 0 0 0  константа интегрирования С 
определяется как:

	
1 ln 1 ln . 	 (12)

Подставив уравнение (12) в уравнение (11) и применив свойства натураль-
ного логарифма, получим:

	 1 1 . 	 (13)

При отсутствии конкурентного влияния 0  и дестабилизирую
щих факторов 0   уравнение (13) примет вид аналогичный 
в работе [10]:

	 1 1 . 	 (14)

Идентично получается равенство для вторых поколений изделий. Условием 
существования максимума у функции dF(t)/t и точки перегиба, дающую S-об-
разную кривую распространения является q/p > 1. В противном случае dF(t)/t 
примет вид монотонно убывающей во времени функции.

Оценка параметров p, q, γ, X(t) системы уравнений (7) производилась в три 
этапа. Первый этап содержит оценку параметров p и q и производится согласно 
описанному алгоритму в [1] путем дискретизации каждого уравнения модели (8) 

(10)

(11)
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для случая распространения поколений изделий без учета межбрендовой конку-
ренции и дестабилизирующих факторов с преобразованием уравнения в форму 
регрессионной модели. Далее к полученным с помощью регрессионного анализа 
оценкам параметров функции регрессии применяется обыкновенный метод наи-
меньших квадратов (МНК), являющийся относительно простым в использовании 
и распространенным методом при оценке параметров диффузионных моделей. 
При использовании МНК была проведена проверка на наличие автокорреляции 
остатков, нормальность распределения остаточной компоненты, гетероскедастич-
ность, случайный характер остатков и нулевую среднюю величину остатков. 
Статистическая значимость уравнения проверена с помощью коэффициента де-
терминации и критерия Фишера. По результатам проверок сделаны выводы о воз-
можности использования МНК.

Второй этап содержит оценку параметра γ и производится способом, анало-
гичным описанному способу на первом этапе для случая распространения поко-
лений изделий с межбрендовой конкуренцией на общем рынке с известными p и q 
без учета X(t). Третий этап содержит оценку параметра X(t) в виде функциональной 
зависимости между прогнозными и фактическими значениями распространения 
поколений изделий. Для определения наличия и силы связи между кумулятивным 
объемом рынка каждого поколения, характеризующего процесс распространения, 
и характеристиками поколений и X(t) использовался корреляционный анализ.

Для апробации модели (7) используются следующие открытые статистические 
данные: данные о продажах поколений стационарных игровых консолей компаний 
Sony [16] и Microsoft [12] на глобальном рынке, аккумулированных в годовых 
отчетах компаний и отчет о консолидированных финансовых результатах, а так-
же данные о продажах на региональном рынке США платформы международной 
статистической информации Statista [17]. В качестве поколений стационарных 
игровых консолей рассматриваются: PlayStation 3 (PS3), PlayStation 4 (PS4), 
Xbox 360 и Xbox One.

На рис. 1 и 2 изображены данные об абсолютных продажах рассматриваемых 
игровых консолей на глобальном и региональном рынках.

Из данных рисунков видно, что графики глобальных и региональных продаж 
имеют схожую форму с S-образной логистической кривой со стадиями в виде 
начала продаж, его пика, принимающего вид глобального максимума, и сниже-
ния. Временем входа нового поколения изделия на рынок (начало продаж) со-
впадает с началом этапа снижения продаж предыдущего поколения.

Результаты
В таблицах 1-3 представлены результаты обработки данных продаж консолей. 
В таблице 1 представлены данные по коэффициентам инновационности p и ими-
тационности q консолей при значимости ( p-value) на уровне 0,05. Для характери-
стики точности полученных оценок использовалась стандартная ошибка оценки 
(MSE). В таблице 2 представлены коэффициенты конкурирующего влияния  γ. 
В таблице 3 и на рис. 3 представлена оценка дестабилизирующих факторов X(t).

Бранд А. Э., Якубовский Ю. Е.
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Рис. 1. График абсолютных продаж 
игровых консолей компаний Sony 
и Microsoft на глобальном рынке, млн ед.

Fig. 1. Chart of absolute sales of Sony 
and Microsoft video game consoles 
on the global market, mln units
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Рис. 2. График абсолютных продаж 
стационарных игровых консолей 
компаний Sony и Microsoft 
на региональном рынке США, млн ед.

Fig. 2. Chart of absolute sales of Sony 
and Microsoft game consoles in the USA 
regional market, mln units
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Рис. 3. График отклонения значений 
функции дестабилизирующих 
факторов X(t) на глобальном (слева) 
и региональном (справа) рынках

Fig. 3. Graph of the deviation 
of the values of the function of exogenous 
and endogenous factors X(t) in the global 
and US regional markets
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Таблица 1 Table 1
Коэффициенты инновационности 
и имитационности поколений 
стационарных игровых консолей

Coefficients of innovation 
and imitation of generations  
of home video game consoles

Консоль
Глобальный рынок Региональный рынок США

p q R2 MSE p q R2 MSE

PS3 0,006 0,679 0,897 1,91 0,004 0,706 0,937 0,48

Xbox 360 0,003 0,592 0,798 2,46 0,007 0,565 0,709 1,51

PS4 0,007 0,609 0,938 2,03 0,011 0,579 0,935 0,64

Xbox One −0,012 0,913 0,864 1,82 0,011 0,616 0,947 0,48

Таблица 2 Table 2
Коэффициент конкурирующего 
влияния поколений стационарных 
игровых консолей

The coefficient of competing 
influence of home video game 
consoles

Консоль
Глобальный рынок Региональный рынок США

γ

PS3 0,134 0,214

Xbox 360 0,176 0,102

PS4 0,079 0,128

Xbox One 0,297 0,168

Таблица 3 Table 3
Диапазон количественных 
значений дестабилизирующих 
факторов X(t)

Evaluation of exogenous 
and endogenous factors X(t) for each 
of the considered generations 
of home video game consoles

Консоль
Глобальный рынок Региональный рынок США

X(t)

PS3 [0,70-1,15] [0,68-1,13]

Xbox 360 [0,45-1,28] [0,66-1,62]

PS4 [0,80-1,73] [0,82-1,46]

Xbox One [0,77-1,40] [0,83-2,60]

Бранд А. Э., Якубовский Ю. Е.
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В ходе проведенного корреляционного анализа на предмет определения нали-
чия и оценки силы связи между кумулятивным объемом рынка каждого поколения 
консолей и такими характеристиками консолей, как уровень инновационности 
и конкурентоспособности поколений консоли получены следующие результаты:

	— С увеличением оказываемого влияния со стороны конкурента уменьша-
ется кумулятивная доля рынка рассматриваемого поколения изделия. 
Коэффициент корреляции, отражающий силу связи, равен «−0,70» и ха-
рактеризует корреляцию по шкале Чеддока как высокую;

	— С увеличением коэффициента инновации (эффекта «рекламы») умень-
шается коэффициент имитации (эффект «из уст в уста»). Коэффициент 
корреляции равен «−0,89» и характеризует корреляцию как высокую;

	— С увеличением уровня инновационности поколения консоли (p  +  q) 
увеличивается его уровень конкурентоспособности и, как следствие, 
оказываемое им конкурентное влияние. Коэффициент корреляции равен 
«0,73», корреляция высокая.

На рис. 3 представлены графики отклонения значений функции дестабили-
зирующих факторов X(t) от X(t) = 1 для каждого из рассматриваемых поколений 
стационарных игровых консолей на глобальном и региональном рынках.

На основе анализа информации, представленной в годовых отчетах и отчете 
о консолидированных финансовых результатах компаний Sony и Microsoft, а так-
же другой релевантной литературы, описывающей процесс распространения 
консолей, можно предположить, что к дестабилизирующим факторам относятся: 
эпидемиологическая обстановка и ограничительные меры, нарушение логисти-
ческих цепочек поставок комплектующих и возникающий дефицит изделий 
на рынке, заводской брак или дефектное программное обновление с последую-
щим возвратом изделий, начало продаж нового поколения консоли, создающего 
негативный информационный фон для предыдущего поколения.

По данным графиков (рис. 3 и 4) в части совпадающих временных перио-
дах наблюдается разнонаправленная реакция на дестабилизирующие факторы 
на глобальном и региональном рынках. Это может быть объяснено разным соци-
ально-экономическим уровнем развития представителей рынков (потребителей) 
и отличительными характеристиками среды распространения консолей.

Обсуждение и выводы
В рамках проведенного исследования получена модель распространения поко-
лений промышленных изделий конкурирующих брендов на дуопольном рынке 
с учетом дестабилизирующих факторов. На основе модели построены уравне-
ния, устанавливающуе связь между долями потребителей конкурирующих 
поколений изделий.

Установлено наличие и сила связи между кумулятивным объемом рынка каж-
дого поколения консолей и характеристиками поколений консолей. В частности, 
выявлено, что с увеличением оказываемого влияния со стороны конкурента 
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уменьшается кумулятивная доля рынка рассматриваемого поколения изделия 
и с увеличением уровня инновационности поколения консоли увеличивается 
его уровень конкурентоспособности. Полученные результаты обработки про-
гнозных и фактических данных распространения поколений демонстрируют 
значительное влияние дестабилизирующих факторов на процесс распростра-
нения поколений.

Теоретическая значимость работы состоит в развитии модели распростра-
нения поколений промышленных изделий для частного случая дуапольной 
структуры рынка. Получено расширенное уравнение конкуренции между поко-
лениями брендов с учетом дополнительных параметров: связь между поколе-
ниями, внутрибрендовая конкуренция и дестабилизирующие факторы. Практи-
ческая значимость заключается в получении расчетных значений связи между 
объемом продаж каждого поколения консолей и их характеристиками. В част-
ности, выявленные значения корреляции и выводы о зависимостях могут быть 
применены для систем поддержки принятия решений о направлениях техноло-
гического и рыночного развития изделий.
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of the relationship, correlation-regression analysis and the least squares method are used. 
These results demonstrate a high level of correlation between the sales volume of each 
console generation and the characteristics of the console generations. It was found that with 
an increase in the influence exerted by a competitor, the cumulative market share of the con-
sidered generation of the product decreases, and with an increase in the level of innovation 
of the generation of the product, its level of competitiveness increases. The obtained results 
of processing the predicted and actual data on the spread of generations demonstrate a sig-
nificant influence of destabilizing factors on the process of spreading generations. The theo
retical significance of the work consists in the development of a model for the distribution 
of generations of industrial products for a particular case with a duapole market structure. 
The practical significance lies in obtaining the calculated values of the link between the sales 
volume of each generation of consoles and their characteristics.
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Аннотация
Представлены результаты численного моделирования и экспериментального исследо-
вания электрической схемы аппаратного импульсного персептрона на основе мемри-
сторно-диодного кроссбара. Для этого разработан и изготовлен измерительный стенд, 
электрическая схема которого состоит из схемы аппаратного персептрона и входной 
периферийной электрической схемы для реализации активационной функции нейро-
на и обеспечения работы запоминающей матрицы в импульсном режиме. Проведено 
исследование работы аппаратной импульсной нейросети с мемристорными синапсами 
в виде запоминающей матрицы в режиме расчета синапсов однослойного персептрона. 
Персептрон может рассматриваться в качестве первого слоя биоморфной нейросети, 
выполняющего первичную обработку поступающей информации в биоморфном 
нейропроцессоре. Получены экспериментальная и модельная кривые обучения, по-
казывающие ожидаемое увеличение доли правильных классификаций с ростом числа 
эпох обучения. Продемонстрирована генерация новой ассоциации при переобучении, 
вызванном поступлением новой входной информации. Сравнение результатов моде-
лирования и эксперимента по обучению небольшой нейросети с малым кроссбаром 
позволит создавать адекватные модели аппаратных нейросетей с мемристорно-диод-
ным кроссбаром большой размерности. Поступление новой неизвестной информации 
на вход аппаратной импульсной нейросети можно отожествлять с генерацией новых 
ассоциаций в биоморфном нейропроцессоре, а в дальнейшем при совершенствовании 
нейросети научиться осмысливать эту информацию и, следовательно, совершить пе-
реход от слабого искусственного интеллекта к сильному.

Ключевые слова
Аппаратная импульсная нейронная сеть, однослойный персептрон, мемристорно-ди-
одный кроссбар, запоминающая матрица мемристорных синапсов, ассоциативное 
самообучение, генерация новой ассоциации.
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Введение
Исследования по созданию аппаратной нейросети на основе мемристорных 
синапсов были начаты в работе [13], в которой продемонстрирована экспери-
ментальная неимпульсная нейросеть из однослойного персептрона с интегри-
рованным кроссбаром металл-оксидных мемристоров.

Бусыгин А. Н., Бобылев А. Н., Губин А. А. и др.
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Импульсные нейронные сети являются более биологически правдоподоб-
ными по сравнению с неимпульсными нейросетями, используют меньшее ко-
личество нейронов, но требуют большего объема программных вычислений. 
В импульсных нейросетях реализуется биологически подобный механизм са-
мообучения, который сложно реализовать в традиционных сетях с точечными 
нейронами [6]. Импульсные нейронные сети превосходят нейросети на точечных 
нейронах в точности и вычислительной мощности и лучше приспособлены для 
аппаратной реализации из-за работы по принципу “integrate-and-fire” [7].

Принципы ассоциативного самообучения и формирование новой ассоциации 
(нового знания) в импульсной нейросети с мемристорными синапсами по пра-
вилу Хебба впервые представлены в работе [10]. Аппаратные реализации этой 
идеи в виде нейросети из трех нейронов с синапсами на дискретных мемристо-
рах предложены в последующих работах [4, 9, 14-17]. При экспериментальной 
демонстрации ассоциативного самообучения в нейросети с мемристорами на ос-
нове органического полимера — парилена [9] явно показана генерация новых 
импульсов, связанных с возникновением новой ассоциации. В работе [4] прово-
дилось численное моделирование нейросети с мемристорными синапсами [9], 
характеристики которых были предварительно получены экспериментально.

Однако предложенные электрические цепи аппаратной реализации ассоци-
ативной памяти не могут быть использованы для построения сверхбольшой 
аппаратной нейросети с высокой интеграцией элементов и энергоэффективно-
стью. Причиной является отсутствие интеграции мемристоров в кроссбары 
и наличие в схемах нейронов и синапсов большого числа активных электронных 
элементов с высоким энергопотреблением.

Аппаратные неимпульсные нейронные сети на основе мемристорного 
кроссбара с мемристорно-транзисторными ячейками 1Т1М реализованы иссле-
довательской группой Hewlett-Packard в виде персептрона [8] и сети Хопфил-
да [3]. Размер селективного полевого транзистора в использованных ячейках 
на порядок превышает минимально возможный размер мемристора. Увеличение 
степени интеграции возможно при замене транзистора на диод Зенера. Для сверх-
больших кроссбаров диод Зенера более предпочтителен, поскольку имеет размер, 
соизмеримый с размером мемристора.

Целью настоящей работы является численной моделирование и эксперимен-
тальной исследование аппаратной импульсной нейросети с архитектурой од-
нослойного персептрона на основе кроссбара с ячейками 1D2М, состоящими 
из селективного диода Зенера и двух комплементарных мемристоров.

Методы
Электрическая схема аппаратного персептрона на основе  
запоминающей матрицы с мемристорными синапсами
Аппаратный персептрон построен на основе мемристорно-диодного кроссбара 
с  4  парами входных проводников и 2 выходными шинами. Соответственно, 
кроссбар содержит восемь ячеек, являющимися синапсами нейросети. Слой 
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персептрона образован двумя нейронами, построенными на основе операцион-
ных усилителей. Электрическая схема нейрона состоит из преобразователя 
ток-напряжение, аналогового интегратора, компаратора, схемы задержки в виде 
интегрирующей RC-цепи и полевого транзистора (рис. 1).

Преобразователь ток — напряжение, являющийся входом нейрона, поддер-
живает на выходных шинах кроссбара виртуальный нулевой потенциал, обес
печивая сложение выходных токов синапсов. Пропорциональное входному 
синаптическому току напряжение поступает на интегратор, имитирующий на-
копление заряда на мембране нейрона.

Выходное напряжение интегратора сравнивается с пороговым на компара-
торе. При превышении порога происходит переключение компаратора, вызыва-
ющее открытие полевого транзистора, что, в свою очередь, приводит к разряду 
конденсатора в интеграторе и появлению на соответствующей выходной шине 
кроссбара отрицательного потенциала по отношению к виртуальному нулевому 
потенциалу. Если входной импульс нейросети в данный момент времени будет 
положительным, произойдет изменение сопротивления одного из мемристоров 
ячейки, поскольку падение напряжения на нем будет выше порога переключе-
ния мемристора.

Стенд для исследования аппаратной импульсной нейросети
Электрическая схема стенда состоит из схемы аппаратного персептрона и вход-
ной периферийной электрической схемы для обеспечения работы персептрона 
(рис. 2).

Электрическая схема универсального измерительного стенда для тестирова-
ния аппаратной импульсной нейросети (рис. 3) реализована в виде трех отдельных 
плат и состоит из схемы аппаратного персептрона и периферийной управляющей 

Рис. 1. Реализация аппаратной 
нейронной сети на основе 
мемристорно-диодного кроссбара: 
а) включение кроссбара в качестве 
массива синапсов, б) электрическая 
схема нейрона

Fig. 1. Implementation of a hardware 
neural network based  
on a memristor-diode crossbar: 
a) crossbar connection as a synapse 
array, б) neuron electrical circuit
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227Численное моделирование и экспериментальное исследование ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2021.  Том 7. № 2 (26)

Рис. 2. Электрические схемы: 
а) стенда с аппаратной нейросетью, 
б) формирователя импульсов 
противоположных полярностей

Fig. 2. Electrical circuits: а) bench 
with the hardware neural network, 
б) opposite polarity pulses shaper

электрической схемы (4). Мемристоры с топологией «кроссбар» и диодные по-
лупроводниковые слои образованы путем последовательного напыления пленок 
через маски электронного резиста (PMMA), выполненные на электронном ми-
кроскопе JSM-6510LV-EDS [11]. Изготовленный с топологией (5) и распаянный 
на отдельной плате кроссбар (1) вставляется в разъем, который позволяет иссле-
довать работу нейросети с разными мемристорными кроссбарами без переделки 
стенда. Формирователь входных импульсов (2) построен на основе операционных 
усилителей (ОУ) и обеспечивает усиление импульсов от управляющего микро-
контроллера и создание инверсных по напряжению импульсов.

Электрические схемы двух выходных нейронов (3) также построены с при-
менением ОУ. Преобразователь ток — напряжение, являющийся входом нейро-
на, поддерживает на выходных шинах кроссбара виртуальный нулевой потен-
циал, обеспечивая сложение выходных токов синапсов. Коэффициент преобра-
зования определялся с помощью ВАХ ячеек.

Измерительный стенд [1] был предназначен для обеспечения работы запо-
минающей матрицы на основе комбинированного мемристорного-диодного 
кроссбара. В [1] изменение состояния мемристоров обеспечивалось измене-
нием амплитуды входных импульсов и обучение нейросети производилось 
по механизму долговременной синаптической потенциации (LTP — long term 
potentiation). Правило LTP применимо в узком числе задач, поскольку всегда 
приводит к усилению связей, что может негативно сказаться на работе нейросети. 
Реализованный в новом стенде механизм пластичности, зависимой от времени 
импульса (STDP — spike time dependent plasticity) учитывает причинность. 
Если пресинаптический импульс пришел раньше и перекрывается во времени 
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с постсинаптическим, то он может быть причиной активации постсинаптичес
кого нейрона и вес синапса возрастает. Если же постсинаптический импульс 
возник раньше пресинаптического, то он не может быть причиной активации 
постсинаптического нейрона и вес синапса уменьшается. Специальная форма 
входных импульсов позволяет реализовать ассоциативное обучение нейросети 
по механизму STDP.

Результаты
Экспериментальное исследование электрических свойств ячеек кроссбара
Для настройки стенда необходимо знать электрические характеристики мемри-
сторно-диодного кроссбара. Амплитуда входных импульсов для кроссбара от-
носительно электрического потенциала виртуального нуля должна быть меньше 
напряжения переключения мемристоров, но обеспечивать превышение этого 
порога при открытии полевого транзистора нейрона.

Измеренная вольт-амперная характеристика (ВАХ) ячейки кроссбара при по-
даче напряжения на один из мемристоров пары показана на рис. 4а.

Сопротивление ячейки в закрытом состоянии, измеренное при напряжении 
входных импульсов, определяет коэффициент усиления преобразователя ток — 
напряжение в электрической схеме нейрона равным 500 В/А. Усиление должно 
быть достаточно для срабатывания нейрона в начале обучения нейросети.

Рис. 3. Измерительный стенд 
для тестирования аппаратной 
импульсной нейросети

Fig. 3. Measuring bench for testing 
the hardware spiking neural network
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Из рис. 4б видно, что до 6 В изменения сопротивления практически не про-
исходит. Поэтому информационные импульсы не должны превышать этот порог. 
Меньшее наблюдаемое значение порогового напряжения на рис. 4а связано с го-
раздо более медленным изменением напряжения на мемристоре при снятии ВАХ.

Численное моделирование и тестирование аппаратного импульсного персептрона
Нейросеть, состоящая из четырех виртуальных входных нейронов и двух аппа-
ратных выходных нейронов, обучалась для выполнения задачи распознавания 
входных картинок с разрешением 2×2 пикселя. Значения яркостей пикселей 
преобразовывались в среднюю частоту последовательности входных импульсов 
с помощью микроконтроллера (рис. 3.4). Выходные импульсы активировавших-
ся нейронов фиксировались этим же микроконтроллером.

Моделирование производилось в программном пакете LTspice. В качестве 
модели мемристора использовалась модифицированная модель [2], в которой 
вместо постоянных сопротивлений в низкопроводящем и высокопроводящем 
состояниях были использованы усредненные экспериментальные ВАХ этих 
состояний в виде табличных функций. Скорость и пороги переключения были 
подстроены согласно данным на рис. 4б. Подготовка входных данных, запуск 
расчетов и обработка выходных данных выполнялась Python-скриптом.

Экспериментальная и модельная кривые обучения, представленные на рис. 5, 
показывают долю правильно классифицированных входных картинок от числа 
циклов (эпох) обучения. Каждый цикл обучения содержал 128 картинок, обра-
зованных путем добавления шума к исходным двум эталонным картинкам.

Модельная кривая обучения более сглаженная по сравнению с эксперимен-
тальной. Это объясняется тем, что изменение проводимости в модели мемри-
стора происходит плавно, без скачков.

а б

Рис. 4. Вольт-амперная характеристика (а) 
и изменение сопротивления в зависимости 
от амплитуды 10 мс импульса напряжения 
(б) ячейки 1D2М мемристорно-диодного 
кроссбара запоминающей матрицы

Fig. 4. Current-voltage characteristics 
of the crossbar 1D2M cell (a) and it’s 
resistance change vs amplitude of 10 ms 
voltage pulses (б)
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Рис. 5. Кривые самообучения аппаратной 
нейросети: зеленый — эксперимент, 
синий — SPICE-моделирование

Fig. 5. Self-learning curves of the hardware 
neural network: the green is for experiment 
and the blue — for the SPICE simulation

Рис. 6. Генерация новой ассоциации 
на фоне известной: зеленый —
эксперимент, синий —  
SPICE-моделирование

Fig. 6. Generating a new association 
with  the known one: the green 
is for experiment and the blue 
is for the SPICE simulation

Исследуемая аппаратная импульсная нейросеть на основе мемристорно-ди-
одного кроссбара отличается от  [7] большим числом нейронов и синапсов. 
Кроме этого, при последующем переобучении нейросеть опирается на ассоци-
ации, сформированные в процессе обработки входных сигналов, а не заложен-
ные искусственно, как в [7].

Процесс генерации новой ассоциации при переобучении, связанном с по-
ступлением новой информации, показан на рис. 6. Нарастание входного напря-
жения нейрона, которое пропорционально синаптическому току, вызвано уси-
лением синапса при формировании ассоциации.

Совпадение выходных импульсов во времени обусловлено заданием со-
ответствующих одинаковых входных импульсов напряжения в эксперименте 
и при моделировании. Различие в скорости нарастания амплитуды напряжения 
импульсов связано с тем, что изменение проводимости мемристора в экспери-
менте имеет вероятностный разброс (см. рис. 4б).
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Заключение
Разработан и собран универсальный измерительный стенд, позволяющий ис-
следовать работу мемристорно-диодных кроссбаров в качестве массива синапсов 
аппаратной импульсной нейросети.

Проведено исследование работы аппаратной импульсной нейросети с мемри-
сторными синапсами, представляющей собой запоминающую матрицу в режи-
ме расчета синапсов однослойного персептрона. Персептрон может рассматри-
ваться в качестве первого слоя 3D нейросети [5], выполняющего первичную 
обработку поступающей информации в биоморфном нейропроцессоре  [12]. 
Получены экспериментальная и модельная кривые обучения, показывающие 
ожидаемое увеличение доли правильных классификаций с ростом числа эпох 
обучения. Продемонстрирована генерация новой ассоциации при переобучении, 
вызванном поступлением новой входной информации. Сравнение результатов 
моделирования и эксперимента по обучению небольшой нейросети с малым 
кроссбаром позволит создавать адекватные модели аппаратных нейросетей 
с мемристорно-диодным кроссбаром большой размерности.

Таким образом, с помощью построенной аппаратной импульсной нейросе-
ти поступление новой неизвестной информации можно отожествлять с генера-
цией новых ассоциаций в биоморфном нейропроцессоре, а в дальнейшем 
при  совершенствовании нейросети научиться осмысливать эту информацию 
и, следовательно, совершить переход от слабого к сильному искусственному 
интеллекту.
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Abstract
This article presents the results of a numerical simulation and an experimental study of 
the electrical circuit of a hardware spiking perceptron based on a memristor-diode crossbar. 
That has required developing and manufacturing a measuring bench, the electrical circuit of 
which consists of a hardware perceptron circuit and an input peripheral electrical circuit to 
implement the activation functions of the neurons and ensure the operation of the memory 
matrix in a spiking mode. The authors have performed a study of the operation of the hardware 
spiking neural network with memristor synapses in the form of a memory matrix in the mode 
of a single-layer perceptron synapses. The perceptron can be considered as the first layer 
of a biomorphic neural network that performs primary processing of incoming information 
in a biomorphic neuroprocessor. The obtained experimental and simulation learning curves 
show the expected increase in the proportion of correct classifications with an increase in 
the number of training epochs. The authors demonstrate generating a new association during 
retraining caused by the presence of new input information. Comparison of the results of 
modeling and an experiment on training a small neural network with a small crossbar will 
allow creating adequate models of hardware neural networks with a large memristor-diode 
crossbar. The arrival of new unknown information at the input of the hardware spiking neural 
network can be related with the generation of new associations in the biomorphic neuroproces-
sor. With further improvement of the neural network, this information will be comprehended 
and, therefore, will allow the transition from weak to strong artificial intelligence.

Keywords
Hardware pulse neural network, single-layer perceptron, memristor-diode crossbar, memory 
matrix of memristor synapses, associative self-learning, generating a new association.
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