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Метод расчета изменения компонентного  
и фазового состава газоконденсатной смеси  

в призабойной зоне пласта

Calculation method of component  
and phase composition of gas condensate mixture  

in near-wellbore reservoir

В рамках физико-математической модели квазиодномерного нестационар-
ного течения и соответствующего численного метода расчета предложена 
и обоснована зависимость интенсивности фазовых переходов от параметров 
флюидов и фильтрационных свойств пласта при фильтрации газоконденсатной 
смеси. На основе предложенного подхода выявлены закономерности образования 
«конденсатных банок» — накопления конденсата в призабойной зоне пласта. 
Установлена зависимость изменения приведенных плотностей и расходов от-
дельных фаз (газ, конденсат) и компонентов от расстояния до скважины и 
от времени эксплуатации. Выполнено расчетно-параметрическое исследова-
ние изменения компонентного и фазового состава газоконденсатной смеси 
в призабойной зоне пласта. По результатам расчета типового примера для 
реальной газоконденсатной смеси показано, что накопление конденсата в 
призабойной зоне пласта, при эксплуатации скважин с забойным давлением 
ниже давления начала конденсации, оказывает значительное влияние на пере-
распределение жидкой и газовой фаз, а также на массовый расход добываемой 
продукции. 

Abstract. The physic-mathematical model of quasi-one-dimensional time dependent 
flow and corresponding calculation method propose and establish a dependency of phase 
changes intensity on fluid parameters and filtration characteristics of the reservoir 
during the filtration of gas condensate mixture. In accordance with the proposed 
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method there were found patterns of “condensate banking” formation—a condensate 
accumulation in near-wellbore reservoir. There were established a dependency of 
the density changes, single phase flows (gas, condensate) and components on the 
radius between the well and external boundary and on the time of exploitation. A 
calculated-parametric study of change of both component and phase composition of 
gas condensate mixture in near-wellbore reservoir was made. The results of a typical 
example calculation based on the real gas condensate mixture showed that condensate 
accumulation in near-wellbore reservoir during well exploitations with a lower bottom 
hole pressure hugely affects both liquid and gas phases reallocation as well as mass 
flow rate of the recovered product.

Ключевые слова. Газоконденсатная смесь, фильтрация, фазовое поведение, 
компонентный состав, давление начала конденсации, относительные фазовые 
проницаемости, «конденсатная банка», единое уравнение состояния, расчетный 
метод.

Key words. Gas condensate mixture; filtering, phase behavior, component 
composition, relative permeability, “condensate banking”, equation of state, calculation 
method.

Разработка газоконденсатных месторождений сопровождается постоянным 
изменением состава и свойств добываемой продукции. Это связано с особен-
ностями фазового поведения пластовой газоконденсатной системы при снижении 
давления как в залежи, так и в призабойной зоне скважин. Так, при снижении 
давления ниже давления начала конденсации происходит образование жидкой 
фазы и накопление ее в пласте при дальнейшей разработке месторождения на 
режиме истощения. Контроль за компонентным составом и свойствами добы-
ваемой продукции осуществляется прежде всего для учета и предоставления 
отчетных форм в контролирующие государственные органы.

Корректное прогнозирование компонентного состава позволяет планировать 
на долгосрочную перспективу добычу жидких и газовых углеводородов, про-
ектировать и проводить мероприятия по повышению углеводородоотдачи. В на-
стоящее время прогнозирование состава и свойств добываемых флюидов осу-
ществляется с использованием пакетов гидродинамического моделирования, 
в основе которых лежат решения систем уравнений, описывающих фильтрацию 
пластовых флюидов в пласте, трубопроводах, а также в системе сбора и под-
готовки продукции. Для более корректного описания процессов, происходящих 
при движении газоконденсатных систем, разработаны методы композиционно-
го моделирования, когда изменение фазового состояния углеводородных систем 
описывается с помощью многопараметрических уравнений состояния [1-3]. Для 
адаптации подобных уравнений необходимо знание реперных характеристик 
фазового состояния газоконденсатной смеси, полученных при проведении экс-
периментов, основанных на физическом моделировании процесса разработки 
месторождения на режиме истощения [4].

Однако созданные и апробированные методы композиционного моделиро-
вания зачастую не рассматривают проблему накопления жидкой фазы в при-
забойной зоне скважин при работе их с забойным давлением ниже давления 
начала конденсации. Этот процесс заметно влияет на продуктивность добываю-
щих скважин. D. Afidick с соавторами в работе [5] рассматривают значительное 
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уменьшение продуктивности скважин газоконденсатного месторождения Аран 
(Индонезия) после 10-летнего цикла добычи. В работе применены методы ра-
диального композиционного моделирования для изучения влияния накопления 
конденсата в призабойной зоне скважин. Авторы приходят к выводу, что даже 
газоконденсатная система с невысоким содержанием конденсата может при-
вести к снижению продуктивности скважин до 50%. Основными доминирую-
щими факторами при определении снижения продуктивности являются отно-
сительная проницаемость по газу и насыщенность жидкостью. А.Н. Шандрыгин 
с соавтором в работе [6] рассмотрели возможности оценки увеличения скин-
фактора от повышения насыщенности выпавшим конденсатом призабойной зоны 
пласта.

Первоначально при вскрытии газоконденсатной залежи скважиной вне за-
висимости от ее геометрии происходит накопление жидкости в призабойной 
зоне пласта при условии работы скважины с забойным давлением ниже дав-
ления начала конденсации. Даже если на начальном этапе степень недонасы-
щенности пластовой УВ системы позволяет эксплуатировать скважины при 
давлениях выше давления начала конденсации, то в процессе ее эксплуатации 
пластовое давление снижается и достигаются условия, когда газоконденсатная 
система распадется на газовую и жидкую составляющие вследствие ее конден-
сации при снижении давления. Таким образом, процессы накопления жидкой 
фазы в пласте будут происходить в любом случае при разработке залежи на 
режиме истощения. Однако накопление жидкости в пласте может происходить 
до момента достижения критической насыщенности, когда жидкая фаза стано-
вится подвижной. Это зависит от фазовых проницаемостей пластовой системы, 
которые оцениваются для каждой залежи и пластового флюида индивидуально. 
Авторы работы [7] отмечают, что лабораторные измерения относительных фа-
зовых проницаемостей должны выполняться при пластовых термобарических 
условиях и с использованием начального пластового флюида.

Методы прогноза газоконденсатных характеристик пластовой УВ системы 
при разработке месторождений на режиме истощения с использованием методов 
моделирования и решения оптимизационных задач раскрываются в работах  
[8; 9]. В работе [10] предложена физико-математическая модель и последова-
тельность расчета параметров многокомпонентной газоконденсатной смеси (ГКС) 
в пласте.

Целью данной статьи является разработка и доведение до практического 
применения метода расчета по времени и по радиусу компонентного состава 
ГКС в пласте с учетом фазовых переходов «газ—жидкость» в призабойной зоне 
пласта при снижении давления ниже давления начала конденсации.

Основные допущения. В работе принимаются основные допущения, по-
зволяющие упростить расчет, что дает возможность использовать его в даль-
нейшем в качестве одного из блоков при разработке экспертно-компьютерной 
системы «Интеллектуальное газоконденсатное месторождение», а также при 
экспериментальных исследованиях изменения компонентного и фазового со-
става ГКС при совместном отборе газовой и жидкой фаз.

1. Рассматривается квазистационарное радиальное течение ГКС [11-13 и др.] 
в контрольном объеме пласта с известной геометрией (см. рис. 1).
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Рис. 1. Качественный вид изменения давления в пласте 
при работе газоконденсатной скважины

2. Распределение давления по радиусу (r) определяется из уравнений не-
разрывности и обобщенного уравнения Дарси для газа и конденсата [11]:

			        
,
  			   

(1)

где			     

 
;

,

Pk(t) — давление на контуре питания, определяется из уравнения материаль-
ного баланса в пласте; Pc(t) — давление на забое скважины, определяется с 
учетом характеристики системы «пласт — скважина — сеть трубопроводoв — узел 
комплексной подготовки газа и конденсата»; Rk , rc — радиусы контура питания 
и скважины.

3. При расчете плотностей ГКС (ρ), фаз  и компонентов , где 
нижние индексы l и g — относятся к жидкой и газовой фазам, индекс (k) — 
относится к компонентам ГКС , используются единое или отдельные 
уравнения состояния для газовой и жидкой фаз. Полагается, что в начале и в 

конце каждого рассматриваемого временного интервала  в ГКС 
устанавливается термодинамическое равновесие.
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4. Относительные фазовые проницаемости (ОФП) по жидкой и газовым 
фазам считаются известными функциями от газонасыщенности [11-13; 15]:

			         			
(2)

где
 				        

Vп = V · m,

Vп — объем пор; Vg — объем, занятый газовой фазой; m — пористость.
5. Диффузионные составляющие компонентов отсутствуют, тогда скорости 

фильтрации компонентов в фазах равны скорости фильтрации соответствующих 
фаз:

			 
.
		

(3)

Система уравнений, начальные и граничные условия [10-14] фильтрацион-
ного изотермического движения двухфазной многокомпонентной смеси при 
сделанных допущениях включают в себя:

— уравнение неразрывности k-го компонента ГКС :

	     
;
	

(4)

— обобщенное уравнение Дарси:

				    			 

(5)

где ; k — абсолютная проницаемость;  — динамические 

вязкости;  ,  Параметры  ,  

принимаются по обобщенным опытным данным [12; 13; 15];
— единое уравнение состояния [2; 3; 16]:

			        		  (6)

где P = P(r) определяется по (1); Т — пластовая температура; a, b, c, d — кон-
станты;

— уравнения равенства логарифмов парциальных летучестей компонентов 
в жидкой и газовой фазах [16]:

			      .		  (7)

Уравнения (6) и (7) могут заменяться отдельными уравнениями состояния 
для газовой и жидкой фаз и уравнением для констант равновесия [16; 17].
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Следует отметить, что для заданного массового состава ГКС  
известных Р, Т и константах aj , входящих в уравнения (6) и (7), по стандартным 
процедурам [16; 17] вычисляются:

	 	            ρ, ρl(k), ρg(k), ,		  (8)

где пл ; ρ — плотность газоконденсатной смеси; ρg(k), ρl(k) — плотность 

компонентов в газовой и жидкой фазах;  — истинные плотности жид-
кости и газа.

Газонасыщенность, т. е. доля объема пор, занятая газом, равна:

				    			   (9)

где  — масса ГКС в объеме пор.

Уравнения (4), (5), (6), (8) и (9) замыкаются заданием геометрических па-
раметров (см. рис. 1) и справочных теплофизических данных [17]. 

В начальный момент времени t = t(0) задается состав ГКС  
давления . Начальное распределение давления по радиусу  
определяется уравнением (1), начальное распределение плотностей и газонасы-
щенности по радиусу находится из соотношений (8) и (9).

Граничные условия задаются в следующем виде:
— на контуре питания    ;
— на забое скважины    .

Уравнения неразрывности (4) в виде баланса массы в контрольном объеме 
(см. рис. 1) записывается в виде:

— для жидкой фазы:

		  ;	 (10)

— для газовой фазы:

		    
,
	

(11)

где 	 (12)

Массовые расходы фаз вычисляются в сечениях  начала 

конденсации и  — на забое скважины:

		       ,		  (13)

где скорости фильтрации фаз определяются соотношением (5).
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Интенсивность фазового перехода при фильтрации ГКС к скважине опреде-
ляется соотношением трех величин:  — массы, конденсированной из газа 
фазы, контрольного объема Vп и времени  образования жидкой фазы  
из газа в объеме Vп:

				         , 			   (14)

где VП ;  — радиус, на котором давление равно 
давлению начала конденсации Рк(rконд) = Рконд; К1 — идентификационный коэф-
фициент, учитывающий неопределенности из-за сделанных допущений (К1 = 1 
при отсутствии специальных экспериментальных данных). В частности, этот 
коэффициент может быть использован для учета неравновесных процессов, 
происходящих при конденсации жидкой фазы из газоконденсатной смеси при 
снижении давления при приближении смеси к забою скважины.

Характерное время , за которое происходит конденсация из массы газа 
, поступившей через сечение  в контрольный объем  

и дошедшей до ri:

		  	 (15)

где .

Для определения массы  рассмотрим процесс снижения давления от  
 при  до забойного давления Pc при  на РТ-диаграмме 

для ГКС (рис. 2)

Рис. 2. Характерная фазовая диаграмма 
пластовой газоконденсатной смеси ачимовских отложений
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При отсутствии фазового перехода в термодинамическом процессе снижения 
давления масса жидкости в составе смеси не изменяется. В реальном процессе 
снижения давления от Pконд до Рс (см. рис. 2) за время  масса сконденси-
рованной жидкости равна: 

,
 

где , следовательно:

				  
,
			   (16)

где 

Масса компонентов в смеси в момент времени tn+1 определяется из уравне-
ний баланса массы для компонентов в жидкой и газовой фазах:

— для жидкой фазы:

	       ;	 (17)

— для газовой фазы:

	      ,	 (18)

где ;

 — массовая доля компонента.

В момент времени  массы фаз в контрольном объеме опреде-
ляются по уравнениям (10) и (11), а массовые концентрации жидкой и газовой 
фаз и их компонентов ГКС по соотношениям:
			      

			   (19)

.
                                 v

В качестве расчетного примера были использованы исходные данные, ха-
рактерные для пластовой системы ачимовских отложений в районе Уренгой-
ского месторождения. Компонентный состав и основные свойства фракций 
пластовой углеводородной системы, а также характеристики пласта, исполь-
зуемые в расчете, представлены в табл. 1 и 2. В расчетах принималось условие 
динамического равновесия: при конденсатонасыщенности  вынос кон-
денсата равен его накоплению за единицу времени.

Функции относительных фазовых проницаемостей, использованные для 
оценки фильтрационных характеристик фаз, представлены на рис. 3.

,
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Таблица 1

Состав и свойства пластовой УВ системы

Компонент
Пластовый газ Молекуляр-

ная масса Тс, °С Pс, МПа
моль. д., % масс. д., %

He 0,005 0,001 4 -267,96 0,227
CO2 0,818 1,335 44,0 -146,95 3,394
N2 0,215 0,224 28,0 31,05 7,376
CH4 78,910 46,977 16,0 -82,55 4,6
C2H6 8,013 8,941 30,1 32,25 4,884
C3H8 4,347 7,114 44,1 96,65 4,246

i-C4H10 1,070 2,308 58,1 134,95 3,648
n-C4H10 1,275 2,751 58,1 152,05 3,8
i-C5H10 0,474 1,268 72,2 187,25 3,384
n-C5H10 0,426 1,142 72,2 196,45 3,374

С6 0,475 1,655 93,9 234,25 2,969
С7 0,689 2,699 105,6 263,338 2,945
С8 0,930 4,216 122,2 284,893 2,742
С9 0,494 2,533 138,1 308,928 2,506
С10 0,361 2,049 152,9 329,365 2,329
С11 0,232 1,449 168,4 348,076 2,177
С12 0,191 1,307 184,5 367,841 2,057
С13 0,157 1,176 202,5 386,745 1,961
С14 0,133 1,089 220,0 405,769 1,871
С15 0,103 0,913 238,7 424,823 1,786
С16 0,087 0,834 257,6 443,239 1,716
С17 0,080 0,821 275,3 459,179 1,65
С18 0,067 0,721 292,1 474,134 1,603
С19 0,057 0,645 306,4 489,089 1,556
С20+ 0,390 5,830 402,5 504,044 1,509

Таблица 2
Исходные данные для расчета 

Параметр Обозначение Значение параметра

Пластовое давление, МПа Pk 60

Пластовая температура, °С T 105

Забойное давление, МПа Pc 40

Радиус контура, м Rk 500

Радиус скважины, м rc 0,1
Абсолютная проницаемость, м2 k 10·10-15

Пористость, дол. ед. m 0,15
Толщина пласта, м h 10

На первом этапе были рассчитаны показатели пластовой системы на на-
чальный (нулевой) момент времени. На рис. 4 представлено распределение 
давления по радиусу, рассчитанное с учетом фильтрации жидкой и газовой фаз 
при снижении давления ниже давления начала конденсации. 
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Рисунок 1 – Функции относительных фазовых проницаемостей 

 

f��  f�� 

Рис. 3. Функции относительных фазовых проницаемостей

Рис. 4. Распределение давления в пласте по радиусу 

На следующем этапе проведены модельные расчеты изменения параметров 
газоконденсатной системы для трех времен: 1, 10 и 30 суток. Эти времена ха-
рактеризуют поведение пластовой системы в прискважинной зоне при прове-
дении исследований после пуска скважины в работу. По результатам расчетов 
установлено, что через одни сутки работы скважины происходит образование 
фронта повышенной насыщености призабойной зоны скважины жидкой фазой. 
При этом газонасыщенность в призабойной зоне со временем закономерно 
снижается (см. рис. 5). Изменение во времени приведенной плотности жидкой 
фазы (см. рис. 6) показывает рост «конденсатной банки» при работе скважины 
с забойным давлением ниже давления начала конденсации. 
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Рис. 5. Изменение газонасыщенности пласта  
по радиусу и по времени

Рис. 6. Изменение приведенной плотности жидкой фазы  
по радиусу и времени

Выводы
1. Разработан и доведен до практического применения метод расчета из-

менения по времени и радиусу компонентного и фазового состава газоконден-
сатной смеси в призабойной зоне пласта.

2. Предложена расчетная модель интенсивности фазовых переходов в газо-
конденсатных смесях в зависимости от свойств флюидов и фильтрационно-
емкостных свойств пласта.

3. В качестве примера приведены расчетные данные об изменении газона-
сыщенности и приведенной плотности жидкой фазы через 1, 10 и 30 суток 
вблизи газоконденсатной скважины.
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4. Выполненные расчеты показывают возможность прогнозировать измене-
ния состава и параметров газоконденсатных характеристик смеси в пласте, 
в частности потери конденсата в призабойной зоне пласта при изменении дав-
лений на контуре питания и на забое скважины.

5. По результатам расчетов установлено, что при работе скважины проис-
ходит изменение состава добываемой продукции за счет накопления жидкой 
фазы в призабойной зоне пласта, т. е. образуется «конденсатная банка». Для 
выбранных исходных данных по начальному составу пластовой УВ системы 
и ОФП вынос жидкой фазы с призабойной зоны пласта происходит с первых 
суток работы скважины. 

Обозначения

P(r) — давление на расстоянии r от забоя скважины, Па

Pk(t) — давление на контуре питания, Па

Pc(t) — давление на забое скважины, Па

Rk  — радиус контура, м

rc — радиус скважины, м

r — радиус, м

 — истинная плотность жидкой фазы, кг/м3

 — истинная плотность газовой фазы, кг/м3

 — истинная плотность компонента в жидкой фазе, кг/м3

  — истинная плотность компонента в газовой фазе, кг/м3

 — относительные фазовые проницаемости по жидкости

  — относительные фазовые проницаемости по газу

 — газонасыщенность
VП — объем пор, м3

V — контрольный объем, м3

m — пористость, дол. ед.
 — скорость фильтрации компонента в жидкой фазе, м/с

 — скорость фильтрации жидкой фазы, м/с
 — скорость фильтрации компонента в газовой фазе, м/с

 — скорость фильтрации газовой фазы, м/с
 — компонент

t — время, с
h — толщина пласта, м

 — интенсивность фазового перехода, кг/м3·с
k — абсолютная проницаемость, м2

R — универсальная газовая постоянная
а, b, c, d — константы в уравнении состояния
 — объем, м3

 — летучесть компонента в жидкой фазе

 — летучесть компонента в газовой фазе
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 — массовая доля компонентов

 — масса жидкой фазы, кг

 — масса газовой фазы, кг

  — масса компонента в газовой фазе, кг

 — масса компонента в жидкой фазе, кг

 — массовый расход жидкой фазы, кг/с

 — массовый расход газовой фазы, кг/с
 — вязкость жидкой фазы, Па·с
 — вязкость газовой фазы, Па·с
 — время заполнения контрольного объема, c
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УДК 532.546

Математическое моделирование  
процесса получения газа из газогидрата 

в вертикальном реакторе

Mathematical modeling of washing gas  
from gas hydrates in the vertical reactor

В статье ставится задача рассмотреть технологическую схему и тео-
ретическую модель для процесса вымывания газа из состава гидрата теплой 
водой в  противоточном вертикальном трубчатом реакторе непрерывного 
действия. 

The article considers the technological scheme and a theoretical model for the 
process of washing the gas from the hydrate with warm water in a countercurrent 
vertical tubular continuous reactor.

ключевые слова. Гидрат, теплоноситель, реактор.
KEY WORDS. Hydrate, coolant, reactor.

Гидраты природного газа представляют собой уникальное сырье не 
только для получения легких углеводородных источников энергии, но также 
и для получения экологически чистой пресной воды. Запасы такой системы 
в природе практически неисчерпаемы. При этом только потенциальные за-
пасы метана в газогидратах оцениваются специалистами до 2 × 1016 м3 [1–5]. 
Поэтому большой интерес в будущем представляет создание способов до-
бычи газогидратов и их переработки с целью получения газа и пресной 
воды.

Согласно предполагаемой схеме, реактор сверху постоянно загружается 
гидратом, а снизу в реактор подается теплая вода некоторым постоянным 
расходом (см. рис. 1). Продукты разложения (вода и газ) самотеком удаля-
ются из реактора, при котором уровень воды поддерживается на постоянной 
высоте.
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,
Рис. 1. Технологическая схема: 

1 — реактор, 2 — гидрат, 3 — вода, 4 — газ

Экспериментальная часть. Ось z направим по оси трубчатого канала 
вертикально вниз. Полагаем, что все основные параметры течения трехфазной 
системы, состоящей из частиц гидрата, воды и газа, однородны по сечению 
канала [6]. Дроблением частиц гидрата, опускающихся со скоростью υh, будем 
пренебрегать, тогда уравнение сохранения их числа запишется как:

.                           (1)

Здесь и далее нижние индексы h, w, g относятся к параметрам гидрата, воды 
и газа, nh  число частиц гидрата в единицах объема, R и S — радиус и площадь 
сечения реактора.

Уравнения сохранения масс гидрата (i = h), воды (i = w) и газа (i = g) имеют 
вид:

,                  (2)

    
,

где — массовые расходы, истинные плотности, объ-

емные концентрации и скорости фаз;  — интенсивности разложения 

гидрата, образования воды и газа (за счет разложения гидрата), отнесенные на 
единицу длины реактора.

Газогидрат является клатратным соединением с массовым содержанием газа G. 
Поэтому интенсивности разложения гидрата и образования воды и газа связа-
ны как:

.                           (3)
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Учитывая (3), уравнение (2) допускает следующие интегралы масс:

.        (4)

Здесь c, cw , sg — постоянные, определяемые из условий на входе и на вы-
ходе из реактора. Отметим, что один из интегралов в (3) является зависимым 
и причем w gc c c= + .

При записи уравнений теплового баланса потерями тепла через стенки 
реактора будем пренебрегать, кроме того, будем считать, что температура воды 
и газа совпадают ( g wT T= ). Тогда можем записать следующие уравнения со-
хранения энергии гидрата и газожидкостной смеси:

.

              

(5)

Здесь Tσ — температура на поверхности частицы гидрата; Qwσ и Qσh — те-
пловые потоки от жидкости к поверхности гидрата и от этой поверхности к ги-
драту, отнесенные к единице длины реактора. Тепловые потоки, в свою очередь, 
должны удовлетворить условиям теплового баланса с учетом затрат на фазовые 
переходы:

,                               (6)

где lh — удельная теплота разложения, отнесенная на единицу массы гидрата.
Приведенные уравнения необходимо дополнить следующими кинематиче-

скими соотношениями:

,
                        

(7)

где ah — радиус частиц гидрата. Для объемного содержания гидрата примем, 
что он равен величине объемного содержания для плотной засыпки сферических 
частиц. Тогда по [7] будем иметь αh = 0.64.

Интенсивности теплообмена, отнесенные к единице длины реактора, пред-
ставим как: 

,                            (8)

где qwσ , qσh  — интенсивности тепломассообмена, отнесенные к одной частице 
гидрата, которые, в свою очередь, записываются в виде: 

           m,

.

                         (9)

Здесь β, λ, χ — коэффициенты теплопереноса, теплопроводности, темпера-
туропроводности, Nu и Pe — числа Нуссельта и Пекле.

,
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Скорость газовой фазы представим как:

vg = vw – vgw,                                      (10)

где vgw — скорость миграции газовой фазы относительно жидкости.
Рассмотренная выше система уравнений, дополненная некоторыми гипоте-

зами, позволяющими получить конкретные численные величины для параметров, 
определяющих интенсивность разложения гидрата и относительное движение 
газовой фазы, позволяет рассчитывать производство газа и воды при заданной 
интенсивности загрузки реактора гидратом и теплой водой. Для функциониро-
вания такого реактора необходимо обеспечить во всем его объеме условия раз-
ложения гидрата. Таким условием является величина температуры воды Tw , 
контактирующей с гидратом, которая должна быть выше равновесной темпера-
туры ( )sT p  для значения давления в реакторе p. 

Представляется, что наибольший практический интерес имеет случай, когда 
изначально гидрат попадает в реактор с температурой 0hT , превышающей равно-
весную температуру фазовых переходов ( )sT p  для значения давления в реак-
торе ( )0 ( )h sT T p> . Поэтому для такой ситуации естественно предположить, что 
все тепло, отбираемое от воды, уходит в основном на затраты, связанные с 
теплотой фазовых переходов. В соответствии с этим в дальнейшем будем считать, 
что температура гидрата в реакторе не меняется ( )0h hT T= , кроме того, темпе-
ратура на поверхности частицы гидрата равна средней температуре гидрата Tσ = Th. 
Тогда в соответствии с (5) интенсивность разложения гидрата будет полностью 
определяться из условия теплового баланса как:

.                               (11)

Пусть реактор загружается гидратом и водой с интенсивностью mh0 и mw0, 
имеющих температуры 0h hT T=  и w weT T= . Следовательно, на входе ( 0z = ) и на 
выходе ( ez z= ) реактора можем записать следующие граничные условия:

0 0, ( 0)h h h hm m T T z= = =  и , ( )w we w we em m T T z z= = = .       (12)

При прохождении гидрата через реактор происходит полное разложение. 
Поэтому для массовых расходов гидрата mhe, а также газа mge при ez z=  име-
ет место mhe = mge = 0. Тогда на основе интегралов масс (4) можем записать:

, (1 )g h w h wem Gm m G m m= = − + .                      (13)

Кроме того, на основе второго уравнения из (4) с учетом (10) — (12), а также 
полагая Tσ = Th , получим интеграл энергии:

( )( )( )(1 )we w w h w g w h h we w wem c T m c G c G T T l m c T+ − + − + = .        (14)

Данное выражение позволяет однозначно определить температуру воды wT  
через массовый расход гидрата mh.

Принятые выше допущения позволяют свести задачу о структуре течения 
в реакторе к одному дифференциальному уравнению для mh:

.                                  (15)
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Результаты расчетов. Для параметров, определяющих теплофизические 
свойства гидрата, воды и газа, были приняты следующие значения: ρ = 913 кг/м3, 

55 10hl = ×  Дж/кг, ρw = 1000 кг/м3, λ = 0.58 Дж/(м с К), 4200wc =  Дж/(кг К), 
λg = 0.03 Дж/(м с К), Rg = 520 Дж/(кг К), G = 0.12.

Для базовых параметров, определяющих геометрию и режим работы реак-
тора, принимались следующие численные величины для параметров: R = 1 м, 

0 100hm =  кг/с, 300wT =  К, 277hT =  К, 63 10p = ×  Па. Значение расхода теплой 
воды на входе ( 517wem =  кг/с) реактора принималось на основе формулы 
(15). Отметим, что данное значение соответствует минимальному значению 
расхода теплой воды, обеспечивающего в энергетическом плане полное разло-
жение гидрата при задании 0 0,h hm T  и weT .

При задании величины скорости миграции газа относительно жидкости 
ориентировались на результаты работ [9; 10] и при расчетах использовали зна-
чение υgw = 0.1 м/с.

На рис. 2 представлены результаты расчетов для распределения массовых 
расходов и скоростей фаз, а также температуры воды, радиуса частиц гидрата 
и объемного содержания газа вдоль реактора.

Установлено, что при заданных производительности и радиусе высота ре-
актора должна быть не менее чем 15ez =  м. Видно, что объемное содержание 
воды в реакторе не опускается ниже значения αw = 0.2.

         

         
Рис. 2. Распределения (a) массовых расходов: 1 — воды, 2 — гидрата, 3 — газа; 
(b) объемного газосодержания и радиуса частиц гидрата; (c) температуры воды; 

(d) скоростей частиц: 1 — воды, 2 — газа, 3 — гидрата вдоль реактора

a b

c d
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Следовательно, по всей длине реактора процесс разложения гидратных 
частиц происходит в основном из-за контакта их поверхности с водяной фазой. 
При этом перепад давления в реакторе мал и составляет порядка 1% от значе-
ния давления, которое реализуется в реакторе. Таким образом, вышеприведен-
ная схема для данных расчетов вполне оправдана.

Выводы. В работе исследована возможность вымывания газа из гидратных 
валунов. Построена соответствующая технологическая схема и описана модель 
реактора для процесса разложения гидрата с целью получения газа и пресной 
воды. Установлены оптимальные режимы работы и минимальные размеры ре-
актора с точки зрения энергетических затрат в зависимости от исходных пара-
метров.
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Применение фотоабсорбции  
для определения профиля поверхности  
тонкого слоя поглощающей жидкости, 

деформированного термокапиллярной конвекцией

Photoabsorption application to determine  
the surface profile of a thin absorbing liquid layer 

deformed by thermocapillary convection
В статье представлены экспериментальные исследования профиля поверхности 

тонкого горизонтального слоя жидкости. Деформацию поверхности вызывает 
эффект термокапиллярной конвекции за счет точечного нагрева жидкости. Из-
мерение локальной толщины слоя проводилось с помощью фотоабсорбции. Видео-
запись процесса позволяет отследить динамику развития профиля во времени. 
Получены профили поверхности для слоя раствора бриллиантового зеленого в 
н-бутаноле в различные моменты времени с начала нагрева.

The paper presents the experimental study of the surface profile of a thin horizontal 
liquid layer. Surface deformation is caused by thermocapillary convection due to local 
heating of liquid. The measurement of the local layer thickness was carried out using 
photoabsorbtion. Video of the process allows to track the dynamics of the profile over 
time. The surface profiles were obtained for the layer of brilliant green solution in 
isopropanol at different times from the beginning of the heating.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Применение фотоабсорбции для определения профиля 
поверхности тонкого слоя поглощающей жидкости, деформированного термо-
капиллярной конвекцией.

KEY WORDS. Thermocapillary convection, thermocapillary deformation profile 

В тонком слое жидкости при его неоднородном нагреве наблюдается термо-
капиллярная конвекция [1; 2]. Причина этого эффекта заключается в зависи-
мости коэффициента поверхностного натяжения от температуры жидкости. 
В случае точечного нагрева слоя, расположенного на твердой горизонтальной 
подложке, на поверхности жидкости формируется градиент поверхностного 
натяжения. Касательные напряжения, направленные радиально от точки на-
грева, образуют поток жидкости, направленный в области с меньшей темпера-
турой. Отток жидкости из области нагрева приводит к деформации свободной 

Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. 
Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2015.  Том 1. № 1(1). 29-33



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

30  © В.М. Флягин

поверхности слоя. Отрицательное давление Лапласа под искривленной поверх-
ностью жидкости вызывает возвратный поток вдоль подложки к области на-
грева. В результате оба потока замыкаются, образуя в жидкости тороидальный 
термокапиллярный вихрь [1; 3]. 

Термокапиллярная конвекция крайне чувствительна ко множеству параме-
тров слоя жидкости и подложки, что используется в ряде методов, позволяющих 
проводить измерения вязкости жидкости, мощности нагревательного элемента, 
тепло- и температуропроводности материала подложки, оценивать степень за-
грязнения воды ПАВ и пр. [1; 4-7]. Практически во всех методах в качестве 
информативного сигнала используется отраженное от деформированной поверх-
ности жидкости лазерное излучение, которое при проецировании на экран 
формирует термокапиллярный отклик [1]. О значении искомой величины судят 
по диаметру отклика. 

Несмотря на обилие методов, сам термокапиллярный отклик исследован 
слабо. В основном это связано с малым числом работ по изучению профиля 
деформации свободной поверхности в области нагрева. Отсутствие информации 
о связи профиля деформации с формой термокапиллярного отклика в конечном 
итоге усложняет разработанные методы и задерживает их развитие и внедрение 
в производство. 

В представленной работе профиль деформации поверхности жидкости 
определяется фотоабсорбционным методом. Он обладает рядом неоспоримых 
преимуществ: бесконтактность, быстродействие, возможность измерения во всех 
точках поверхности одновременно. В работе [1] метод был использован для по-
лучения статического профиля деформации поверхности. При применении ви-
деозаписи с последующей покадровой обработкой появляется возможность 
наблюдать формирование углубления во времени.

Схема эксперимента изображена на рис. 1. 

Рис. 1. Схема эксперимента
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Тонкий слой (1) раствора бриллиантового зеленого в н-бутаноле с кон-
центрацией 1000�����������������������������������������������������  ���������������������������������������������������� мг/л находится в кювете (2) с прозрачным дном из по-
лиметилметакрилата. Толщину слоя контролируют методом калиброванных 
проволочек [6]. В дно кюветы на разной высоте вмонтированы 8 столбиков 
из полиметилметакрилата (3), предназначенных для определения реперных 
точек зависимости толщины слоя от интенсивности прошедшего излучения. 
Слой подсвечивается снизу через матовое стекло (4) матрицей белых свето-
диодов (5). Локальный нагрев производится пучком He-Ne лазера ГН-25-1 
(6) мощностью 14,8 мВт. Свет нижней подсветки, прошедший через слой 
жидкости, попадает в видеокамеру (7), запись с которой производится на 
ПК. Скорость записи составляет 30 кадров/сек, пространственное разреше-
ние — 10 пикселей/мм. Интерференционное зеркало (8) с длиной волны на 
отражение 633  нм предназначено для исключения засветки видеозаписи 
лазерным излучением.

При включении лазера жидкость в области падения лазерного пучка по-
глощает излучение и нагревается, в результате чего возникает термокапил-
лярная конвекция. Толщина слоя жидкости локально меняется, уменьшая 
поглощение излучения подсветки. Регистрация светлого пятна на видеоза-
писи свидетельствует об изменении локальной толщины и появлении дефор-
мации слоя жидкости. Зная интенсивность излучения I в областях столбиков, 
а также толщину слоя h над ними, можно аппроксимировать зависимость 
h = f(I) по закону Бугера, а затем определить точки профиля деформации 
(рис. 2). 

Рис. 2. Точки, соответствующие профилю деформации 
поверхности жидкости спустя 8 сек. после начала нагрева

Восстановленные по методу наименьших квадратов профили для различных 
моментов времени с начала нагрева показаны на рис. 3.
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Рис. 3. Восстановленные профили деформации поверхности жидкости 
в моменты времени 1, 2, 4, 6, 8, 10, 15 и 30 сек. после начала нагрева

За счет логарифмической зависимости h(I) шаг измерения получается не-
равномерным: для максимальной толщины слоя он равен 9 мкм, для близких 
к нулю толщин — 4 мкм. Шум видеозаписи создает дополнительные флуктуа-
ции интенсивности, поэтому на данном этапе погрешность измерения толщины 
составляет ±30 мкм. Однако технически существует возможность повышения 
точности измерения в 2-2,5 раза за счет повышения контрастности изображения 
видеозаписи.
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Вытеснение остаточной нефти  
из низкопроницаемых гидрофобизированных 

коллекторов

DISPLACEMENT OF residual oil from low permeable 
HYDROPHOBIZED COLLECTORS

Предложен механизм вытеснения нефти на третичной стадии разработки 
месторождения. Показано, что важнейшим элементом в решении проблемы вы-
теснения остаточной нефти может быть периодическая (квазипериодическая) 
адсорбция гидрофобизатора на стенках коллекторов. В работе рассматривается 
аналитическая модель ускорения движения нефтяной фазы, а также приведены 
результаты математического моделирования процесса фильтрации в периодически 
гидрофобизированном коллекторе. 

The article describes a mechanism of oil displacement in the tertiary stage of field 
development. It is shown that the most important element in solving the problem of 
residual oil displacement can be periodic (quasi-periodic) hydrophobizator adsorption 
on the walls of collectors. The paper presents the analytical model of the oil phase 
acceleration, as well as the results of mathematical modeling of filtration in a periodically 
hydrophobized collector.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Адсорбция, гидрофобизатор, повышение нефтеотдачи 
пластов.

Key words. Adsorption, hydrophobisator, enhanced oil recovery.

В процессе фильтрации, взаимодействуя с поверхностью породы, остаточная 
нефть и связанная вода образуют структурированные формы (кластеры, колло-
идные частицы и т. д.) [1]. Кроме того, за счет развития динамических процес-
сов глинистыми частицами значительно увеличивается трение флюидов. В ра-
ботах [2; 3] показано, что эти и многие другие проблемы (кольматация коллек-
торов, изменение проницаемости) можно устранить за счет гидрофобизации 
коллекторов. Однако в [1] отмечено, что вытеснение нефти происходит более 
эффективно при образовании не сплошного, а периодического (неоднородного) 
адсорбированного слоя гидрофобизатора в ходе предварительной гидрофобиза-
ции. Этот эффект особенно заметен в низкопроницаемых коллекторах. К на-
стоящему времени причины этого эффекта остаются невыясненными.

Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. 
Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2015.  Том 1. № 1(1). 34-42
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В работе рассматривается возможный механизм этого явления. Пусть на 
гидрофильной поверхности в процессе адсорбции образуется гидрофобный 
«островок». В этом случае локальное изменение расклинивающего давления 
должно компенсироваться изменением капиллярного давления. В работе [4] 
изучено решение задачи об устойчивости гидрофобной пленки на гидрофильной 
поверхности. Критическое значение ширины гидрофобного участка определяет-
ся выражением [2]:

,                                    (1)

где σ — поверхностное натяжение флюида; a — параметр, характеризующий 
наклон изотермы адсорбции.

Такие структуры, образованные несколькими углеводородными радикалами, 
оказываются подверженными воздействию силы f, равной по величине произ-
ведению объема гидрофобного тела (L)3, на градиент капиллярного давления.

Будем считать «островок» сферой с точечным дипольным моментом в цен-
тре, тогда градиент диэлектрической проницаемости определит силу, действую-
щую со стороны флюида, fε [4]. Эта сила связана с электрической природой. 
Рассмотрим случай fε < f:

,                                 (2)

где μ1 — дипольный момент островка; ε — диэлектрическая проницаемость 
раствора.

Потенциал (В) можно оценить выражением:

.                         (3)

В процессе вытеснения остаточной нефти флюидом нефтяные капли отры-
ваются от поверхности капилляра. В результате нефтяную каплю в флюиде 
можно интерпретировать как нефтяную коллоидную частицу. Рассмотрим дви-
жение такой частицы под действием силы случайного потенциального поля 
Ф(х;t), сформированного локальными гидрофобными участками:

Ф(х;t) = Ф(х)ζ(t),                                                     (4)

где < ζ(t) > = 0, < ζ(t)ζ(t+τ) > = 2Dζ σ(τ); ζ(t) — независимый дельта-
коррелированный процесс; Dζ — коэффициент диффузии.

Запишем уравнение Ланжевена для нефтяной коллоидной частицы:

  )()()()()( tt
dx
xdDtt

dx
xd

dt
dx    (5),                (5)

где ξ(t) — тепловой шум; ; μ0 — вязкость.
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Уравнение (5) дает возможность оценить коэффициенты сноса и диффузии 
в результате действия случайного поля [5; 6]. Для четной потенциальной функ-
ции φ(x) среднее смещение равно нулю. Таким образом, эволюция в уравнении 
(5) будет определяться среднеквадратичным смещением:

.             (6)

Известно [7], что в периодическом потенциальном поле, в условиях действия 
шума независимо от вида поля, среднеквадратичное смещение определяется 
выражением (7):

.                              

(7)

Следовательно, периодическое случайное поле, сформированное гидро-
фобными участками стенок капилляра, ускоряет движение нефтяной колло-
идной частицы. Коэффициент диффузии увеличивается с ростом отношения 
(B/L). 

Чем короче размер (L) периодических «островков», тем быстрее будет дви-
гаться нефтяная капля в жидкости. Периодически действующее поле приводит 
к чередованию участков ускорения и замедления движения нефтяной фазы. 
Пульсирующее движение нефтяной фракции наблюдалось в работе [4]. Часто-
та пульсации движения составляла ~10-3 с. 

В работе с помощью математического моделирования проведен расчет и оце-
нено влияние адсорбции гидрофобных частиц на основные показатели разра-
ботки. Для этого использовалось специализированное программное обеспечение 
компании Roxar (Tempest More 6.7, Irap RMS 2012.0.2.1). Модель представляет 
собой однородную по пористости и проницаемости нефтенасыщенную залежь 
размером 700×700 м, шаг конечно-разностной сетки — 1 м. 

Построение геологической модели осуществлялось на основании результатов 
интерпретации геофизических и гидродинамических исследований пласта БС7

0 
скважины 53-Р Соровского месторождения, а также исследования глубинных 
проб нефти. Средневзвешенное значение коэффициента пористости пласта со-
ставляет 19.0%, коэффициента проницаемости — 29.3·103 мкм2. Значение ко-
эффициента нефтенасыщенности оценивается на уровне 0.582 д.ед. Пластовое 
давление и температура в модели составили 241.5 атм и 86.1 °С. 

Эксперименты по определению фазовых проницаемостей проводились 
ООО «ЗабСибГЦ» в соответствии с положениями отраслевого стандарта ОСТ 
39-235-89. Исследования проведены на керновом материале, извлеченном в 
процессе бурения скважины. Результаты проведенных опытов представлены в 
табл. 1. Принятые для расчетов значения кривых относительных фазовых про-
ницаемостей приведены на рис. 1 и в табл. 1.

,
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Рис. 1. Результаты определения ОФП на керновом материале

Таблица 1

Значение относительных проницаемостей

Водонасыщенность, 
д.ед.

Значение относительной проницаемости, д.ед.

для воды для нефти

0.304 0.00000 0.9921

0.350 0.00098 0.5730

0.400 0.00431 0.2829

0.450 0.00999 0.1311

0.500 0.01801 0.0588

0.550 0.02839 0.0260

0.600 0.04112 0.0114

0.650 0.05620 0.0050

0.700 0.07363 0.0022

0.727 0.08402 0.0014

1.000 0.25000 0.0000
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Свойства нефти в пластовых и поверхностных условиях принимались по 
результатам исследования глубинных проб нефти, отобранных в ходе проведе-
ния испытания пласта БС7

0 скважины 53-Р. Результаты исследования приведе-
ны в табл. 2.

Таблица 2 

Результаты исследования глубинных проб нефти

Параметр Единицы 
измерения

Значение Среднее 
значениепроба 

№ 0032
проба 

№ 0047
Плотность нефти 
в условиях пласта

кг/м3 786.1 785.6 785.9

Вязкость нефти 
в условиях пласта

мПа×с 1.56 1.60 1.58

Объемный коэффициент 
пластовой нефти

1.142 1.144 1.143

Плотность минерализованной воды в зависимости от температуры для усло-
вий нефтепромысловой практики при температурах выше 20°С рассчитывалась 
по формуле (8):

.                   (8)

Динамическая вязкость минерализованной воды  оценивалась по фор-
муле, учитывающей влияние минерализации воды (через плотность) [8]:

.
                  

 (9)

С учетом (8) из (9) формула для расчета вязкости пластовой воды примет 
вид:

,             (10)

где  — массовая концентрация растворенных солей в воде (минерализация), 
кг/м3, (г/л). 

Результаты оценки свойств воды в пластовых условиях представлены в 
табл. 3.

Таблица 3

Результаты оценки свойств воды в пластовых условиях

Параметр Значение Ед. изм.

Минерализация 20 г/л

Пластовая температура 86.1 °С
Плотность воды в пластовых условиях 0.978 кг/м3

Вязкость воды в пластовых условиях 0.40 мПа×с
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Оценка влияния адсорбции гидрофобных частиц на основные показатели 
разработки проводилась по вариантам. 

Вариант 1. Включал в себя разработку нефтяной залежи пятью сква-
жинами, расположенными по пятиточечной системе. Количество добывающих 
скважин — 4, количество нагнетающих — 1. Расстояние между скважинами 
составляло 400 м. Скважины вступали в работу с постоянным значением 
забойного давления, для добывающих — 120 атм, для нагнетательной — 400 атм. 
Период расчетов составил 5 лет. 

Вариант 2. Во втором варианте проводилось моделирование закачки ги-
дрофобизирующих веществ в пласт через нагнетательную скважину. 

Вариант 3. В третьем варианте моделировались условия гидрофобной об-
работки призабойных зон добывающих скважин. 

Поверхностные свойства капилляров определялись в соответствии с анали-
тической моделью изменения массивов проницаемости и вязкости. 

Анализ основных показателей разработки по результатам моделирования 
показал повышение значения коэффициента извлечения нефти при значитель-
ном снижении объемов добычи воды, а также увеличение безводного периода 
работы добывающей скважины для вариантов со «случайным» распределением 
адсорбционного слоя. Основные технологические показатели вариантов разра-
ботки модельной залежи представлены в табл. 4. Сопоставление основных по-
казателей приведено на рис. 2-5.

Как следует из анализа вариантов разработки, наилучшие показатели по 
добыче нефти достигаются по третьему варианту разработки (табл. 4). 

Таблица 4

Основные технологические показатели  
вариантов разработки

Показатели
Варианты

1 2 3

Начальные геологические запасы, тыс. м3 239.98

Начальное пластовое давление, атм 241.5

 Пластовое давление на момент окончания расчетов, атм. 197.7 176.1 194.7

Накопленная добыча нефти, тыс. т 50.7 46.8 52.8

Накопленная добыча жидкости, тыс. т 71.8 58.2 75.1

Закачка воды, тыс. м3 76.4 61.2 79.8

Обводненность продукции, % 63.8 51.1 65.5

Компенсация отборов, % 106.4 105.2 106.3

КИН, д.ед. 0.211 0.195 0.220
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Рис. 2. Динамика изменения дебита нефти

Рис. 3. Динамика изменения дебита воды

Рис. 4. Динамика изменения приемистости
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Рис. 5. Изменение коэффициента извлечения нефти

Результаты численного моделирования показали эффективность периодиче-
ской гидрофобизации коллекторов в процессе фильтрации углеводородов в пла-
стовых условиях. Следовательно, предложенная аналитическая модель ускорения 
переноса капель нефти в пористой среде получила свое подтверждение. 
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Особенности расчета теплообмена 
при безотрывном турбулентном обтекании 

высокотемпературных поверхностей 
тонкодисперсными двухфазными потоками

HEAT TRANSFER CALCULATION FOR STEADY TURBULENT  
FLOW OF HIGH-TEMPERATURE SURFACES  
IN FINELY DISPERSED TWO-PHASE FLOWS

В работе рассмотрен теплообмен при безотрывном турбулентном обтека-
нии тонкодисперсными двухфазными потоками высокотемпературных поверх-
ностей до начала испарения капель. Проанализировано влияние капельной фазы 
на интенсивность процессов теплообмена. Введен коэффициент интенсификации 
теплообмена и найден общий вид зависимости этого коэффициента от параме-
тров потока. Приведены результаты расчетов коэффициента интенсификации 
теплообмена для продольного обтекания и течения в цилиндрическом канале. 
Получен общий вид критериальных уравнений для нахождения коэффициента 
теплоотдачи при турбулентном безотрывном обтекании различных геометри-
ческих поверхностей.

The article considers the research on the heat transfer in steady turbulent flow 
in finely dispersed two-phase flows of high-temperature surfaces prior to the droplet 
evaporation. The impact of the droplet phase on the intensity of heat transfer processes 
is analyzed. The paper suggests the coefficient of heat exchange intensification and 
the general dependency of this ratio on the flow parameters. It is also calculated the 
heat transfer intensification coefficient for the longitudinal flow and the flow in a 
cylindrical channel. It is provided the general criterial equations to calculate the heat 
transfer coefficient for steady turbulent flow over surfaces of various geometry.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Коэффициент теплоотдачи, двухфазный тонкодисперсный 
поток, турбулентное обтекание, коэффициент интенсификации теплообмена.

KEY WORDS. The coefficient of heat transfer, two-phase dispersed flow, turbulent 
flow, the coefficient of heat exchange intensification.

В настоящее время проблема охлаждения высоконагретых поверхностей 
относится к одному из приоритетных направлений в энергетике и металлургии. 
Выбор в качестве охладителя двухфазного потока может позволить существен-
но увеличить интенсивность процессов теплообмена. Несмотря на большое 
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количество экспериментальных и расчетных работ, посвященных теплообмену 
в газожидкостной среде, отсутствуют аналитические зависимости, учитывающие 
влияние параметров потока на интенсивность теплообмена. Экспериментальные 
работы по данной теме [1-8] посвящены частному случаю теплообмена для 
поверхности определенной геометрической формы при заданном режиме те-
чения. Только теоретическое исследование с последующим получением кри-
териальных уравнений позволяет дать обобщающую оценку влияния различ-
ных факторов на процесс теплообмена между охлаждаемой поверхностью и 
двухфазным потоком.

Теплообмен при турбулентном безотрывном обтекании. В данной 
работе рассмотрены принципы расчета теплообмена при турбулентном безот-
рывном обтекании двухфазным тонкодисперсным потоком высокотемператур-
ной поверхности. Поток характеризуется следующими параметрами: влагосо-
держание потока d (масса жидкости, отнесенная к массе содержащего ее газа), 
средний диаметр капель dk , давление P, скорость потока w0. Температура по-
верхности tст превышает температуру Лейденфроста, что означает отсутствие 
непосредственного контакта охлаждаемой поверхности с жидкокапельной ком-
понентой потока. Все расчеты проводились только для конвективного тепло-
обмена, без учета влияния излучения. Для расчетов использовалась односко-
ростная гомогенная модель течения, при которой движение тонкодисперсного 
газожидкостного потока описывается обычными дифференциальными уравне-
ниями течения гомогенной жидкости с использованием эквивалентных параме-
тров двухфазной смеси [9]. Капли рассматривались как внутренние отрицатель-
ные источники тепла. В работе [10] показано, что при прогреве капель до 
температуры насыщения реализуется квазистационарный процесс теплопрово-
дности, в этом случае можно принять температуру капель постоянной и равной 
температуре газа в ядре турбулентного потока: tк = t0.

Принятые допущения позволили свести задачу теплообмена к решению 
дифференциального уравнения теплопроводности с внутренними отрицатель-
ными источниками тепла:   

,                                   (1)

где  — параметр, характеризующий внутренние источни-

ки тепла, м-1;  — температурный напор между газовой и капельной фазами, 
ºС; ρг , ρк — плотность газа и капли соответственно, кг/м3. 

Решение уравнения (1) с учетом температурного напора у стенки 0 будет 
иметь вид: 

                              (2)

где x — характерный размер, м; xbx ⋅=  — безразмерный параметр.

Введем коэффициент: .

В этом случае тепловой поток к жидкой фазе: . 
При турбулентном течении у стенки образуется вязкий гидродинамический 

чисто газовый ламинарный подслой, создающий основное термическое сопро-
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тивление и определяющий интенсивность теплообмена. Толщину теплового 
подслоя в дальнейшем считаем равной толщине гидродинамического вязкого 
ламинарного подслоя: .

Для расчета коэффициента теплоотдачи от поверхности к двухфазному по-
току применим известный подход, основанный на использовании интегральных 
уравнений теплового потока и импульса для пограничного слоя, дополнив его 
учетом теплопереноса к капельной компоненте [11]. 

На внешней границе теплового подслоя общий тепловой поток от стенки qп 
отводится как турбулентным переносом газовой фазы qт , так и к жидкой фазе 
qк за счет разрыва температур между газовой и капельной компонентами по-
тока. Тогда: 

.                                       (3)

Тепловой поток при турбулентном переносе: , 

где s — касательное напряжение на границе вязкого подслоя, Па; tп , t0 — зна-
чения температур на границе подслоя и за его пределами соответственно, ºС;  
wп w0 — скорости на границе подслоя и за его пределами соответственно, м/с.

Касательное напряжение на границе вязкого подслоя будет:   

,                               (4)

где constC =1  определяется только геометрическим типом поверхности. В пре-
делах вязкого подслоя принимается линейное распределение скоростей:

** ywwy ⋅= ,                                      (5)

где ; y — продольная координата, м. Для границы 

вязкого подслоя и двухфазной турбулентной части пограничного слоя, соглас-
но [11]: 2

* Cy = , где constC =2  определяется только геометрическим типом 
поверхности. Скорость на границе вязкого ламинарного подслоя и двухфазной 
турбулентной части пограничного слоя: 

.
                 

(6)

Толщина ламинарного вязкого подслоя согласно [11]: 

.                            (7)

При расчетах учитываем, что тепловой поток через подслой равен теплово-
му потоку с теплоотдачей: . 

Введем коэффициент ε — отношение теплового потока к капельной фазе 
к тепловому потоку при турбулентном переносе: 

.                  (8)
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Тогда критериальное уравнение для нахождения коэффициента теплоот-
дачи при течении двухфазного потока, без учета поправок на температурный 
фактор, будет иметь вид:

.                  (9)

Представим критериальное уравнение (9) для двухфазного потока в виде:

,                       (10)

где β — коэффициент интенсификации теплообмена, равный отношению меж-
ду коэффициентами теплоотдачи при течении двухфазного и газового одно-
фазного потоков:

.                           (11)

Из выражения (11) следует, что при Re = const с возрастанием теплового 
потока к жидкой фазе коэффициент интенсификации β будет увеличиваться. 
При доминирующем влиянии на процесс теплообмена капельной фазы, что со-

ответствует ε ∞→� , максимальное значение β будет равно: , а 

максимальное значение коэффициента теплоотдачи прямо пропорционально Re0,9.
На рис. 1 приведен график зависимости коэффициента β от влагосодержания 

при продольном обтекании плоской поверхности для характерной координаты 
x = 0,25 м, при скорости потока w = 30 м/с. 

Рис. 1. Зависимость коэффициента β от влагосодержания: 
1-dк = 100 мкм, 2-dк = 50 мкм, 3-dк = 20 мкм
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На рис. 2 приведена зависимость коэффициента β от влагосодержания для 
течения в цилиндрическом канале диаметром dкан = 6 мм при значении Re = 105.

Рис. 2. Зависимость коэффициента β от влагосодержания: 
1 — Р = 5 атм, dк = 100 мкм; 2 — Р = 10 атм, dк = 50 мкм; 3 — Р = 30 атм, dк = 20 мкм

Анализируя полученные выше зависимости для нахождения коэффи-
циента теплоотдачи, можно сделать вывод, что основным фактором, опреде-
ляющим интенсивность теплообмена при турбулентном обтекании двух-
фазным тонкодисперсным потоком высокотемпературной поверхности, яв-
ляется толщина вязкого ламинарного подслоя. Именно толщина подслоя 
ограничивает максимальное значение коэффициента интенсификации те-
плообмена β. 

Выводы. В работе с учетом влияния на процесс теплообмена капельной 
фазы получен общий вид критериальных уравнений по определению коэффи-
циента теплоотдачи для турбулентного безотрывного обтекания двухфазными 
тонкодисперсными потоками высокотемпературных поверхностей различных 
геометрических форм. Показано, что при безотрывном обтекании критериальные 
уравнения теплообмена для различных поверхностей отличаются лишь значе-
ниями характерных констант. 
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Численное моделирование термодинамических параметров 
конвективного течения газа при кольцеобразной схеме 

нагрева в условиях действия силы тяжести

NUMERICAL SIMULATION OF GAS CONVECTIVE FLOW  
THERMODYNAMIC PARAMETERS IN THE ANNULAR HEATING SCHEME 

UNDER NORMAL GRAVITY CONDITIONS 
Рассматривается полная система уравнений Навье–Стокса, описывающая 

течения сжимаемого вязкого теплопроводного газа в условиях действия силы тя-
жести. Коэффициенты вязкости и теплопроводности полагаются постоянными. 
За начальные условия принимаются функции, являющиеся точным аналитическим 
решением полной системы уравнений Навье–Стокса. В качестве краевых условий 
предлагаются условия непротекания и теплоизоляции. 

Конвективный поток газа инициируется кольцеобразным нагревом подстилаю-
щей поверхности. Решения полной системы уравнений Навье–Стокса строятся 
численно по явной разностной схеме в кубе с единичной длиной ребра. Приведены 
результаты расчетов плотности, температуры и давления конвективного по-
тока вязкого сжимаемого теплопроводного газа в условиях действия силы тяже-
сти. Показано, что термодинамические параметры имеют сложную структуру 
и существенным образом зависят от формы нагрева, высоты и времени нагрева. 
Нестационарность конвективного потока газа более отчетливо проявляется 
в начальной стадии его формирования.

We consider the complete system of Navier–Stokes equations describing the flow 
of a compressible viscous heat-conducting gas under the influence of gravity. The 
coefficients of viscosity and thermal conductivity are assumed to be constant. The 
initial conditions are set by the functions that are accurate analytical solution of the 
complete Navier–Stokes equations. For the purposes of this research impermeability and 
thermal insulation are accepted as boundary conditions. Convective gas flow is initiated 
by an annular heating of the underlying surface. Solutions of the full Navier–Stokes 
equations are constructed numerically by an explicit difference scheme in a cube with 
an edge length of the unit. The article contains the results of calculations for density, 
temperature and pressure of the convective flow of viscous compressible heat-conducting 
gas under the influence of gravity. It is shown that the thermodynamic parameters 
have a complicated structure and essentially depend on the shape of heating, altitude 
and time of heating. Unsteady convective gas flow is more pronounced in the initial 
stage of its formation.

Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. 
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КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Система уравнений газовой динамики, полная система 
уравнений Навье–Стокса, краевые условия.

KEY WORDS. The system of gas dynamics equations, the complete system of 
Navier–Stokes equations, the boundary conditions.

При описании сложных течений газа используется модель упругой сплошной 
среды, основанная на решении полной системы уравнений Навье–Стокса [1]. 
Эта модель наиболее адекватно описывает физические процессы в указанных 
течениях, поскольку учитывает диссипативные свойства вязкости и теплопро-
водности.

Теоретические исследования, проведенные в последние годы [2-6], были 
посвящены изучению течения газа в разных частях восходящего закрученного 
потока. В этих работах кроме модели, основанной на решении системы урав-
нений газовой динамики, использовалась и модель полной системы уравнений 
Навье–Стокса. С работ [7-10] начался новый цикл исследований сложных те-
чений газа, предполагающих математическое моделирование и численные рас-
четы трехмерных нестационарных течений сжимаемого вязкого теплопрово-
дного газа в целом. Исследовались сложные течения газа в восходящих закру-
ченных потоках, инициированных нагревом подстилающей поверхности 
и вертикальным продувом при учете действия сил тяжести и Кориолиса. Кроме 
того, сделана попытка в этой же модели без учета действия силы Кориолиса 
описать возникающее при нагреве подстилающей поверхности конвективное 
течение вязкого теплопроводного газа [11; 12], причем нагрев осуществлялся 
в центре нижней грани расчетной области в виде круга конечного радиуса.

Целью данной работы является численный расчет термодинамических ха-
рактеристик в начальной стадии формирования трехмерного нестационарного 
конвективного течения газа, вызванного локальным кольцеобразным прогревом 
нижней поверхности расчетной области.

Полная система уравнений навье–стокса
Полная система уравнений Навье–Стокса, записанная в безразмерных пере-

менных с учетом действия силы тяжести, в векторной форме имеет следующий 
вид [13]: 

 (1)

где безразмерные коэффициенты вязкости и теплопроводности имеют значения 
, .

Эта система в дифференциальной форме передает законы сохранения мас-
сы, импульса и энергии в движущейся сплошной среде. Система не содержит 
член, описывающий ускорение Кориолиса, поскольку в данной работе он по-
лагается равным нулю.
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В системе (1): t  — время; zyx ,,  — декартовы координаты; ρ — плотность 
газа; ( )wvuV ,,=



 — вектор скорости газа с проекциями на соответствующие 
декартовы оси; T  — температура газа; ( )gg −= ,0,0

 — вектор ускорения силы 
тяжести; γ = 1.4 — показатель политропы для воздуха; ∇  и div  — операторы 
градиента и дивергенции по декартовым пространственным переменным.

Начальные и граничные условия
Начальные условия при описании конвективных течений сжимаемого вяз-

кого теплопроводного газа в случае постоянных значений коэффициентов вяз-
кости и теплопроводности в данной работе берутся в виде функций, задающих 
известное точное аналитическое решение [14] системы (1):

,w,v,u 000 ===                               (2)

      (3)

.                    (4)

Расчетная область представляет собой куб с длинами сторон 10 =x , 10 =y  
и 10 =z  вдоль осей Ox, Oy и Oz соответственно.

Для плотности на всех шести гранях куба 0=x , 0xx = , 0=y , 0yy = , 
0=z , 0zz =  — исходя из неизменности потока за пределами расчетной об-

ласти, ставится «условие симметрии» [15]. Это означает, что на границе пред-
полагается равенство нулю производной функции плотности газа в направлении 
нормали к граничной поверхности. 

Для температуры на пяти гранях куба 0=x , 0xx = , 0=y , 0yy = , 0zz =  
задаются условия теплоизоляции («условие симметрии») [15].

На нижней плоскости 0=z  значения температуры в кольце между концен-
трическими окружностями с безразмерными значениями радиусов 10.r =  
и 30.r =  заданы в виде функции:

      (5) 

моделирующей кольцеобразный локальный нагрев нижней грани расчетного 
куба. Множитель M  в формуле (5) равен превышению максимального безраз-
мерного значения температуры над масштабным единичным значением.

Краевые условия для компонент вектора скорости газа на всех шести гранях 
берутся соответствующими «условиям непротекания» для нормальной к гранич-
ной поверхности составляющей вектора скорости (равенство нулю нормальной 
составляющей к этой поверхности вектора скорости газа) и «условиям симме-
трии» для двух других компонент вектора скорости течения [15]. Данные крае-
вые условия фактически означают рассмотрение конвективного течения вязко-
го сжимаемого теплопроводного газа в непроницаемой и теплоизолированной 
кубической емкости. 

Расчетная область заполняется трехмерной сеткой узлов пересечения трех 
семейств плоскостей ixx = , jyy = , kzz = , где xixi ∆⋅= , yjyj ∆⋅= , zkzk ∆⋅= , 

Li ≤≤0 , Mj ≤≤0 , Nk ≤≤0 . Lxx /0=∆ , Myy /0=∆ , Nzz /0=∆  — разност-
ные шаги по трем пространственным переменным.
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Зная в начальный момент времени 0=t  во всех точках куба все искомые 
функции, с помощью явной разностной схемы вычисляются значения искомых 
функций во внутренних точках куба, во внутренних точках каждой из граней, 
ребер и вершин.

Результаты расчетов. Расчеты проводились при следующих входных 
параметрах: масштабные размерные значения плотности, скорости, расстояния 

и времени равны 

Разностные шаги по трем пространственным переменным 010.yx =∆=∆ 0.01, 
10.z =∆ , а шаг по времени 001.0=∆t .

Безразмерное и соответствующее размерное значение коэффициента сле-
дующие: 1250.M = , CM o* 36= 36 оС.

На рис. 1-4 представлены результаты расчета плотности газа в виде графиков 
функции двух переменных ρ )y,x(�  на фиксированной высоте 50.z =  (размерное 
значение 5 м) для четырех расчетных шагов по времени. Поскольку изменения 
значений плотности в зависимости от времени происходят в весьма незначительных 
пределах, то на графиках эти изменения отображаются только цветом: синему 
цвету соответствуют меньшие, а красному цвету — большие значения плотности.

Рис. 1. Плотность на 50 шаге            Рис. 2. Плотность на 300 шаге

Рис. 3. Плотность на 3000 шаге        Рис. 4. Плотность на 10000 шаге

Из приведенных рисунков видно, что поведение плотности газа за рассчи-
танное время можно характеризовать следующим образом. 
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Периферийные значения плотности, близкие к боковым граням расчетной об-
ласти, для каждого отдельного фиксированного момента времени меняются не-
значительно. В центральной части боковых граней значения плотности больше, а 
в углах — меньше. Это, по-видимому, связано с более интенсивным притоком газа 
к центрам боковых граней, чем к областям, близким к вертикальным ребрам. 

Общее фоновое безразмерное значение плотности с течением времени уве-
личивается от 1 до 1.02, что соответствует изменению размерных значений 
в пределах от 1.2928 кг/м3 до 1.3187 кг/м3. 

Распределение плотности в начале нагрева имеет форму кольца, центр кото-
рого совпадает с геометрическим центром квадратного сечения расчетной области, 
а радиус его совпадает с радиусом кольца нагрева. С течением времени происходит 
расширение кольца с повышенными значениями плотности и его размывание в 
пространстве, и к 10000 расчетному шагу по времени область повышенных значе-
ний плотности практически достигает боковых граней расчетного куба. 

С течением времени меняется и геометрическая симметрия плотности. В на-
чале кольцеобразного прогрева нижней поверхности плотность газа имеет четко 
выраженную центральную симметрию, а с течением времени область централь-
ной симметрии, расширяясь к боковым граням, меняется на прямоугольную.

На рис. 5-8 приведены результаты расчета температуры газа в виде графи-
ков функции двух переменных )y,x(T  на фиксированной высоте 50.z =  (раз-
мерное значение 5 м) для четырех таких же расчетных шагов по времени.

 

Рис. 5. Температура на 50 шаге        Рис. 6. Температура на 300 шаге

Рис. 7. Температура на 3000 шаге       Рис. 8. Температура на 10000 шаге
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Поведение рассчитанных значений температуры как функций координат и 
времени отлично от аналогичного поведения плотности. Периферийные значения 
температуры в начале прогрева также близки к единичному, а с течением вре-
мени наблюдаются немонотонные их изменения. Фоновые безразмерные значения 
температуры в областях, близких к боковым граням расчетного куба, с течением 
времени изменяются существенно меньше, чем значения плотности. В рассчи-
танном диапазоне временных шагов эти значения температуры меняются в 
пределах от 1 до 1.0025 (в размерных значениях от 288оК до 288.72оК).

Что касается геометрической симметрии, то с течением времени она для тем-
пературы практически не меняется со временем. В начале кольцеобразного про-
грева нижней поверхности температура газа имеет четко выраженную кольце-
образную центральную симметрию, которая с течением времени, расширяясь к 
боковым граням, сохраняет кольцеобразный характер. Отличием поведения темпе-
ратуры от поведения плотности является существенно большее увеличение ее в 
центральной области до значений 1.01 (размерное значение 290.88оК). Как видно 
из рис. 8, это увеличение температуры имеет вид колокола, что связано с более 
интенсивным прогревом центральной области. Кольцеобразный нагрев подстилаю-
щей поверхности, очевидно, сказывается на поведении температуры нагрева на 
этой фиксированной высоте в центральной части исследуемой области и визуали-
зируется в виде воронки в центре колоколообразной поверхности.

На рис. 9-12 приведены результаты расчета давления газа в виде графиков 
функции двух переменных )y,x(p  на фиксированной высоте 50.z =  (размер-
ное значение 5 м) для четырех расчетных шагов по времени. Поскольку давле-
ние есть произведение плотности на температуру, то его поведение как функции 
координат и времени во многом совпадает с аналогичным поведением плот-
ности и температуры. 

Общим в поведении давления в рассмотренном промежутке времени явля-
ется рост фонового периферийного значения от 1 до 1.023 (размерные значения 
от 100 кПа до 102.3 кПа) и постепенный переход от кольцевой структуры к ко-
локолообразной при сохранении осевой центральной симметрии. Превышение 
максимальных значений давления над фоновыми для 10000 расчетного шага 
по времени составляет 0.007 (размерное значение 700 Па).

Рис. 9. Давление на 50 шаге         Рис. 10. Давление на 300 шаге
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Рис. 11. Давление на 3000 шаге          Рис. 12. Давление на 10000 шаге

Выводы. Для описания нестационарных трехмерных конвективных течений 
вязкого сжимаемого теплопроводного газа в замкнутой кубической области 
в данной работе рассматривается численное решение полной системы уравнений 
Навье–Стокса. Коэффициенты вязкости и теплопроводности полагаются посто-
янными. За начальные условия принимаются функции, являющиеся точным 
аналитическим решением полной системы уравнений Навье–Стокса. В качестве 
краевых условий предлагаются условия непротекания и теплоизоляции. 

Возникающий при кольцеобразном нагреве нижней грани расчетной области 
конвективный поток газа в условиях действия силы тяжести имеет ярко выра-
женный нестационарный характер, более отчетливо проявляющийся в начальной 
стадии его формирования.

Прежде всего это касается термодинамических характеристик — температуры, 
плотности и давления, некоторые результаты расчетов которых приведены в данной 
работе. Показано, что термодинамические параметры имеют сложную структуру 
и существенным образом зависят от формы нагрева, высоты и времени нагрева. 
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Моделирование двухфазного течения жидкости 
в слоистом нефтяном пласте  

при нелинейном законе фильтрации*

THE SIMULATION OF TWO-PHASE FLUID FLOW IN A LAYERED  
OIL RESERVOIR UNDER A NONLINEAR FILTRATION LAW

Отклонения от линейного закона фильтрации наблюдаются при движении 
нефти в низкопроницаемых коллекторах, при высокой вязкости нефти, а также 
при малых и при больших скоростях движения нефти. Среди неньютоновских 
жидкостей можно выделить две группы: нелинейно вязкие жидкости и жидкости 
с памятью. В настоящей работе численно решаются задачи с законами из пер-
вой группы. Рассмотрены случаи движения жидкости с предельным градиентом 
сдвига и псевдопластической жидкости. Учтены капиллярные и гравитационные 
силы. Рассчитан пласт с непроницаемой кровлей и подошвой, состоящий из двух 
литологически связанных пропластков. Сравниваются результаты, полученные 
при одних и тех же начальных и граничных условиях. Показано, что коэффициент 
извлечения нефти при расчете по нелинейному закону фильтрации существенно 
отличается от расчета по линейному закону, тогда как расчеты по выбранным 
нелинейным законам близки друг к другу. 

Deviation from the linear filtration law is observed in the oil in low permeability 
reservoirs, at high oil viscosity, as well as both at high and low oil velocity. Among 
the non-Newtonian fluids it is possible to distinguish two groups—nonlinear viscous 
liquids and liquids with memory. In this paper we suggest a numerical solution to the 
problem with the laws for the liquids of the first group. The cases of motion of the 
fluid with maximum shear rate and of the pseudo plastic fluid have been studied, with 
capillary and gravitational forces taken into consideration. The reservoir that has the 
impermeable top and bottom and consists of two interlayers with lithologic contact has 
been calculated. The results obtained with the same initial and boundary conditions have 
been compared. It has been shown that when the nonlinear filtration law is applied in 
calculation, the oil recovery rate differs substantially from the rate calculated linearly, 
while the results of the calculations by the selected nonlinear laws are close.

* Исследование проведено при поддержке РФФИ (№ 14-01-31096 мол_а).
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Отклонения от линейного закона фильтрации Дарси обнаруживались уже 
на ранних этапах развития теории фильтрации. В ряде экспериментальных ис-
следований было выявлено, что отклонения от линейного закона наблюдаются 
при высоких скоростях фильтрации [1; 2]. Значительный вклад в эксперимен-
тальное исследование нелинейной фильтрации в случае больших скоростей 
принадлежит Ф. Форхгеймеру, который на основании многочисленных экспе-
риментов в различных средах установил двучленный закон фильтрации, нося-
щий его имя и являющийся обобщением закона Дарси [3]. Этот закон применим 
при изучении течений вблизи скважин, где скорости велики, и для описания 
движения жидкостей в трещиноватых породах.

Нарушения закона Дарси наблюдаются и при малых скоростях фильтрации 
жидкостей, когда особенно сильно проявляется взаимовлияние жидкости и по-
ристого тела [4]. Многочисленные отклонения от линейного закона Дарси были 
обнаружены при движении в пористой среде суспензий, эмульсий, растворов 
полимеров, коллоидных растворов, тяжелых нефтей, глинистых растворов и т. д., 
обладающих псевдопластическими реологическими свойствами. В монографии 
[5] подробно описывается множество нелинейных законов движения в пористых 
средах. Типичным примером неньютоновских жидкостей являются растворы 
полимеров. 

Теоретические исследования нелинейного закона движения в случае много-
фазной фильтрации выполнены в работах [6; 7]. В [6] закон Форхгеймера 
обобщен на случай двухфазной фильтрации.

В настоящей работе численно решается задача о течении в пласте нелиней-
но вязкой жидкости в случае с предельным градиентом сдвига [8]. Учтены 
капиллярные и гравитационные силы. Рассчитан пласт с непроницаемой кров-
лей и подошвой, состоящий из двух литологически связанных пропластков. 

Постановка задачи. Решается задача о изотермическом течении двух-
фазной несжимаемой жидкости в пористом теле с учетом капиллярных и гра-
витационных сил. Моделируется течение неньютоновской жидкости в пористой 
среде в переменных «скорость—насыщенность».

С учетом капиллярных и гравитационных сил законы фильтрации для двух 
фаз можно записать [9] в виде уравнений неразрывности: 

,      (i = o,w),                       (1) 

и уравнений движения в форме обобщенного закона Дарси:

,     (i = o,w),            (2)

где m — пористость; k — абсолютная проницаемость; Pi — давление в фазах; 
μ — динамическая вязкость; iU  — скорость фильтрации i-й фазы; iS  — на-
сыщенность пористого тела i-й фазой; Ri(Ui) — безразмерный комплекс, 
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определяющий нелинейный закон; fi — функция относительной фазовой про-
ницаемости; ρi — плотность фазы; g — ускорение свободного падения. Индек-
сы w и o соответствуют величинам, характеризующим соответственно смачи-
вающую и несмачивающую фазы. 

Разность давлений в фазах принимается равной капиллярному давлению: 
cwo PPP =− , а насыщенности фаз удовлетворяют условию полного насыщения 

1=+ wo SS .
Введем суммарную скорость фильтрации: 

wo UUU +=  .                                   (3)

В работе [10] в случае линейной фильтрации (Ri(Ui)=1) описан способ све-
дения системы уравнений (1)-(2) к системе уравнений относительно суммарной 
скорости фильтрации U и насыщенности пласта смачивающей фазой Sw. В слу-
чае нелинейной фильтрации выкладки принципиально не отличаются, поэтому 
выпишем сразу конечный результат (здесь и далее у насыщенности индекс w 
опускается):

0)(div =U ,                                      (4)

( ))(rot)/(rot kPFK gradU = ,                           (5)

,                      (6)

где , , ,  и .

Пусть процесс фильтрации происходит в области Ω с границей Ω∂ , со-
стоящей из двух частей — 1Ω∂  и 2Ω∂ . Будем считать, что для начального 
момента времени известно распределение насыщенности S=S0, а на Ω∂  задана 
нормальная составляющая скорости фильтрации nU , которая должна удовлет-

ворять условию 0=∫
Ω∂

�dU n dγ, где n — внешняя нормаль к Ω∂ . На части границы 

1Ω∂  будем считать известной насыщенность — 
11

0

Ω∂Ω∂
= SS , а на другой ее 

части 2Ω∂  — 0/
2
=∂∂

Ω∂
nS .

Численные результаты. Моделируется течение жидкости в нефтяном 
пласте размерами 50 м в длину и 11 м по напластованию, ограниченном не-
проницаемыми кровлей и подошвой. Пласт состоит из двух пропластков, каждый 
из пропластков однородный мощностью 5 метров. Пропластки разделены не-
проницаемой перемычкой, имеющей литологические окна, длина которых 5 м, 
мощность перемычки 1 м. Проницаемость верхнего пропластка k1 = 1 мкм2, 
нижнего — k2 = k1/20. Задача решалась в вертикальном сечении пласта. Шаг 
сетки, равномерной по горизонтали, принят равным 0.5 м, а по вертикали — 0.33 м. 
Пористость коллектора постоянная: m1 = m2 = 0.2. В начальный момент времени 
залежь целиком заполнена нефтью и связанной водой. Динамическая вязкость 
нефти µo = 400 мПа×с, воды — µw = 1 мПа×с. На левой границе задан расход 
воды. Считается, что приемистость пласта пропорциональна проницаемости. 
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Через правую границу жидкость отбирается из пласта. После того как обвод-
ненность продукции на выходе из пласта превысит 98%, закачка воды прекра-
щалась. Было произведено два расчета — по линейному закону движения и 
закону с предельным градиентом сдвига, который задавался с использованием 
функции Ri(Ui) (i = o,w) в следующем виде: 

 

,

После 30 лет простоя в обоих случаях закачка воды возобновилась. В ли-
нейном случае при повторном пуске обводненность продукции на выходе из 
пласта составила 94%, т. е. в результате гравитационной сегрегации в течение 
30 лет появилась возможность дополнительного отбора нефти из пласта. В не-
линейном случае при повторном пуске залежи в разработку обводненность 
продукции на правой границе осталась прежней — 98%, так как предельный 
градиент компенсировал влияние гравитационных и капиллярных сил. На ни-
жеприведенных рисунках показаны поля насыщенности для обоих случаев.

Рис. 1. Распределение водонасыщенности для различных моментов времени: 
а — начальное распределение водонасыщенности, b — момент достижения обводнен-

ности пласта 98%, c — после достижения 98% пласт находился в покое 30 лет, 
d — момент достижения вторичного обводнения пласта 98%

На рис. 1 показана динамика изменения насыщенности в пласте при линейном 
законе движения. На рис. 2 показано распределение нефтенасыщенности на момент 

.

a

b

c

d
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достижения обводненности продукции 98% при законе с предельным градиентом. 
После 30 лет простоя распределение нефтенасыщенности не меняется. 

Рис. 2. Конечный момент заводнения пласта при достижении 98% обводненности 
на правой границе для нелинейного закона движения (сверху) 

Выводы. В зависимости от свойств нефти необходимо корректно выбирать 
как метод расчета, так и метод разработки месторождения. В частности, закон 
с предельным градиентом не позволяет воспроизвести явления естественной 
сегрегации нефти в пласте. 
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Представление фильтрационно-волновых полей 
в слоистой анизотропной среде в виде 

плоской волны (часть i)

PRESENTING FILTRATION-WAVE FIELDS IN A LAYERED 
ANISOTROPIC MEDIUM AS A PLANE WAVE (part I)

В первой части статьи осуществлено представление фильтрационно-волнового 
процесса в трехслойной анизотропной среде в виде эквивалентной плоской волны 
в центральном слое на основе модификации «в среднем точного» асимптоти-
ческого метода. Центральная область представлена полубесконечным слоем, 
ограниченным двумя параллельными полуплоскостями. На границе этого слоя 
заданы возмущения давления, являющиеся источником волн давления в полупро-
странстве, а на границах окружающих сред возмущения отсутствуют. Каждая 
из трех сред является однородной в том смысле, что ее физические свойства не 
зависят от пространственных координат. В то же время в каждой из сред ука-
занные свойства зависят от направления, поэтому среды обладают свойствами 
анизотропии. На границах соприкосновения областей заданы равенства давлений 
и потоков флюида. Задача заключается в определении поля давления в каждой из 
сред. Для определения волновых полей давления искомые функции представлены 
в виде асимптотических формул, с использованием которых исходная задача со-
пряжения сведена к более простым неклассическим задачам для коэффициентов 
асимптотического разложения.

Показано, что нулевой коэффициент асимптотического разложения описы-
вает зависимость амплитуды указанной плоской волны от пространственных 
координат, а также физических параметров волны и среды.

The first part of the article describes the attempt to present the filtration wave 
process in a three-layered anisotropic medium as an equivalent plane wave in 
the central layer. A modification of “the average precision” asymptotic method is 
employed for this purpose. The central area is represented by a semi-infinite layer 
bounded by two parallel half-planes. At the border of this layer pressure perturbations 
are set which produce pressure waves in a half-space, while at the borders of the 
environments no perturbations are observed. Each of the three media is homogeneous 
as its physical properties are independent of the spatial coordinates. Yet these 
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properties of all the three media depend on the direction and therefore the media 
are anisotropic. At the boundaries of the contact areas the pressure and flow of the 
fluid equalities are set. The task is to determine the pressure field in each of the 
media. To determine the pressure wave fields the unknown functions are presented 
in the form of asymptotic formulas so the original task of conjugation is reduced 
to easier tasks for the coefficients of the asymptotic expansion. It is shown that 
the zero coefficient of the asymptotic expansion describes the dependence of the 
amplitude of the said plane wave on its spatial coordinates as well as the physical 
properties of the wave and the medium.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Волновое поле давления, фильтрация, анизотропная среда.
KEY WORDS. Wave pressure field, filtration, anisotropic medium.

Развитие технологии добычи нефти и газа, а также разведка месторожде-
ний полезных ископаемых требуют совершенствования теории фильтрации 
[1-3] и волновых процессов в коллекторах нефти и газа [4-6]. Наиболее пер-
спективным направлением здесь представляется использование волновых 
процессов для томографии геологических природных структур [7; 8]. На пути 
более глубокого понимания происходящих волновых процессов требуется 
создание упрощенных моделей. Построение упрощенных моделей в виде пло-
ских волн известно для случаев малых и больших расстояний от источников 
полей. Задача представления волнового поля плоской волной в промежуточной 
зоне не решена.

Ниже предложена процедура представления фильтрационно-волнового 
процесса в виде плоской волны в центральном слое трехслойной проницае-
мой анизотропной пористой среды на основе «в среднем точного» асимпто-
тического метода [8; 9]. Показано, что при специальном выборе формально-
го параметра асимптотического разложения аналитические зависимости 
амплитуды эквивалентной плоской волны от пространственных координат, 
физических параметров волны и среды, в которой она распространяется, 
описываются нулевым коэффициентом. Первый коэффициент при этом уточ-
няет волновой процесс в центральном слое. Построение первого коэффици-
ента разложения требует добавочных условий, основанных на тривиальных 
решениях осредненной задачи для остаточного члена. В этом смысле соот-
ветствующие выражения для нулевого и первого приближения названы «в 
среднем точными». 

1. Постановка задачи о волновом поле для линейной геометрии. 
На рис. 1 представлена геометрия течения в прямоугольной системе координат, 
ось zd которой совпадает с осью скважины. Пусть неоднородная среда пред-
ставлена тремя областями с плоскими границами раздела zd = ±h, перпендику-
лярными вертикальной оси. Покрывающий и подстилающий пласты считаются 
слабопроницаемыми в горизонтальном направлении, средняя область толщины 
2h (−h < zd < h) является хорошо проницаемой и в горизонтальном, и в верти-
кальном направлениях. Для простоты течение в центральном пласте полагает-
ся плоским (в осях zd, xd), а в окружающей среде — одномерным (по оси zd,). 
Далее положим, что свойства подстилающих и покрывающих пластов идентич-
ны. В соответствии с этим постановку задачи можно упростить, воспользовавшись 
условием симметрии )0(/ ddd =∂∂ zzP (zd = 0).
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Рис. 1. Геометрия задачи: 1 — подстилающая и покрывающая среда

Математическая постановка задачи для комплексного возмущенного поля 
давления в таких предположениях включает волновое уравнение [9; 10], учи-
тывающее преобладание вертикального движения в верхнем пласте: 

           (1.1) 

волновое уравнение в центральном пласте:

    (1.2)

условие симметрии в центре пласта:

.0)0(
ˆ

d
d

d ==
∂
∂ z

z
P                                 (1.3)

В начальный момент времени возмущения давления отсутствуют:

  001d P̂ ,   00d1 


P̂ ,   00d P̂ ,   00d 


P̂ . 

 

       (1.4)

На границе раздела сред заданы равенства давлений и потоков:
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          (1.5)

Давление на левой границе изменяется согласно зависимости:

.                        (1.6)
С использованием соотношений:

где P10 — максимальный перепад давления, а j — номер области, запишем за-
дачу (1.1) — (1.6) в безразмерном виде:
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                 (1.7)

  (1.8)

       (1.9)

               (1.10)

.                  (1.11)

Решение задачи (1.7) — (1.11) будем отыскивать в виде:

( )tiPP ω= exp~
11 , ( )tiPP ω= exp~ .                                (1.12)

Задача для амплитуд давления представится следующим образом:

                       (1.13)

        (1.14)

                (1.15)

                         (1.16)

Предполагается, что решение является регулярным на бесконечности,  
т. е. при устремлении пространственных координат в бесконечность искомое 
решение, а при необходимости и его производная ограничены либо обраща-
ются в нуль.

2. Разложение по асимптотическому параметру. Рассмотрим более 
общую задачу, полученную введением произвольного асимптотического пара-
метра ε перед первой и второй производными от функции возмущения давления 
в центральном пласте по z, как в уравнениях, так и в граничных условиях за-
дачи. Такое введение формального параметра в задаче имеет физический смысл, 
заключающийся в том, что устремление указанного параметра ε к нулю соот-
ветствует возрастанию до бесконечности вертикальной компоненты скорости 
фильтрационной волны cz, что является причиной выравнивания волнового 
фронта по толщине пласта. 

Постановка параметризованной задачи имеет вид:

                              (2.1)
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        (2.2)

                (2.3)

                          (2.4)

Отметим, что исходная задача совпадает с параметризованной при равенстве 
формального параметра единице ε = 1. Задача (1.13) — (1.16) является, таким 
образом, частным случаем более общей параметризованной, содержащей фор-
мальный параметр асимптотического разложения ε.

Решение задачи (2.1) — (2.4) будем искать, представляя функцию давления 
Р каждой из областей асимптотической формулой по параметру ε:

.  (2.5)

Подставив выражения (2.5) в (2.1) — (2.4) и сгруппировав слагаемые по 
степеням параметра разложения ε, получим:

   (2.6)

          

(2.7)

  

           (2.8)

         (2.9)

   (2.10)

Анализ задачи показывает, что сомножители при степенях ε в (2.7) со-
держат соседние коэффициенты разложения и в этом смысле являются «за-
цепленными». Для решения соответствующего уравнения осуществлена про-
цедура расцепления.

3. Постановка задачи для эквивалентной плоской волны. Формально 

устремив ε к нулю в уравнении (2.7), получим . Результат  
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интегрирования  с учетом граничных условий (2.9), (2.10) 

позволяет установить, что 0),( =zxA . Отсюда следует, что в нулевом прибли-

жении давление является функцией только от x и не зависит от z: ( ) ( ) )(00 xPP = , 
т. е. представляет собой эквивалентную плоскую волну, волновые поверхности 
которой параллельны оси z. 

Далее, приравнивая к нулю коэффициенты при ε в уравнении (2.7), по-
лучим:

.                (3.1)

Так как P(0)(x) не зависит от переменной z, введем вспомогательную функ-
цию E(x), также не зависящую от z: 

.                (3.2)

Проинтегрировав последовательно, найдем выражения для первой произво-
дной от первого коэффициента P(1) по переменной z и первого коэффициента 
разложения в виде квадратного трехчлена:

,             (3.3)

с функциональными коэффициентами )()()( ,, xxx QFE , подлежащими опреде-
лению. Из граничных условий (2.9) при сомножителе ε в первой степени 

и (2.10) имеем ( ) 0)()0(1 ===∂∂ xzzP F .
Отсюда следует выражение для функционального коэффициента )(xE  

через след производной из внешней области:

)1()(
)0(

1 =
∂

∂
= z

z
P

KxE .                                 (3.4)

Подставив выражение (3.2) в (3.4), получим уравнение для определения 
нулевого приближения поля давления в пласте:

.
             

(3.5)

Окончательная постановка задачи в нулевом приближении включает также 
уравнение в окружающих породах:

,                        (3.6)

а также соответствующие граничные и начальные условия: 

                  (3.7)
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Выражения (3.5) — (3.7) представляют краевую задачу для нулевого коэф-
фициента разложения P(0) или нулевого приближения. Отметим, что эта задача 
относится к неклассическим, поскольку уравнение для пласта содержит след 
производной из внешней области.

Непосредственным интегральным усреднением исходной задачи, заключаю-

щимся в применении интеграла осреднения  к уравнению (2.2), 

получим следующую задачу для асимптотически осредненных по толщине 
центральной зоны значений давления:

Нетрудно убедиться, что она совпадает с задачей для нулевого коэффици-
ента (3.5) — (3.7) с точностью до обозначений. 

Таким образом, физический смысл нулевого коэффициента разложения или 
нулевого приближения заключается в описании эквивалентной плоской волны 
в интервале 1<z , отыскание которой соответствует нахождению асимптотиче-
ски усредненного по толщине слоя, в котором осуществляется определение 
эквивалентной плоской волны, решения исходной задачи.

4. Нахождение эквивалентной плоской волны. Для решения задачи 
воспользуемся интегральным синус-преобразованием Фурье по переменной х: 

                       (4.1)

Математическая постановка волновой задачи в нулевом приближении (3.5) — 
(3.7) в пространстве изображений Фурье по переменной х запишется как:

   (4.2)

                 (4.3)

.                               (4.4)

Решение уравнения (4.3) с учетом граничного условия (4.4) представляется 

через 
( )uP 0

 в следующем виде: 
 

, где .
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С помощью этого выражения найдем значение производной на границе 
внешней области:

( )u
z

u
P

z
P 0

11

)0(
1 ϕ−=
∂

∂
= .                            (4.5)

Подставляя выражение (4.5) в уравнение (4.2), после простых преобразова-
ний получим алгебраическое уравнение для определения ( )uP 0

:

откуда окончательно имеем следующие выражения для решения задачи в про-
странстве изображений Фурье:

Применяя обратное преобразование Фурье, получим следующие выражения 
для нулевого приближения:

                   
(4.6)

          (4.7)

При этом (4.6) описывает эквивалентную плоскую волну в центральном 
слое, а (4.7) волновой фронт в настилающем пласте. В справедливости полу-
ченных выражений нетрудно убедиться прямой подстановкой выражений в за-
дачу (3.5) — (3.7). 

5. Частотные зависимости параметров эквивалентной плоской волны.
Для определения зависимостей коэффициента поглощения, волнового 

числа и фазовой скорости от частоты выражение (4.6) запишем в виде 
( ) ( )( )xiPP β+α−= exp0
0 , где безразмерный коэффициент поглощения α пред-

ставляется выражением:

         
 (5.1)

а безразмерное волновое число β: 

          (5.2)
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Выражения (5.1) и (5.2) содержат вспомогательные функции:

Формула для безразмерной фазовой скорости волны βω= /v  имеет вид:

          
(5.3)

Для однородной изотропной среды, занимающей все пространство, эти со-
отношения запишутся как: 

         (5.4)

                      (5.5)

На рис. 2 показаны зависимости безразмерной фазовой скорости от безраз-
мерной циклической частоты, рассчитанные по формулам (5.5) — кривая 4 и 
(5.3) — кривые 1 (K = X = 3), 2 (K = X = 2), 3 (K = X = 1), 5 (K = X = 0.5),  
6  (K = X = 0.3). В расчетах для всех кривых приняты следующие значения 
параметров: C* = C = 1, Af = 10-10.

		           а		           б

Рис. 2. Зависимость безразмерной фазовой скорости от безразмерной циклической 
частоты при ее малых (a) и больших (б) значениях: 4 — однородная среда, 

1, 2, 3, 5, 6 — неоднородная среда

Из расчетов следует, что при малых частотах фазовая скорость фильтраци-
онных волн мала и с увеличением частоты возрастает. Таким образом, при 
малых частотах насыщенная пористая среда эквивалентна веществу с очень 
малой упругостью, что объясняется возможностью смещения жидкой фазы от-
носительно скелета. С увеличением частоты эквивалентная упругость среды 
как бы возрастает, чему способствуют инерционные свойства жидкой фазы. 
Наличие такой взаимосвязи между скоростью фильтрационных волн и под-
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вижностью жидкости открывает возможности исследования неньютоновских 
свойств насыщающей жидкости.

При больших значениях безразмерных частот фазовая скорость достигает 
акустических значений и далее от ω не зависит. Значения безразмерной часто-
ты, при которой достигаются значения скорости, близкие к максимальным, при 
указанных значениях параметров велики и составляют ω = 4 · 1010.

Из рисунка следует также, что увеличение вертикальной проницаемости 
окружающей центральный слой среды приводит к уменьшению фазовой скоро-
сти и, наоборот, ее уменьшение — к возрастанию скорости. Отметим, что раз-
личие между кривыми 3 и 4, заметное при малых частотах (см. рис. 2а), обу-
словлено вкладом горизонтальной составляющей проницаемости окружающей 
среды, поскольку в модели неоднородной среды она не учитывается.

После умножения решения задачи в нулевом приближении на exp(iωt) 
действительную часть (4.6), (4.7) представим в виде: 

( ) ( ) ( )xtxPP β−ωα−= cosexp0
0 ,                        (5.6)

( ) ( )( )1cos1exp0
0

1 −δ−β−ω−σ−α−= zxt)zx(PP )( .              (5.7)

Из (5.6) и (5.7) следует, что волновой процесс в нулевом приближении (или 
«в среднем») может быть представлен в пласте в виде плоской затухающей 
волны, распространяющейся по оси x. Эта волна возбуждает в точке z = 1 бе-
гущую по z затухающую волну в окружающих породах со сдвигом фазы — βx, 
соответствующим приходу к точке x возбуждающей волны. 

Итак, применение «в среднем точной» модификации асимптотического ме-
тода к задаче о фильтрационно-волновом поле в неоднородной анизотропной 
среде позволяет представить выражения для любого волнового процесса в виде 
плоской волны.

Отыскание выражений для первого коэффициента разложения, осущест-
вленное во второй части настоящей статьи, уточняет геометрию волнового 
фронта в области осреднения. В этом смысле первый коэффициент асимптоти-
ческого разложения можно рассматривать как погрешность плоского представ-
ления рассматриваемого фильтрационно-волнового процесса.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

с — скорость распространения фильтрационно-волновых возмущений, м/c
k — проницаемость, м2

Pd — размерное давление, Па
P — амплитуда безразмерного давления
t, τ — безразмерное время и размерное время соответственно, с
v, vi — безразмерная фазовая скорость волны для неоднородной и однородной 
среды
xd, zd, x, z — размерные и безразмерные линейные координаты соответственно, м
χ — коэффициент пьезопроводности, м2/с
ωd — циклическая частота, c-1

Индексы нижние: 
0 — начальные значения параметров
1 — номер среды
z, x — направление
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d (dimension) — размерный
i (isotropic) — изотропная
Индексы верхние (в скобках) — порядковый номер коэффициента асимпто-
тического разложения
Обозначения математических символов — общепринятые
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Распространение и затухание возмущений 
в цилиндрической полости, окруженной пористой 

средой, содержащей водонефтяную эмульсию 

PROPAGATION AND ATTENUATION  
OF PERTURBABATIONS ALONG THE CYLINDRICAL BORE  

IN A POROUS MEDIUM SATURATED WITH WATER-OIL EMULSION
Рассматривается задача о распространении акустических волн вдоль ци-

линдрической полости, окруженной проницаемой пористой средой, содержащей 
водонефтяную эмульсию. Эмульсия моделируется ньютоновской жидкостью 
с эффективной вязкостью. В двухмерной осесимметричной постановке численно 
исследуется распространение и затухание высокочастотного импульса вдоль 
полости, а также проникновение возмущений в окружающее пористое простран-
ство. Показано, что в случае насыщения пористой среды и полости водонефтяной 
эмульсией или нефтью затухание импульса в полости может быть сильнее, чем 
при насыщении водой, и наблюдаются большее затухание и меньшая глубина про-
никновения возмущений в окружающее пористое пространство. 

Propagation of acoustic waves along the cylindrical bore in a permeable porous 
medium saturated with water-oil emulsion is investigated. Emulsion is modeled with 
Newtonian liquid characterized by effective viscosity. High-frequency pulse propagation 
and attenuation along the bore and in the surrounding porous medium are numerically 
studied in a bi-dimensional, axially symmetrical arrangement. It is shown that there 
are the greater attenuation along the bore and the smaller depth of penetration of 
perturbation into the porous medium for the water-oil emulsion or oil than for water 
in the bore and the porous medium. 

Ключевые слова. Пористая среда, водонефтяная эмульсия, акустические 
волны.

Key words. Porous medium, oil-water emulsion, acoustic waves. 

Необходимость исследования свойств акустических поверхностных волн 
связана с многочисленными приложениями, например с задачами определения 
свойств упругих материалов. В частности, в геофизике поверхностные акусти-
ческие волны используются для определения характеристик водонасыщенных 
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и углеводородных пластов, когда влиянием насыщающего пористую среду 
флюида на распространение волн нельзя пренебречь. В традиционных акусти-
ческих исследованиях скважин по первому вступлению акустического импуль-
са определяется пористость породы, по всему цугу волн определяются ее меха-
нические свойства, а одно из последующих вступлений, волна Стоунли (также 
называемая трубной волной), используется для определения проницаемости. 
Для правильной интерпретации акустических каротажных диаграмм требуется 
глубокое понимание влияния свойств пород (пористости, проницаемости, лито-
логического состава, насыщенности углеводородами) на распространение волн 
в цилиндрическом волноводе, который представляет собой скважина. Актуаль-
ной также представляется задача о распространении волн в цилиндрическом 
волноводе в случае насыщения окружающего пористого пространства нефтью 
или водонефтяными эмульсиями. 

В основном работы по исследованию распространения волн в цилиндриче-
ском волноводе с непроницаемыми или проницаемыми стенками ограничива-
ются случаем низких частот, когда длина волны превышает диаметр полости 
[1-10]. В данной работе методами механики многофазных систем [11-13] рас-
смотрено распространение волн в широком частотном диапазоне вдоль цилин-
дрической полости, окруженной проницаемой пористой средой, насыщенной 
водонефтяной эмульсией, нефтью или водой. 

Постановка задачи, уравнения движения. Пусть в пористой среде 
имеется цилиндрическая полость радиуса rw. Жидкость, заполняющая полость 
и окружающее пористое пространство, представляет собой водонефтяную эмуль-
сию. Эмульсия моделируется ньютоновской жидкостью с эффективной вязкостью. 
Рассматривается задача о распространении импульса вдоль полости и о его 
проникновении в окружающее пористое пространство. Поры на границе полости 
с пористой средой считаются открытыми. Эффективная вязкость учитывается 
только в межфазной силе взаимодействия жидкости и скелета пористой среды 
при фильтрации в окружающее пространство и не учитывается при течении 
жидкости внутри полости. 

Движение жидкости и пористой среды считается двумерным, осесимметрич-
ным и рассматривается в цилиндрических координатах ( zr ,, θ ). 

Система уравнений движения пористой среды имеет вид [11]: 

                 (1)
,
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Здесь верхние индексы — координатные, нижние индексы j = s, f относят-
ся к параметрам твердой или жидкой фазы соответственно; нижний индекс 0 
означает невозмущенное значение величины, а штрих означает отклонение 
данной величины от ее невозмущенного значения (w' = w − w0); jjjj v,,, ρρα   — 
соответственно объемное содержание, приведенная и истинная плотности и 
скорость j-фазы; fp  — давление в жидкости; *sσ  — приведенное напряжение 
в скелете среды; F — сила межфазного взаимодействия.

Скелет пористой среды предполагается упругим с модулями упругости 

∗∗ µαλα ss , ; sε  — деформации твердой фазы; sp  — давление внутри твердой 
фазы; fs KK ,  — соответственно объемные модули упругости для материала 
твердой фазы и для жидкости. 

Возмущение создается источником жидкости интенсивности Jf , расположен-
ным внутри канала. Выражение для Jf принято в виде: 

( )zrI
t

J ff ,
∂
φ∂

ρ=  , 

где φ(t) — объем нагнетаемой жидкости, отнесенный к единице объема среды; 
I (r, z) — индикаторная функция источника. 

Выражение для межфазной силы F принято в виде суммы силы присоеди-
ненных масс mF , вызванной инерционным взаимодействием фаз, и силы вяз-
кого трения vF  [11]:

,
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        (2)

Здесь ∗a  — характерный размер пор или зерен; vm ηη ,  — безразмерные 
коэффициенты взаимодействия фаз, зависящие от структуры среды. 

Результаты расчетов. Двумерное движение пористой среды и жидкости 
рассчитывалось по схеме Лакса–Вендроффа [14; 15]. Рассчитывалось распро-
странение возмущения от источника, расположенного внутри канала. 

Для расчетов были использованы параметры нефти и водонефтяных эмуль-
сий, взятые из экспериментальных данных [16]. Нефть или эмульсия модели-
ровались ньютоновской жидкостью с эффективной вязкостью. Кроме того, ис-
пользованы дисперсионные зависимости для пористых сред, насыщенных 
указанными нефтью или эмульсиями, полученные в [17].

Параметры нефти и эмульсий, использованные в расчетах, приведены в 
табл. 1. Пористая среда — кварцевый песок, пористость — 0.33, характерный 
размер зерен — 0.1 мм, радиус полости — 0.1 м. 

Таблица 1

Параметры нефти и эмульсий

Вид нефти s ρ°f , кг/м3 µf , мПа⋅с Kf , ГПа

Тобойское месторождение, 
скважина 11, T=20°C

0 
0.1 
0.3 
0.5 

837 
854 
886 
919 

16 
24

28.5
90

1.2 
1.26 
1.39 
1.56

Исследовано распространение и затухание высокочастотного импульса вдоль 
полости, а также проникновение возмущений в окружающее пористое про-
странство. В качестве иллюстрации на рис. 1 показаны изменение давления 
в нескольких точках на границе полости, а также изменение давления вдоль 
радиальной координаты для нескольких моментов времени. Проведено сравне-
ние скорости распространения, затухания волн в канале, а также глубины про-
никновения возмущений в окружающую пористую среду со случаями насыще-
ния полости и пористого пространства водой или нефтью. 

Возмущения в среде создавались источником жидкости внутри канала, за-
нимающим область в виде диска ( 0, =≤ zrr w ). 

Из рис. 1 видно, что в случае насыщения пористой среды и полости эмуль-
сией или нефтью (б-г) скорость распространения волн вдоль полости ниже, чем 
при насыщении водой (а). При удалении от полости возмущения убывают бы-
стрее в насыщенной эмульсией или нефтью пористой среде. 

Таким образом, в случае насыщения пористой среды и полости водонефтя-
ной эмульсией или нефтью затухание импульса в полости может быть сильнее, 
чем при насыщении водой, и наблюдаются большее затухание и меньшая глу-
бина проникновения возмущений в окружающее пористое пространство. 
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Рис. 1. Изменение давления в жидкости на границе полости (r = 0.1 м) 
при z = 0.3, 0.4, 0.5 м, а также распределение давления внутри полости 

и в окружающем пористом пространстве при z = 0.5 м для нескольких моментов 
времени. Полость и окружающая пористая среда насыщена водой (а), 

эмульсией с водосодержанием 0.5 (б), 0.1 (в), нефтью (г). 
Начальный импульс основной частоты 3 кГц показан вверху
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Численное исследование зависимости  
проницаемости от пористости среды,  

образованной каналами регулярной структуры

NUMERICAL RESEARCH OF PERMEABILITY DEPENDENCE  
OF POROSITY IN THE MEDIA FORMED BY REGULAR STRUCTURE CHANNELS

Рассмотрена пористая среда, каналы которой имеют сложную форму и об-
разованы регулярными структурами. Предложен способ определения прони-
цаемости такой среды с помощью прямого гидродинамического моделирования. 
Решая систему уравнений Навье–Стокса в объеме одной поры, находим расход 
флюида через нее. Далее, используя закон Дарси, определяем проницаемость по-
ристой среды. Численная реализация проведена в связке из открытых пакетов: 
SALOME–OpenFOAM–Paraview. Геометрия порового пространства и расчетная 
сетка построены в пакете SALOME. Расчеты проведены в пакете OpenFOAM. 
Визуализация расчетов реализована в пакете Paraview. Верификация решателя 
проведена на тестовой задаче течения Пуазейля. Показано, что с уменьшением 
пористости и приближением ее к предельному значению проницаемость резко 
уменьшается. Получено хорошее соответствие между результатами расчетов 
и аналитической оценкой снизу для проницаемости.

A porous medium, whose channels have a complex shape and are formed by 
regular structures, is considered in the article. The authors present a method to 
determine the permeability of a medium by direct hydrodynamic modeling. The fluid 
rate is calculated by solving the system of Navier–Stokes equations in the amount of 
one pore. Then, with the help of Darcy’s law, the permeability of the porous medium is 
determined. Numerical implementation is carried out in conjunction of open software 
packages: SALOME–OpenFOAM–Paraview. The geometry of the pore space and the 
computational mesh are designed with the help of SALOME software package. The 
calculations are performed with the OpenFOAM package. Visualization of calculations 
is implemented in the package Paraview. Verification of the solver is carried out on 
the test case of Poiseuille flow. The article shows that the degree of overlapping 
spheres permeability decreases rapidly with the reduction of porosity. A close agreement 
between the results of calculations and analytical lower estimator for the permeability 
is given in the article by Igoshin D.E., Nikonova O.A., Mostovoy P.Ya. which is the 
first quoted in the paper.

Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. 
Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2015.  Том 1. № 1(1). 84-90
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КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Фильтрация, пористая среда, проницаемость, вычисли-
тельная гидродинамика.

KEY WORDS. Filtration, porous media, permeability, computational fluid dynamics.

Пористые среды характеризуются несколькими параметрами: проницаемость, 
пористость, насыщенность флюидом, причем проницаемость горных пород может 
принимать широкий диапазон значений: от 10-12 м2 до 10-16 м2, что объясня-
ется размерами пор и разнообразием их структуры [2]. Существуют подходы в 
моделировании пористой среды, которые можно реализовать регулярными упа-
ковками сфер [3; 4] или случайными полями [5]. В [1] была предложена модель 
пористой среды, каналы которой образованы пространством между перекры-
вающимися сферами скелета, что позволяет, варьируя степень перекрытия, 
изменять пористость, не меняя существенно размер пор.

Уравнение Дарси, описывающее фильтрацию жидкостей и газов в пористой 
среде, исторически было получено экспериментально [6]. Но оно может быть 
получено с помощью некоторой процедуры осреднения по поровому объему из 
уравнения баланса импульса, описывающего движение жидкости на микроуров-
не [7]. При медленных (ползущих) течениях внутри пористой среды, для кото-
рых и справедливо уравнение Дарси, инерционные силы много меньше вязких 
сил. Поэтому ускорением, стоящим в левой части уравнения Навье–Стокса, 
можно пренебречь, что даст при осреднении ноль в левой части [8]. 

Основные уравнения. Рассмотрим канальную модель пористой среды, об-
разованной регулярными структурами, описанными в [1]. Скелет считаем не-
подвижным и недеформируемым, жидкость несжимаемой. На рис. 1 изображе-
ны поры с элементами поверхности, соответствующие кубической и гексаго-
нальной структурам. Элементы поровых каналов кубической структуры 
вписаны в куб со стороной L, гексагональной — в треугольную призму со 
стороной L и высотой L.

Рис. 1. Схемы пор

Для определения поля скоростей в канале необходимо решить систему 
уравнений Навье–Стокса в объеме одной поры:

,                (1)
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в стационарной постановке с граничными условиями, соответствующими от-
сутствию течения через горловины, прилипанию на стенках и заданному дав-
лению на входе и выходе:

вход		  ,

выход		  ,				            (2)

стенки		  ,

горловины		  .

Объемный расход жидкости через поперечное сечение канала:

                                (3)

где S1 — площадь поперечного сечения канала.
Одномерная фильтрация флюида через пористую среду описывается урав-

нением Дарси:

,                                       (4)

где ∆p=p1–p2 — перепад давления; L — толщина среды. По определению ско-
рость фильтрации:

                                     (5)

где Q — объемный расход флюида через поперечное сечение среды площадью 
S. Из системы (4) — (5) проницаемость:

                                      (6)

С учетом геометрии рассмотренных каналов выражение (6) для кубической 
структуры примет вид:

                                  (7)

для гексагональной:

                              (8)

Подставляя (3) в (7) и (8), определим проницаемость пористой среды.
Численная реализация. В гидродинамическом моделировании активно 

используется программное обеспечение с открытым исходным кодом. В работе 
использовалась связка из открытых пакетов: SALOME–OpenFOAM–Paraview. 
Геометрия порового пространства и расчетная сетка были построены в пакете 
SALOME. Использовался сеточный алгоритм Tetraedron (Netgen). Количество 
элементарных объемов в поре 50-100 тысяч. Пакет OpenFOAM является средой 
программирования для задач механики сплошной среды. Он позволяет исполь-
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зовать как неструктурированные, так и структурированные сетки. Расчеты 
проводились с использованием алгоритма SIMPLE (simpleFoam). При численном 
решении системы уравнений Навье–Стокса использована следующая конечно-
разностная аппроксимация: для градиента давления — линейная схема Гаусса 
второго порядка, для дивергенции — схема Гаусса с ограничителем SuperBeeV, 
для лапласиана — консервативная линейная схема Гаусса второго порядка с кор-
рекцией. Линейный контроль решения по давлению проводился с помощью алго-
ритма DCG. В алгоритме SIMPLE использован один неортогональный корректор.

Анализ результатов. Была проведена верификация решателя на тестовой 
задаче течения флюида в цилиндрическом канале (течение Пуазейля). Основные 
параметры те же, что и для основной задачи: плотность флюида ρ=1000 кг/м3, 
динамическая вязкость μ=10-3 Па·с, длина канала L=10-5 м, перепад давления 
на входе и выходе Δp=10-3 Па. Радиус канала принят R=0.2L. На рис. 2 элемен-
тарные объемы имеют форму гексаэдров (а) и тетраэдров (б).

Рис. 2. Типы расчетных сеток и погрешность вычислений в зависимости от числа 
элементарных объемов для тестовой задачи (течение Пуазейля)

На расчетной сетке с элементарными объемами в форме гексаэдров удалось 
снизить относительную погрешность до ε=0,2% при числе объемов N~3·105. На 
расчетной сетке с элементарными объемами в форме тетраэдров относительная 
погрешность принимала значения в интервале 5-8%, устойчиво располагаясь 
у нижней границы при N>105.

В силу сложной формы отдельной поры в рассмотренной модели построение 
структурированной сетки является трудоемкой задачей. Поэтому были исполь-
зованы неструктурированные сетки с элементарными объемами в форме те-
траэдров, что дает заведомо меньшую точность решения.
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В табл. 1 приведены основные характеристики модельной пористой среды, 
рассмотренной в [1]. Отметим, что α — безразмерный параметр, α* — его 
предельное значение, соответствующее замкнутым порам.

Таблица 1

Пористость

На рис. 3 приведена зависимость проницаемости от модельного параметра 
α (верхний ряд) и от пористости среды (нижний ряд) для кубической (а) и гек-
сагональной (б) структур. 

Рис. 3. Зависимость проницаемости от модельного параметра α  
и от пористости m

Линия 1 соответствует численному решению, линия 2 — оценке снизу из [1]. 
Из рисунка видно, что с увеличением α и приближением его к предельному 
значению α* проницаемость пористой среды резко снижается. Это объясняется 
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тем, что поры слабо сообщаются друг с другом и при α= α* становятся замкну-
тыми. В материалах с низкой проницаемостью или в трещиноватых твердых 
телах вероятно проявление свойств перколяционного типа. Эксперименты на 
песчаниках с низкой пористостью [9] и на сильно спеченных стеклянных гра-
нулах [10] показывают резкое падение проницаемости вблизи значения пори-
стости в несколько процентов. Значение проницаемости, определенное числен-
но, хорошо повторяет поведение аналитической оценки снизу, оставаясь, как и 
ожидалось, несколько выше ее.

Выводы. Показано, что с уменьшением пористости и приближением ее к 
предельному значению проницаемость резко уменьшается, что согласуется с 
известными экспериментами. Получено хорошее соответствие между результа-
тами расчетов и аналитической оценкой снизу для проницаемости.
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Моделирование сильноточного разряда низкого давления 
в плоском и цилиндрическом магнетронах

MODELING OF HIGH-CURRENT LOW-PRESSURE DISCHARGE  
IN PLANAR AND CYLINDRICAL MAGNETRONS

 Развита гидродинамическая модель сильноточной формы тлеющего разряда 
низкого давления в плоском магнетроне и представлена модель этого разряда в 
цилиндрическом и обращенном цилиндрическом магнетронах. Модели учитывают 
генерацию быстрых электронов за счет γ–процессов на катоде под действием 
падающих на него ионов плазмы. Найдены условия самоподдержания разряда, по-
зволяющие оценить напряжение горения разряда, определить критические значе-
ния магнитного поля и давления остаточного газа, ниже которых существование 
сильноточной формы разряда становится невозможным. Проведено сравнение 
условий самоподдержания разряда в магнетронах различной геометрии.

A hydrodynamic model of high-current form of glow discharge of low pressure in a 
planar magnetron is developed. A model of this discharge in cylindrical and inverted 
cylindrical magnetrons is also presented. The models take into account the generation 
of fast electrons due to γ–processes at the cathode under the action of incident plasma 
ions. The conditions of self-sustaining discharge are revealed, which allows to evaluate 
the burning voltage of discharge, to determine the critical value of the magnetic field and 
the residual gas pressure below which the existence of high-current form of discharge 
becomes impossible. The conditions of self-sustaining discharge in magnetrons of 
different geometry were compared. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Плазма, магнитная гидродинамика, моделирование 
сильноточной формы тлеющего разряда, прямой и обращенный цилиндрические 
магнетроны.

KEY WORDS. Magnetic hydrodynamics, simulation of high-current form of glow 
discharge, direct and inverted cylindrical magnetrons.

Введение. Тлеющий разряд низкого давления используется в широкоапер-
турных источниках ионов, нейтральных атомов и электронов, предназначенных 
для технологических целей. При создании сильноточных электронных пучков 
микросекундной длительности для СВЧ-электроники в качестве эмиттеров 
электронов целесообразно применять плазменные источники с холодными ка-
тодами. Наиболее перспективными источниками пучков заряженных частиц 
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являются магнетронный разряд и разряд с полым цилиндрическим катодом. 
Используемые в них холодные катоды имеют большой ресурс. Благодаря осцил-
ляции электронов в магнитном поле или в электростатической ловушке раз-
ряды в таких источниках заряженных частиц зажигаются при низких давлени-
ях, обеспечивая высокую степень ионизации плазмообразующего газа и стабиль-
ность плазмы. 

Горение тлеющего разряда с осциллирующими электронами возможно в вы-
соковольтной и сильноточной формах. Для первой формы характерно преоб-
ладание отрицательного заряда в разрядном промежутке; в сильноточном раз-
ряде падение напряжения происходит в прикатодном слое, а весь промежуток 
заполнен квазинейтральной плазмой с небольшим положительным потенциалом.

Физическая модель сильноточного тлеющего разряда с цилиндрическим по-
лым катодом представлена в [1; 2], в то время как она отсутствует для разряда 
в цилиндрическом магнетроне. Аналитическая модель сильноточной формы 
тлеющего разряда в магнетроне с плоскими электродами [3] дает выражения для 
критических значений индукции магнитного поля и давления остаточного газа, 
ниже которых существование этой формы разряда становится невозможным. 
Однако в этой модели не учитывается эмиссия электронов с катода, которая 
может существенно изменить условия горения разряда. Определение нижней 
границы рабочего диапазона давления газа вызывает особый интерес, поскольку 
в источниках заряженных частиц на основе тлеющего разряда низкое давление 
необходимо для обеспечения электрической прочности ускоряющего промежутка. 

Условия самоподдержания сильноточного разряда в магнетроне с цилин-
дрическим анодом и коаксиальным стержнем — катодом могут отличаться от 
соответствующих условий горения разряда между плоскими электродами. В об-
ращенном магнетроне, где в качестве катода используется большая поверхность 
цилиндра, а анодом является коаксиальный стержень, возможна более эффек-
тивная генерация быстрых электронов и соответственно высокая интенсивность 
ионизации газа по сравнению с прямым магнетроном. Это обстоятельство при-
водит к увеличению разрядного тока при постоянном давлении газа и к росту 
эмиссионной способности разрядного промежутка. 

Принципиальная возможность использования разрядной системы типа об-
ращенный магнетрон для получения трубчатых пучков заряженных частиц 
показана в [4; 5]. Проведены экспериментальные исследования такой системы 
в условиях генерации электронных и ионных пучков как в импульсном, так и 
в непрерывном режимах работы [6].

Целью настоящей работы является построение гидродинамической модели 
сильноточной формы разряда в магнетронах с различной геометрией электродов 
и сравнение условий самоподдержания разряда в таких устройствах.

Разряд в плоском магнетроне с учетом эмиссии электронов с ка-
тода. В плоском магнетроне однородное магнитное поле с индукцией В на-
правлено вдоль плоскости катода х = 0 и плоскости анода х = d.

Исследуется только стационарный сильноточный режим, когда все падение 
напряжения сосредоточено в тонком прикатодном слое, а межэлектродное про-
странство занято положительно заряженной плазмой. В прикатодном слое фор-
мируется поток быстрых электронов с энергией, соответствующей напряжению 
горения разряда U. Эти электроны со скоростью vf (R) = vfR = (2eU/m)1/2 поступают 
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в квазинейтральную слабоионизованную плазму и поддерживают необходимый 
уровень ионизации газа. Медленные электроны плазмы не способны произво-
дить ионизацию атомов и обеспечивают разрядный ток на анод. Модель не 
учитывает возвращение в катодный слой разряда и размножение в нем быстрых 
электронов. Влиянием магнитного поля на движение ионов плазмы можно пре-
небречь, а быстрые электроны с катода и медленные электроны плазмы замаг-
ничены.

В рамках магнитной гидродинамики уравнение непрерывности и уравнение 
для потока быстрых электронов записываются в следующем виде: 

                      (1)

,                            (2)

где nf, vf и τrf = eUc/νiW — концентрация, средняя скорость направленного 
движения поперек магнитного поля и характерное время релаксации быстрых 
электронов соответственно; Uc — катодное падение потенциала; νi — частота 
ионизации; W — энергия, затрачиваемая быстрым электроном на ионизацию 
атома газа; γ — эффективный коэффициент ионно-электронной эмиссии; 
Df = eUc νf0 /3mωBe

2 — коэффициент диффузии; νf0 — частота упругих столкно-
вений с атомами; ωBe = ������������������������������������������������eB����������������������������������������������/���������������������������������������������m�������������������������������������������� — ларморовская частота, причем для замагни-
ченных электронов ωBe >> νf0. Положительным направлением для потоков быстрых 
и медленных электронов считается направление от катода к аноду. Начало 
системы координат совмещено с плоскостью катода (х = 0), а координата анода 
х = d.

Второй член в правой части (1), отсутствующий в работе [3], описывает появ-
ление быстрых электронов в объеме за счет γ–процессов на катоде под действием 
падающих на него ионов плазмы. Здесь nic и vs = (Te/M)1/2 — концентрация и 
скорость, с которой ионы выходят из области квазинейтральной плазмы на катод, 
Te — температура плазменных электронов, M — масса ионов. 

Время жизни незамагниченных ионов в бесстолкновительном режиме 
τi = 2d/vs, а с учетом столкновений с атомами газа τi = d2/Di; Di = 2Ti/Mνi0 и 
νi0 — коэффициент диффузии и частота столкновений соответственно, Ti — 
температура ионов.

Из (1), (2) следует уравнение второго порядка относительно nf: 

                                 (3)

                                (4)
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удовлетворяющем нулевому граничному условию на аноде (x = d). В формуле 
(4) введены обозначения: nf0 = nf (0) = γnicvsτrf / 2d и λf = (Df τrf)

1/2 — диффу-
зионная длина или длина релаксации быстрых электронов. 

Плотность тока электронов плазмы на аноде найдем, проинтегрировав урав-
нение непрерывности для медленных частиц:

             

(5)

При интегрировании в уравнении непрерывности для медленных электронов 
не учитывался член, связанный с переходом электронов из группы быстрых частиц 
в группу медленных, поскольку он существенно меньше ионизационного члена. 

Как следует из [7], коэффициент размножения плазменных электронов, 
α = eUc /W, связан с отношением тока быстрых электронов на аноде к полно-
му току разряда, ψ = Ifa / I, следующим образом:

                                         (6)

Эта связь справедлива для произвольной геометрии разрядной ячейки. По-
лагая, что ток электронов на аноде переносится главным образом плазменными 
электронами, из (6) с помощью выражений (2), (4), (5) получим условие само-
поддержания разряда [8]:

                      

(7)

где введены безразмерные переменные u = Uc /U0; b = B/B0 и параметры  
U0 = W/eγ; 

B0 = 1,5 (mWνf0 / νi)
1/2/eγd, причем νf0 ≈ 2νi .

На рис. 1 представлена зависимость u / b, вытекающая из условия (7) и из 
аналогичного условия [3]. С учетом эмиссии электронов с поверхности плоско-
го катода минимальное значение индукции магнитного поля Bmin = 1,29В0, при 
котором еще возможно существование тлеющего разряда, имеет место в точке 
u = 2,67. Без учета эмиссии электронов Bmin = B0 при u = 1,73.

Рис. 1. Зависимость напряжения разряда от индукции магнитного поля: 
1 — из работы [3]; 2 — по формуле (7)
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Из условия превышения диффузионной длины плазменных электронов над 
длиной разрядного промежутка, d/λe ≤ 1, следует, что поддержание сильноточ-
ной формы разряда будет обеспечено при давлении газа P больше некоторого 
P0, определяемого следующим выражением:

                                     

(8)

где νe0 — эффективная частота упругих столкновений с атомами газа при дав-
лении 1 Торр.

Гидродинамическая модель разрядной ячейки в цилиндрическом 
магнетроне. Газоразрядная ячейка магнетрона представляет собой полый 
цилиндр с радиусом R, на оси которого расположен катод в виде стержня с 
радиусом r0. Цилиндрическая поверхность является анодом. Однородное маг-
нитное поле B направлено вдоль оси цилиндра. 

Рассмотрим одномерную задачу в цилиндрической системе координат. 
Проанализируем условия поддержания разряда, считая, что перенос быстрых 
электронов по радиусу цилиндра происходит в диффузионном режиме, а влия-
нием на движение быстрых частиц слабого электрического поля, имеющегося в 
квазинейтральной плазме, можно пренебречь. С помощью стационарных уравне-
ния непрерывности (1) и уравнения для потока быстрых электронов (2), пред-
ставленных в цилиндрической системе координат, получим следующее уравнение 
для радиального распределения концентрации быстрых электронов [7; 9]:

                 

(9)

где ρ = r / λf; λf  определена в (4). Решение уравнения (9) ищем в виде: 

                   (10)

где I0 и K0 — модифицированные функции Бесселя нулевого порядка соответ-
ственно первого и второго рода; А и В — константы. 

Константы А и В в распределении концентрации быстрых электронов на-
ходятся с помощью граничных условий на аноде и катоде:

.

               

(11)

Используя уравнение (6), можно аналогично плоскому магнетрону найти 
условие самоподдержания разряда в цилиндрическом магнетроне [10]:

                      (12)
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где 
  

Здесь для удобства используются безразмерные переменные u = U / U0 = γviτf 
и b = B / B

0
, где параметры U

0
 = W / eγ; B

0
 = 1,5(mWv

f0
 / vi)

1/2 / eγ(R – r0), 

причем v
f0
 ≈ 2vi; ρR

 = (2,61b/u)R/(R – r0) и ρr0 = ρ
R
r
0
 / R в случае замагниченных

электронов, когда ωBe
2 >> vf0

2; ρ
R
 = R / λf и ρr0

 = r
0
 / λf.

На рис. 2 представлены зависимости напряжения горения разряда от ин-
дукции магнитного поля (кривые 2, 3), следующие из условия (12).

Рис. 2. Зависимость напряжения горения разряда от индукции магнитного поля 
из уравнения (9): 1 — для плоских электродов при d = R – r0 = 2 см [3]; 

2 — r0 /R = 0,7 при R = 7 см и r0 = 5 см; 3 — r0 /R = 0,2 при R = 7 см и r0 = 1,4 см

Видно, что в цилиндрическом магнетроне минимальная величина магнит-
ного поля, при которой еще возможно существование разряда, больше, чем 
в плоском магнетроне.

Представленная модель не описывает зависимость напряжения сильноточ-
ного разряда от давления остаточного газа. Влияние давления газа на условия 
самоподдержания разряда можно учесть, если в уравнении (6) для плотности 
тока плазменных электронов на анод поперек магнитного поля использовать 
выражение [7]: 

                                    (13)

 

где no — концентрация плазмы в межэлектродном зазоре; vTe = (Te/me)
1/2, 

βe = 1/rTengσeo, rTe = mvTe/eB��������������������������������������������� — тепловая скорость, параметр Холла и цикло-
тронный радиус плазменных электронов соответственно; ng — плотность атомов 
газа; σeo — транспортное сечение электрон-атомных столкновений. Тогда в 
предположении постоянства концентрации плазмы в межэлектродном зазоре, 
т. е. no ≈ nic (см. уравнение (9)) вместо (12) имеем:



97Моделирование сильноточного разряда ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. 2015.  Том 1. № 1(1)

где

  (14)

На рис. 3 приведена зависимость напряжения горения разряда от давления 
ксенона при различных величинах магнитного поля, построенная по формуле 
(14). Здесь b = 1 соответствует магнитному полю B = Bо = 140 Гс; γ = 0,1;  
W = 30 эВ; σeo = 1,5∙10-15 см2. 

Рис. 3. Зависимость напряжения горения разряда U 
от давления ксенона p: 1 — b = 1.2; 2 — b = 1; 3 — b = 0.9

Из рис. 3 следует, что с уменьшением величины магнитного поля возрас-
тает минимальное давление газа, необходимое для поддержания сильноточной 
формы разряда. Действительно, повышенный уход плазменных электронов по-
перек магнитного поля должен компенсироваться увеличением интенсивности 
ионизации газа быстрыми электронами. 

Условия горения разряда в обращенном магнетроне. Газоразрядная 
ячейка обращенного магнетрона представляет собой полый цилиндр с радиусом 
R, на оси которого расположен анод в виде стержня с радиусом r0 . Цилиндри-
ческая поверхность является катодом. Однородное магнитное поле B направ-
лено вдоль оси цилиндра. Дифференциальное уравнение второго порядка для 
радиального распределения концентрации быстрых электронов в такой геометрии 
не отличается от соответствующего уравнения для прямого магнетрона (9). Его 
решение в новой геометрии: 

                       (15)

где C и D — константы, удовлетворяет граничным условиям на аноде и катоде:

.                   (16)
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В правой части второго условия (17) нет знака минус, так как за положи-
тельное направление для потоков быстрых и медленных электронов считаем 
направление от катода к аноду, т. е. против положительного направления ци-
линдрической координаты r. 

Условие самоподдержания разряда в обращенном цилиндрическом магне-
троне при использовании уравнения (6) имеет вид:

                        (17)

где 

 ρR = R/λf и ρr0
 = r0 /λf.

На рис. 4 представлена зависимость напряжения горения разряда от индук-
ции магнитного поля, следующая из условия (17). 

Рис. 4. Зависимость напряжения горения разряда от индукции магнитного поля 
из уравнения (7): 1 — для плоских электродов при d = R – r0 = 2 см [3]; 

2 — r0/R = 0,86 при R = 7 см и r0 = 6 см 

Видно, что в обращенном магнетроне минимальная величина магнитного 
поля, при которой еще возможно существование разряда, больше, чем в плоском 
магнетроне [3]. Кривая 2 на рис. 4 хорошо согласуется с результатами экспе-
риментов [6].

Из этих результатов также следует, что увеличение давления газа приводит 
к снижению напряжения горения и сдвигает кривую напряжения в сторону 
меньших значений индукции магнитного поля.

Влияние давления газа на условия самоподдержания разряда можно учесть, 
если использовать выражение (14), в котором:

 
где p — давление газа,
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  (18)

На рис. 5 приведена зависимость напряжения горения разряда от давления 
ксенона при различных величинах магнитного поля, построенная с помощью 
выражений (14) и (18). Здесь b = 1 соответствует магнитному полю B = Bо = 140 Гс; 
γ = 0,1; W = 30 эВ; σeo = 1,5∙10-15 см2. Расчетная зависимость напряжения горения 
разряда от давления подтверждает результаты эксперимента в том, что при 
давлении газа ниже, чем 1 мТорр, магнетронный разряд существует в высоко-
вольтной форме с напряжением больше киловольта. 

Рис. 5. Зависимость напряжения горения разряда U 
от давления ксенона p: 1 — b = 1.2; 2 — b = 1; 3 — b = 0.9

Выводы. Развита гидродинамическая модель сильноточной формы тлеюще-
го разряда низкого давления в плоском магнетроне. При учете эмиссии электро-
нов с поверхности плоского катода возрастает минимальное значение индукции 
магнитного поля, при котором еще возможно существование разряда.

Построена гидродинамическая модель и найдены условия самоподдержания 
сильноточного разряда в прямом и обращенном цилиндрических магнетронах. 
Из сравнения условий самоподдержания разряда следует, что минимальная 
величина индукции магнитного поля, при которой еще возможно существование 
разряда в обеих геометриях, больше, чем в плоском магнетроне.

В обращенном магнетроне минимальные значения напряжения горения 
и давления газа несколько больше, чем в цилиндрическом магнетроне. При этом 
минимальное давление газа в обоих цилиндрических магнетронах (р ≈ 10-3 Торр 
при В = 170 Гс) на порядок меньше, чем соответствующее критическое давление 
(р ≈ 2,6∙10-2 Торр при В = 200 Гс) в комбинированном отражательном разряде 
с цилиндрическим полым катодом [7]. 

С увеличением давления газа уменьшается значение минимального магнит-
ного поля, необходимое для поддержания сильноточной формы разряда в ци-
линдрических магнетронах. В комбинированном отражательном разряде с полым 
катодом имеет место обратная зависимость.
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Построенные для обращенного магнетрона зависимости напряжения горения 
сильноточного разряда от давления и величины индукции магнитного поля 
хорошо согласуются с соответствующими экспериментальными кривыми [6]. 
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Равновесие и фильтрация нефти и воды 
в пористой среде под воздействием капиллярных 

и гравитационных сил

Influence of capillary and gravity forces on equilibrium 
and transport of oil and water in porous media

Капиллярные и гравитационные эффекты оказывают существенное влияние 
как на начальное распределение нефти и воды в пласте, так и на процесс филь-
трации при разработке месторождений. Аналитическое решение фильтрационных 
задач ввиду их сложности возможно только для некоторых относительно простых 
частных случаев, поэтому, как правило, используются численные методы. Однако 
аналитические решения полезны для лучшего понимания физических процессов 
и верификации численного решения.

В данной статье представлены численные решения трех одномерных двухфаз-
ных (нефть + вода) задач подземной гидродинамики: капиллярно-гравитационное 
равновесие в неоднородном пласте, гравитационная сегрегация двух фаз, задача 
капиллярной пропитки гидрофильного коллектора. Проведено сравнение числен-
ных и аналитических решений этих задач. Исследована погрешность численных 
решений от размерности расчетной сетки.

Influence of capillary and gravity forces is significant for both initial equilibrium 
and fluid dynamics during oil recovery. Analytical solutions of reservoir engineering 
problems can be rarely obtained due to complexity of the problems. Therefore, these 
problems are usually solved numerically. But analytical solutions are important for both 
better understanding of the physical process and verification of numerical schemes. 
Numerical solutions of three 1D two-phase reservoir simulation problems are obtained: 

Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. 
Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2015.  Том 1. № 1(1). 102-111
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equilibrium of oil and water in a heterogeneous reservoir, gravity flow of oil and water, 
imbibition in water-wet media. Comparison of these solutions and analytical solutions 
is presented, as well as the refinement test of the problems.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Моделирование пластовых систем, безнапорная филь-
трация, капиллярная пропитка, конечно-разностные методы.

KEY WORDS. Reservoir simulation, gravity flow, imbibition, finite difference methods.

Погрешность численного решения фильтрационных уравнений исследовалась 
в [1]. Задача капиллярно-гравитационного равновесия и точность ее решения 
в зависимости от расчетной сетки рассмотрены в [2]. Отличием решения, пред-
ставленного в данной статье, является неоднородность капиллярного давления 
и, как следствие, немонотонный характер начальной водонасыщенности.

Аналитические решения задачи гравитационной сегрегации получены в [3] 
для бесконечной области и в [4] для конечной области. Численное решение 
задачи [4] на сетке 25 расчетных слоев представлено в [5]. 

Приближенные аналитические решения задачи капиллярной пропитки даны 
в работах [6; 7] для бесконечной области и в [8] для конечной области.

В данной статье получены численные решения всех трех задач на сетках 
с шагом 1 м, 0.4 м и 0.2 м. Две гидродинамические задачи решены методами 
IMPES (неявная по давлению, явная по насыщенности) и FI (полностью неявная) 
[1]. Во всех задачах рассматривается однородный пласт, сжимаемостью флюи-
дов пренебрегают ( — константы). Все численные решения, 
представленные в статье, получены с использованием программного комплекса 
«Техсхема» [9].

Уравнения фильтрации. Скорости фильтрации нефти и воды в одномер-
ном случае в декартовой системе координат описываются обобщенным законом 
Дарси:

ro o
o o

o

k p D
u k g ,

x x                             (1)

rw w
w w

w

k p D
u k g

x x
.                            (2)

Насыщенности и давления нефти и воды связаны следующими соотноше-
ниями:

,1=+ wo ss                                       (3)

.                                (4)

С учетом (1) — (4) уравнения сохранения нефти и воды имеют вид:

             (5)

            (6)
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Суммируя (5) и (6), получим:

                      (7)

В данной статье рассматриваются задачи в ограниченной области, одна из 
точек которой (либо кровля, либо подошва пласта, либо обе вместе) непрони-
цаема. В такой точке 0)(0)()( *** =⇒== xuxuxu two . Отсюда, с учетом (7), для 
любого x  справедливо:

.0=+= wot uuu                                    (8)
Таким образом, нефть и вода одновременно неподвижны или движутся 

в разные стороны с одной скоростью фильтрации. Подставив (1) и (2) в (8), по-
лучим выражение для xpo  , после подстановки которого в (2) имеем:

                   (9)
где

                        
(10)

Подставляя (9) в (6), получим уравнение только относительно водонасыщен-
ности:

             (11)

Капиллярно-гравитационное равновесие. Рассмотрим одномерную за-
дачу капиллярно-гравитационного равновесия нефти и воды (ось x  направле-
на вертикально вниз, т. е. 1/ =∂∂ xD , начало координат отсчитывается от 
уровня моря). 

Коэффициент  характеризует подвижность фазы p. По определению, 

в переходной зоне (зоне между водонефтяным контактом, ниже которого водо-
насыщенность равна максимальной, и глубиной, выше которой наблюдается 
только остаточная водонасыщенность) подвижны и нефть, и вода, поэтому 

, следовательно, выражения в скобках в (1) и (2) равны нулю. 

С учетом этого и (4), разность (1) и (2) равна: 

                                      (12)

где введено обозначение . Для несжимаемого случая γ = const. 
Интегрируя уравнение (12) от x  до , с учетом , получим:

                              (13)

Зависимость капиллярного давления от свойств породы и водонасыщенности 
часто представляют в виде:

,                             (14)
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где  — максимальное капиллярное давление; )( wsJ  — j-функция 
Леверетта. Для данной задачи примем:

  (15)

.                                     (16)

Подставляя (15) — (16) в (14) и выражая wo ss −= 1 , с учетом переводных 
коэффициентов получим:

5.408404.00001.0
)2015(00196.0)( 2 +−

−−
=

xx
xxso .                     (17)

Ввиду однозначности зависимости (16) экстремумы функций )(xJ и )(xso  
совпадают. Для выбранных параметров один из двух экстремумов ìx 82.2003* = 2003.82 м 
расположен выше ВНК. На рис. 1 представлено сравнение нефтенасыщенности, 
определенной по (17), с численным решением на сетках ìxìxìx 1;4.0;2.0 =∆=∆=∆  м; ìxìxìx 1;4.0;2.0 =∆=∆=∆  м; 

ìxìxìx 1;4.0;2.0 =∆=∆=∆  м между кровлей ìxtop 1990=  м и подошвой ìxbottom 2020=  м пласта. 
Следует отметить хорошее совпадение аналитического и численного решения 
на всех сетках.

Рис. 1. Распределение нефтенасыщенности по глубине пласта 
для сеток с разным шагом: сплошная линия — аналитическое решение, 

треугольник — шаг 1 м, квадрат — шаг 0,4 м, круг — шаг 0,2 м

Однако из-за использования средней нефтенасыщенности в ячейке при под-
счете запасов погрешность в определении запасов может быть более существен-
ной. Для уменьшения этой погрешности начальное состояние может быть рас-
считано на более мелкой сетке, чем исходная [2]. Для данной задачи запасы, по-
лучаемые на всех сетках, не отклоняются от точного значения более чем на 1%.
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Установление гравитационного равновесия. В [4] описан метод по-
лучения точного решения задачи об установлении гравитационного разделения 
двух несжимаемых фаз, первоначально насыщающих пласт заданной толщины 
произвольным образом. При получении этого решения использовался метод, 
описанный в [10]. Данная задача описывается уравнением (11) при 0=cP  
(капиллярными силами пренебрегают). Рассматривается несжимаемый и изо-
тропный пласт. В начальный момент времени в верхней части толщины h 
этого пласта содержится вода, а в нижней — нефть. Распределение нефтена-
сыщенности s0 по высоте пласта в момент времени t приведено на рис. 2 [5] 
при условии, что на флюиды действуют только силы тяжести, относительные 
проницаемости воды и нефти заданы в виде krw = sw и kro = so , динамические 
вязкости этих флюидов одинаковы.

Рис. 2. Поведение функции ( )txso ,

В процессе установления гравитационного равновесия интерес представляют 
моменты времени: tl Cht /=  — время достижения кровли пласта «первыми ка-
плями» нефти, ( ) th ChHt /−=  — время достижения подошвы пласта «первыми 

каплями» воды,   te ChHht /
2

  — время установления гравитационного 

равновесия между водой и нефтью, где    H
kC

ow

z
t 







5,0
.

Данное точное решение использовалось для тестирования гидродинамиче-
ского симулятора «Техсхема» [9]. Значения параметров пласта и насыщающих 
его флюидов, а также характерные моменты времени, при которых проводилось 
сравнение аналитических и численных результатов, приведены в табл. 1.
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Таблица 1

Значения параметров пласта и флюидов, моменты времени

Параметр Значение Параметр Значение Параметр Значение

H 10 м ρw 1000 кг/м3 g 9,8 м/сек2

h 4 м ρo 800 кг/м3
lt 0,4

0,25 μw 0,5 мПа∙сек ht 0,6

zk 0,0101 мкм2 μo 0,5 мПа∙сек et 1,98

Рис. 3. Нефтенасыщенность по глубине пласта (сетка с шагом 1 м): 
сплошная линия — аналитическое решение, квадрат — IMPES, круг — FI

Рис. 4. Нефтенасыщенность по глубине пласта (сетка с шагом 0,4 м): 
сплошная линия — аналитическое решение, квадрат — IMPES, круг — FI
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Рис. 5. Нефтенасыщенность по глубине пласта (сетка с шагом 0,2 м): 
сплошная линия — аналитическое решение, квадрат — IMPES, круг — FI

Из полученных численных расчетов (см. рис. 3-5) видно, что и явная, и 
неявная схемы расчета «размывают» скачок насыщенности, причем неявная 
схема — сильнее. Кроме того, при увеличении количества расчетных ячеек 
численные расчеты лучше согласуются с точным решением.

Капиллярная пропитка. Рассматривается задача, описанная в статье [8]. 
Изначально цилиндрический образец пористой среды, боковая поверхность 
и правый конец которого непроницаемы, насыщен нефтью. Левый конец об-
разца ( 0=x ) приводится в соприкосновение с водой, что инициирует течение 
воды внутрь образца и нефти — наружу. Необходимо найти водонасыщенность, 
как функцию х и t. Данная задача описывается уравнением (11) при 0=g  
(гравитационными силами пренебрегают). В [8] получено приближенное ква-
зистационарное аналитическое решение данной задачи, основанное на заданной 
скорости продвижения фронта водонасыщенности:

           (18)

Здесь mD  — максимум функции , где )( wsF  
определена выражением (10), соответствующая этому максимуму водонасыщенность 

равна sm. Тогда , где m и n — коэффициенты, используемые в аппрок-
симации функции )( wsD  зависимостью вида , удовлетворяю-
щие условию nm =+1 . Относительные фазовые проницаемости и капиллярное 
давление имеют следующий вид   wcwrorowrwrw sBPskkskk ln;1; 00     wcwrorowrwrw sBPskkskk ln;1; 00   . 
Значения параметров, использованных в решении, приведены в табл. 2. 

Таблица 2

Значения параметров пласта и флюидов, моменты времени

Параметр Значение Параметр Значение Параметр Значение

L 10 м m 3,5 0,2

c 12,24 n 4,5 0,75
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0,3 μo , μw 1 мПа∙сек B 0,4 МПа

k 0,02 мкм2 μ,v 4 *t 1300 сут.

mD 0,558 
мкм2/сек ms 0,542 ε 1,6

Отметим, что аналитическое решение (18) описывает процесс пропитки 
только на начальном этапе, т. е. справедливо до момента *t , когда фронт водо-
насыщенности достигает правого конца пористой среды ( Lx = ). Также в ре-
шении (18) положение фронта водонасыщенности принимается равным 

, где ε — эмпирический параметр.

Рис. 6. Водонасыщенность вдоль образца породы для разных размеров сеток 
в моменты времени : 

сплошная линия — аналитическое решение, пунктир — IMPES, точки — FI

На рис. 6 представлено сравнение аналитического решения (18) и численных 
решений, полученных на различных сетках с использованием схем IMPES и Full 
Implicit (FI). Видно, что численное решение приближается к аналитическому 
с уменьшением шага сетки, наибольшее отклонение от аналитического решения 
наблюдается вблизи фронта водонасыщенности (движение фронта опережает 
теоретическую оценку).

Выводы. На различных сетках и с использованием различных разностных 
схем решены три задачи равновесия и фильтрации нефти и воды в пористых 
средах под действием капиллярных и гравитационных сил. Проведено сравне-
ние полученных результатов с соответствующими аналитическими решениями. 
Наиболее существенно точность численного решения зависит от размеров сет-
ки при моделировании процесса капиллярной пропитки. Для дальнейшего ис-
следования капиллярных и гравитационных эффектов необходимо получение 
более общих аналитических решений, учитывающих неоднородность пласта по 
проницаемости, а также капиллярные и гравитационные силы одновременно.

Окончание табл. 2
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обозначения 

  — пористость
k — абсолютная проницаемость
ρ0, ρw — плотности нефти и воды в пластовых условиях
μ0, μw — вязкости нефти и воды в пластовых условиях
u0, uw — скорости фильтрации нефти и воды
p0, pw — давления в нефти и в воде
s0, sw — нефте- и водонасыщенности
kr0, krw — относительные фазовые проницаемости по нефти и воде
Pc — капиллярное давление
D — глубина
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Закрутка газа вокруг нагревающегося цилиндра  
при учете сил тяжести и Кориолиса

TWIST AROUND HEATING GAS CYLINDER TAKING  
INTO ACCOUNT THE FORCES OF GRAVITY AND CORIOLIS

В работе исследуются решения системы уравнений газовой динамики в 
условиях действия сил тяжести и Кориолиса для идеального политропного газа. 
Поставлена специальная характеристическая задача Коши, решение которой 
описывает движение первоначально покоящегося в поле тяжести воздуха при 
плавном нагреве находящегося в нем вертикального цилиндра. Доказано, что 
при условии аналитичности входных данных поставленная задача в некоторой 
окрестности рассматриваемой точки имеет единственное аналитическое ре-
шение, представимое в виде сходящегося ряда. Анализ первых коэффициентов 
этого ряда показал, что при начале нагрева цилиндра в воздухе сразу возника-
ет окружное движение газа, закрученное в отрицательном направлении для 
случая Северного полушария и в положительном направлении — для случая 
Южного полушария. Установленные факты являются математическим обо-
снованием направления закрутки огненных вихрей.

The paper studies a system of equations of gas dynamics under the action of 
gravity and Coriolis for ideal polytropic gas. A special characteristic Cauchy problem 
has been put; the solution of the problem describes the motion of air in a gravitational 
field with continuous heating of a vertical cylinder located in it. It is proved that 
under the condition of analyticity of input data, the problem has the only analytical 
solution presented as a convergent series. The analysis of the first coefficients of the 
series showed that as the cylinder is heated, there appears circumferential motion of 
gas in the air twisted in the negative direction in the Northern Hemisphere, and in the 
positive direction in the Southern Hemisphere. The established facts are mathematical 
justification for fire vortex twist direction.

Ключевые слова. Cистема уравнений газовой динамики, сила Кориолиса 
и сила тяжести, закрутка газа, тропический циклон, огненный вихрь.

KEY WORDS. System of equations of gas dynamics, the Coriolis force and gravity, 
spin gas, tropical cyclone, fire vortex.
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Система уравнений газовой динамики 
в условиях действия сил тяжести и Кориолиса

Система уравнений газовой динамики (СУГД) для нестационарных общих 
пространственных изэнтропических течений политропного газа в условиях 
действия сил тяжести и Кориолиса в безразмерных переменных имеет следую-
щий вид [1-3]:

   (1)

Здесь: t  — время; r , φ, z  — пространственные переменные в цилиндри-
ческой системе координат; c  — скорость звука; u , v , w  — радиальная, 
окружная и вертикальная составляющие вектора скорости газа соответственно; 
γ 41.=�  — показатель политропы воздуха; 0>= constg  — ускорение свобод-
ного падения; Ω  — модуль вектора угловой скорости вращения Земли Ω ; 

; �cosb Ω= 2 ;  — широта точки, в которой находится начало 
декартовой системы координат, вращающейся вместе с Землей (рис. 1), в кото-
рой и сделан переход к цилиндрическим координатам.

Рис. 1. Система координат на поверхности Земли

Скорость звука c  политропного газа связана с температурой T  следующей 
формулой [4]:

Tc = .

В системе (1) вместо скорости звука в качестве искомой функции вводится 
температура: 

,
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где η принимает значения t, r, φ, z и для удобства последующих выкладок 
первое уравнение системы (1) ставится в конец новой системы:
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(2)

Закрутка газа в восходящих потоках
В работах [1-3; 5-8] с помощью построения решений системы уравнений (1) 

представлены результаты математического моделирования течений в разруши-
тельных атмосферных вихрях типа торнадо и тропических циклонов. В част-
ности, доказано [5-8], что при наличии стока газа на вертикальном цилиндре 
ненулевого радиуса в рассматриваемом течении, внешнем по отношению к ци-
линдру, возникает закрутка воздуха в соответствующем направлении: положи-
тельном и отрицательном в случаях соответственно Северного и Южного по-
лушария. Эти направления соответствуют направлениям закрутки атмосферных 
восходящих потоков типа торнадо и тропический циклон. 

Математически факт закрутки газа в соответствующем направлении уста-
новлен при доказательстве существования и единственности решений соответ-
ствующих характеристических задач Коши стандартного вида [4; 9] и исследо-
вании свойств этих решений. 

Закрутка восходящего потока в указанном направлении подтверждена так-
же результатами экспериментов [10-18] (см. также [3]). 

В экспериментах [10-17] свободный восходящий вихрь создавался с помощью 
нагрева снизу металлического стола. В экспериментах [18] восходящий поток 
создавался принудительным движением воздуха вверх по трубе за счет работы 
вентилятора, помещенного в верхней части трубы. При этом на полу вокруг 
нижнего края трубы фиксировалось вращение воздуха. Поскольку эксперимен-
ты проводились в Северном полушарии, то в обеих схемах экспериментов за-
крутка воздуха была в положительном направлении.

Однако в природе также наблюдаются [19; 20] и так называемые огненные 
вихри (огненные торнадо), закрутка которых имеет другое направление: отри-
цательное в случае Северного полушария и положительное в Южном полуша-
рии. На рис. 2 приведена фотография одного огненного вихря, наблюдавшегося 
в Северном полушарии.

В некоторых экспериментах удалось создать течения, близкие к наблюдае-
мым в природе огненным вихрям, причем без принудительной закрутки [21]. 

При численном моделировании нестационарных трехмерных закрученных 
потоков, возникающих при нагреве подстилающей поверхности, также наблю-
дается появление вихревых образований, закрученных в отрицательном на-
правлении, хотя в расчетах значение sinψ полагалось положительным, что со-
ответствует случаю Северного полушария [22].



115Закрутка газа вокруг нагревающегося цилиндра  ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика. 2015.  Том 1. № 1(1)

Рис. 2. Фотография огненного торнадо

Цель данной работы — построить решение конкретной начально-краевой 
задачи, которое моделирует движение воздуха вокруг плавно нагревающегося 
вертикального цилиндра, и установить факт возникновения закрутки воздуха, 
внешнего по отношению к цилиндру, в отрицательном или в положительном 
направлениях в случаях соответственно Северного или Южного полушария.

Фоновое течение и его звуковая характеристика
Набор функций [3; 23]:

011000 0  constg)(k;kz)z(TT;w;v;u      (3)

является решением системы (2). Он передает покоящийся в поле тяжести газ и 
далее называется фоновым течением. Скорость звука фонового течения задает-
ся формулой: 

.kz)z(T)z(cc  100  
Особо подчеркнем, что в (3) вместе с 0== wu  и 0=v , т. е. в фоновом 

течении закрутки газа нет.

Рис. 3. Область рассматриваемого течения газа
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Пусть при t = 0 вне цилиндра радиуса 0rr = , 00 >= constr  (см. рис. 3) 
находится покоящийся в поле тяжести газ. С момента времени t = 0 начинает-
ся плавный нагрев этого цилиндра, определяемый аналитической в окрестности 
точки (t = 0, z = 0) функцией )z,t(TT 0= :

.constT)(T,)(T),t(T)z(T)z,t(T)z,,r,t(T *
'

rr
0000 1110

0

0





 
Исходя из двух последних равенств функцию )z,t(T0  можно представить 

в виде: 
,

со своей заданной аналитической функцией T01(t), и тогда условие плавного 
нагрева цилиндра принимает такой вид:

.               (4)

Конфигурация возникшего в результате нагрева цилиндра течения сле-
дующая: по покоящемуся в поле тяжести газу в сторону возрастания значений 
r распространяется поверхность звуковой C+-характеристики (см. рис. 3). Эта 
поверхность в каждый момент времени отделяет еще покоящийся при больших 
значениях r газ от области газа, начавшего при меньших значениях r движе-
ние из-за его нагрева цилиндром. На рис. 3 область движущегося газа затем-
нена.

Поверхность C+-характеристики задается в виде: 

,)z,t(rrr:C 10 +=+
                           (5)

где функция )z,t(r1  является решением следующей задачи Коши [24]:

,)z,t(r;r)z(cr
tzt 01 01

2
101 =+=

=
                    (6)

которая по теореме Ковалевской [3] имеет в некоторой окрестности точки 
)z,rr,t( 00 0 ===  единственное аналитическое решение, от φ не зависящее.

Построение решения задачи (6) в виде ряда по степеням: 
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и, следовательно, к такому представлению [3; 6-8]:

,                          (7)

с некоторой аналитической функцией )z,t(r2 . Еще раз отметим, что от пере-
менной φ функция )z,t(r1 не зависит.

Характеристическая задача Коши  
о движении газа возле нагревающегося цилиндра

Для системы уравнений (2) на поверхности звуковой C+-характеристики (5) 
ставятся условия:

      

                 (8)

обеспечивающие непрерывное примыкание искомого течения к фоновому, за-
даваемому формулами (3).

Кроме условий (8) для системы (2) ставится также условие (4).
Решение получившейся задачи (2), (8), (4) описывает искомое течение газа, 

расположенное между поверхностью звуковой C+-характеристики (5) и поверх-
ностью нагревающегося цилиндра 0rr =  (см. рис. 3).

Теорема. Задача (2), (8), (4) имеет единственное аналитическое решение 
в некоторой окрестности точки 0M  с координатами 0=t , 0rr = , φ = φ0, 0=z , 
где  20 0   .

Доказательство теоремы

Доказательство теоремы состоит в сведении задачи (2), (8), (4) к характе-
ристической задаче Коши стандартного вида [4], для которой справедлив соот-
ветствующий аналог теоремы Ковалевской [4; 9].

Для сведения к стандартному виду вначале делается следующая замена 
переменных:
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т. е. поверхность звуковой C+-характеристики (5) берется за новую координат-
ную плоскость ξ = 0, а поверхность цилиндра 0rr =  за другую новую коорди-
натную плоскость ζ = 0.
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В системе (2) делается замена переменных (9):
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Начальные условия (8), заданные на C+-характеристике, переходят в такие 
условия: 
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а краевое условие (4) переходит в такое:
              (12)

где функция T01(ξ, χ) считается заданной и аналитической в некоторой окрест-
ности точки (ξ = 0, χ = 0).

Система (10) в векторно-матричном виде имеет следующее представление:
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 Чтобы показать, что рассматриваемая характеристическая задача Коши 

(10) — (12) сводится к стандартному виду, достаточно подобрать невырожден-

ные матрицы 1M  и 2M , зависящие от ζ, χ, φ и такие, что произведения  
и  имеют требуемый вид [4; 9]. А именно:
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и при этом:
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 А кроме этого, требуется, чтобы задание условия (12) было эквивалентно за-

данию соответствующего условия при ζ = 0 для последней компоненты вектора:
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В самом деле, после умножения системы (10) слева на 1M  и внесения в 
соответствующие места произведения 1

22
−MM , равного единичной матрице, по-

лучается эквивалентная системе (10) система уравнений:
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Если теперь заменить вектор U1
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−M  на вектор W  и учесть вид производных 
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(здесь символ ϑ принимает значения ζ, ξ, χ, φ), то получается система:

  WWWW 21212121 DMMCMMBMMAMM  
.MMDMMMMCMMMMBMMM WWWG 2

1
2212

1
2212

1
2211

         (13)

При вычислении нужных произведений , , в матри-
цах А и В можно сразу положить ξ = 0:
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Требуемые матрицы 1M  и 2M  имеют следующий вид:
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в некоторой окрестности точки (ξ = 0, ζ = 0, χ = 0), поскольку:
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 Осталось установить вид вектора:
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 Начальные условия (11) переходят в начальные условия для W :
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И поскольку 4W  — последняя координата получившегося вектора W — со-
впадает с функцией T, то краевое условие (12) переходит в условие:

2
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(15)

и обеспечивает единственность получившейся характеристической задачи Коши 
стандартного вида (13), (14), (15). 

Поскольку характеристическая задача Коши (10) — (12) эквивалентна ха-
рактеристической задаче Коши (13), (14), (15), то теорема доказана.

Построение первых коэффициентов ряда,  
решающего рассматриваемую задачу
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решающего характеристическую задачу Коши (10) — (12). Для этого в системе 
(10) положим ξ = 0 и учтем вид начальных условий (11):
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С учетом уравнения для функции T0(χ), т. е.: 

,

получаются следующие три соотношения:
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(17)

поскольку после исключения из последнего уравнения системы (16) величин 
1u , 1v  и 1w  оно становится тождеством, т. е. прямым следствием первых трех 

уравнений.

Одно свойство решения рассматриваемой задачи

Для обоснования одного конкретного свойства решения рассматриваемой 
задачи определим в точке (ζ = χ = 0) знаки первых коэффициентов ряда, ре-
шающего характеристическую задачу Коши (10) — (12). И для этого явные 
формулы, задающие коэффициенты 21111 v,T,w,v,u , не нужны.
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Чтобы узнать значение коэффициента T1 при ζ = χ = 0, необходимо краевое 
условие (12) продифференцировать по ξ и положить в получившемся равенстве 
ξ = χ = 0:
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Отсюда, в частности, следует, что при всех значениях  20   :
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Для получения коэффициента 2v  второе уравнение системы (14) диффе-

ренцируется по ξ, полагается ξ = 0 и учитываются компоненты вектора 0U : 
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sinbwauvr t 11201 
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В последнем равенстве полагается ζ = χ = 0 и учитывается то, что 001 
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 .
Последнее соотношение приводит к равенству:
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.                         (21)

 

Из формулы (21) и с учетом неравенства (20) следует, что в Северном по-
лушарии, где : 
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а в Южном полушарии, где :
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при всех значениях  20   .
С учетом формул для преобразования производных, а также нулевых зна-

чений 0v , 1v  получаются следующие значения для первых двух производных 
функции v, выводящих со звуковой С+-характеристики:
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Знак выводящей с С+-характеристики производной функции u устанавли-
вается следующим образом:
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На рис. 4 с учетом установленных знаков выводящих с С+-характеристики 
производных (для v взят случай Северного полушария) показано качественное 
поведение u, v в ее окрестности в некоторый момент времени 01 >= tt .

Рис. 4. Качественное поведение скоростей

Таким образом, с учетом неравенств (23), (24) доказано, что в задаче о на-
греве вертикального цилиндра при всех  20    в некоторой окрестности 
звуковой С+-характеристики начиная с момента времени t = 0 возникает за-
крутка газа: в отрицательном направлении для случая Северного полушария и 
в положительном направлении — для случая Южного полушария.

Установленный факт есть математическое обоснование направления за-
крутки огненных вихрей.
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Соответствие вычислительных систем 
гидродинамических моделей природным 

и техногенным процессам нефтегазодобычи

CONFORMITY OF HYDRODYNAMIC MODELING SYSTEMS TO NATURAL 
AND TECHNOGENIC PROCESSES OF OIL AND GAS PRODUCTION
Статья посвящена рассмотрению проблем и путей их решения в области 

моделирования процессов и систем разработки месторождений углеводородного 
сырья. 

Тюменский государственный нефтегазовый университет и кафедра разработки 
и эксплуатации нефтяных и газовых месторождений (РЭНГМ) на протяжении 15 лет 
занимается теоретическими и экспериментальными исследованиями высокоточ-
ного комплексного гидродинамического моделирования.

Целью статьи является демонстрация наиболее весомых результатов, по-
лученных кафедрой РЭНГМ. 

Известно, что не полный объем результатов керновых, промысловых геофизи-
ческих, гидродинамических и физико-химических исследований при всей многофак-
торности применяемых моделей далеко не всегда может гарантировать достовер-
ность прогноза технологических показателей разработки месторождений.

В работах научной школы ТюмГНГУ (Р.Я. Кучумов и др.) приводятся резуль-
таты анализа более 3000 залежей в ХМАО–Югра,  в которых  не выявлены регрес-
сионные зависимости между коэффициентом извлечения нефти (КИН), и около 
десятка геолого-физических параметров их коллекторов. В этой связи проектиро-
вание и управление разработкой месторождений, к сожалению, по большей части 
основывается на рассмотрении цифровых гидродинамических моделей. Более того, 
моделирование является основным инструментом прогнозирования показателей и 
характеристик процессов выработки и транспорта углеводородных запасов. Его 
достоверность и точность определяет качество проектных решений и эффектив-
ность регулирования разработки месторождений. Достоверная и точная модель 
объекта или процесса является залогом эффективности реализуемых технологий 
и проводимых мероприятий с объектом моделирования. В связи с этим неудиви-
тельно, что основные проблемы проектирования и управления лежат в плоскости 
проблем создания точных моделей и их эффективного использования.

The article considers the major problems and solutions in the field of process 
modeling and oil and gas field development systems. Tyumen State Oil and Gas 
University (TSOGU) and the Department of Development and Exploitation of Oil and 
Gas Fields have conducted theoretical and experimental research of high-precision 
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complex hydrodynamic modeling over 15 years. Due to the impossibility of a detailed 
review of modeling problems in the oil and gas industry, the aim of the article is to 
demonstrate the most significant results obtained by the Department of Development and 
Exploitation of Oil and Gas Fields. It is a known fact that core data, PLT, hydrodynamic 
and physico-chemical studies cannot always guarantee the accuracy of forecasting field 
development data. The works of TSOGU scientific school (R.Ya. Kuchumov et al.) present 
the results of the analysis of more than 3000 deposits in Khanty-Mansi Autonomous 
Area–Yugra, in which regression relationship between the oil recovery factor and about 
a dozen geological and physical parameters of their collectors have not been revealed. 
In this context, the design and management of field development, is, unfortunately, 
mostly based on the analysis of digital simulation models. Moreover, simulation is the 
key predictor of performance and characteristics of hydrocarbon resource development 
and transportation. Its reliability and accuracy determine the quality of design decisions 
and the efficiency of field development management. A reliable and rigorous model 
of an object or process is the key to the effectiveness of implemented technologies 
and operations. In this regard, it is not surprising that the main issues of design and 
management involve developing accurate models and their efficient use.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Моделирование месторождений, интерполяция, геоло-
гическая модель, математическая функция, аналитическое представление, про-
граммный расчетный комплекс HydraSym.

KEY WORDS. Field modeling, interpolation, geological model, mathematical function, 
analytical representation, software calculation complex HydraSym.

Следует отметить прикладной характер вычислительных систем: моделей и 
реализующих их методов вычислений и программных продуктов, которые так 
или иначе должны отражать природу процессов. Это особенно важно в тех 
случаях, когда поставить прямой эксперимент физически невозможно, как в 
квантовой механике, или экономически нецелесообразно (или бессмысленно), 
как при разработке месторождений углеводородов.

Важнейшим критическим моментом в настоящее время является использо-
вание неявных вычислительных схем при моделировании процессов выработки 
запасов углеводородов. Неявная схема расчета распределения насыщенностей 
компонентов позволяет избавиться от осцилляций (рис. 1) и получить результат 
за относительно короткое время. 

Рис. 1. Пример осцилляции 
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Как показывает критический опыт [1; 2], использование неявных вычисли-
тельных схем приводит зачастую к утрате достоверности модели, так как про-
исходит искусственное сглаживание распределения масс и пропуск изменений 
в средах с подвижными компонентами. Из-за этого во всех известных симуля-
торах не прослеживаются волновые процессы в нефтегазодобыче, хотя в ряде 
случаев они должны возникать. Более того, заложенные в основу неявной схе-
мы функции, связывающие капиллярное давление с насыщенностью, далеко не 
всегда отражают однозначность этой самой взаимосвязи и вообще ее наличие. 
Поэтому на текущий момент можно утверждать, что, учитывая интенсивное 
развитие вычислительной техники, следует отказаться от неявных схем в поль-
зу явных. Это позволит учесть больше ключевых факторов моделируемых про-
цессов. По мнению специалистов научно-аналитических центров нефтегазодо-
бывающих компаний и научной школы университета, при проектировании и 
управлении разработкой месторождений углеводородов возникает ряд типичных 
проблем, многие из которых вызваны недостоверностью математических моде-
лей месторождений и сопутствующих эксплуатации систем.

Трудности, возникающие при моделировании, все больше затрагивают фун-
даментальные проблемы математической физики и математического моделиро-
вания (табл. 1). 

Таблица 1

Классификация проблем моделирования гидравлических систем 
нефтяных и газовых промыслов 

В настоящее время системный подход в решении задач повышения эффек-
тивности нефтегазодобычи находит отражение по большей части в комплексном, 
т. е. совместном, моделировании наземных сетей, скважин и продуктивных 
пластов. Однако использование методов системного анализа, математической 



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

130  © С.И. Грачев, А.В. Стрекалов, А.Т. Хусаинов

физики и вычислительной математики при моделировании объектов нефтяных 
и газовых промыслов далеко не всегда тривиально [3].

Необходимость именно в комплексном моделировании обоснована тем, что 
результаты комплексного и раздельного моделирования существенно разнятся 
(рис. 2). Уже сейчас в известных симуляторах (Avocet, PipeSim, Eclipse) выявлен 
ряд недочетов, выраженных в неравенстве массовых расходов или давлений 
между моделями наземной сети и моделями продуктивных пластов, т. е. в точках 
стыковки (сшивки). Для соблюдения материального баланса и равенства давлений 
при «сшивке» различных моделей в точках стыковки (устье или забой) в идеале 
требуется составление и решение единой системы уравнений, объединяющей 
модели наземных сетей, скважин и пластов. В противном случае для сшивки 
моделей требуется вычисление n-мерных «сшивочных функций» — зависимостей 
давлений в точках стыковки от массовых расходов всех скважин. 

Рис. 2. Результаты комплексного и раздельного моделирования  
на примере нагнетательной скважины: 1 — раздельное моделирование;  

2 — комплексное моделирование

В настоящее время комплексное моделирование, т. е. моделирование в едином 
масштабе времени пластовых и наземных систем широко проводится в основном 
для газовых промыслов, однако и здесь есть ряд проблем с достоверностью. 

Важно также отметить, что гидродинамическая модель продуктивных пластов 
на каждый момент дискретного времени будет иметь существенно отличаю-
щуюся гидравлическую характеристику от характеристики трубопроводной 
системы. В связи с этим для одного и того же граничного условия (например, 
забойного давления) модель наземной сети будет «выдавать» другие массовые 
расходы компонентов нежели модель пласта или же другие давления при за-
данных расходах.

При расчете нестационарных состояний гидродинамической модели пластов 
предполагается, что модель наземной сети успевает выйти на стационарный 
режим. Однако уже доказано, что наземные сети, эксплуатируемые на одно-
компонентной системе, могут выходить на стационарный режим в течение не-
скольких часов [4].
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В 2014 г. нами была создана новая версия программного комплекса 
HydraSym [3], позволяющая моделировать систему продуктивных пластов со 
скважинами и наземными сетями, посредством решения единой системы урав-
нений — «верный подход к комплексному моделированию» (ВПКМ). Необхо-
димость в таком моделировании, в частности, обусловлена существенной раз-
ницей в результатах подхода ВПКМ (HydraSym) (рис. 3, 1) и используемым на 
данный момент подходом в симуляторе Avocet (рис. 3, 2, 3). Математические 
модели элементов наземных сетей и пластовых систем существенно различа-
ются, как и отличается динамичность физических процессов, протекающих в 
них. Поэтому только решение единой системы уравнений позволяет решать 
задачу комплексного моделирования без существующих недостатков в других 
программных продуктах. Кроме этого, до сих пор не решены проблемы выбора 
оптимального числа факторов моделирования, необходимой точности и досто-
верности, а также автоматической адаптации моделей. Все это во многом пре-
вращает моделирование ТЭК из мощного научно-производственного инстру-
мента в генератор красивых картинок.

Рис. 3. Сравнение результатов комплексного моделирования  
на примере нагнетательной скважины системы поддержания пластового давления: 

1 — ВПКМ; 2, 3 — сшивка решения (Avocet)

В настоящее время новые запасы нефти часто приурочены к юрским и 
доюрским трещинно-поровым пластам, имеющим неоднородность различной 
природы. 

На месторождениях нефти, находящихся на поздних стадиях разработки, в 
более 60% случаев нагнетание воды приводит к образованию сети трещин 
сложной геометрии, которые обусловливают ускоренное обводнение продукции. 
Учет динамического образования и дальнейшего развития трещин позволяет 
достоверно прогнозировать динамику добычи. Однако в большинстве суще-
ствующих гидродинамических симуляторов не учитываются наличие и образо-
вание микро- и макротрещин в явном виде, так как неявная схема вычисления 
насыщенностей и давлений не позволяет сколько-нибудь точно этот процесс 
моделировать.
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В созданном программном комплексе моделируется образование и развитие 
трещин при разработке нефтяных месторождений наряду со всеми известными 
процессами, что приближает результаты моделирования к достоверным. 

Несмотря на то что факторы нарушения линейного закона фильтрации из-
вестны с начала прошлого столетия, в большинстве гидродинамических симу-
ляторов они не учитываются. 

Для более детального изучения процессов фильтрации в поровых каналах 
в процессе работы над HydraSym потребовалось перейти на многоуровневую 
систему моделирования: модели микрокапилляров и даже субмолекулярных 
моделей текучих сред. При проведении вычислительных и лабораторных экс-
периментов выяснено, что нелинейные участки фильтрационных законов про-
являются как при высоких, так и при сверхнизких скоростях фильтрации. Вы-
явление функций относительных фазовых проницаемостей (ОФП) также тре-
бует моделирования на микроуровне. Закон фильтрации, являющийся, по сути, 
законом, объединяющим вязкостное трение, трение о стенки каналов, силы 
молекулярного взаимодействия, адгезии, эффекты преобразования гидравличе-
ской энергии в тепловую и др., требует обоснования вычислительными экспе-
риментами на уровне микрокапиллярных моделей. В свою очередь, это требует 
решения систем дифференциальных уравнений в частных производных, описы-
вающих движение вязкой ньютоновской жидкости, подобных уравнению 
Навье–Стокса с модификацией, и пересмотра закона вязкостного трения Нью-
тона для условий течения в микрокапиллярах. Последнее также выполняется 
в программном продукте HydraSym [3]. 

Учет изменений фильтрационно-емкостных свойств в ходе разработки ме-
сторождений является важнейшим источником информации для выявления 
взаимосвязей, например: пористость и проницаемость от давления и темпера-
туры, вязкость от давления и температуры, пористость и проницаемость от 
химического взаимодействия и т. п.

Особо хочется подчеркнуть, что ни в одном из известных гидродинамических 
симуляторов для моделирования месторождений углеводородов не учитывается 
инерционность фильтрационных потоков. На простом языке: «считается, что при 
отсутствии силы, обусловленной перепадом давления, фильтрация невозможна, 
однако из механики и гидромеханики известно, что это не так вследствие инер-
ции тела или потока» [5].

Неучет второго закона Ньютона в подземной гидромеханике привел к тому, 
что во всех задачах гидродинамики пласта ускорение фильтрации приравнива-
ется нулю и, как следствие, гидроволновые явления в результатах моделирова-
ния просто не могут быть отражены.

Экспериментально доказано (см. рис. 4) [6], что такие явления имеют место и в 
трубопроводных сетях, и в продуктивных пластах, поэтому должны учитываться.

На рис. 4 показано сравнение общепринятого (классического) и нового пред-
ставления о нестационарной фильтрации и течении.

В продуктивных пластах волновые явления возникают в трещинно-поровых 
коллекторах после проведения гидроразрывов и в пластах с поровой и кавер-
нозной проницаемостями выше 1 Дарси [7].

В трубопроводных сетях и скважинах волновые явления обусловливают 
выход системы на стационарный режим, гидравлические удары и т. п.
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а                                                          б

Рис. 4. Сравнение динамики распределения давления вдоль участка  
призабойной зоны после смены режима притока: а — классическое представление;  

б — с учетом второго закона Ньютона (гидравлические волны)

Одной из наиболее трудоемких задач является адаптация гидродинамических 
моделей. Задача автоматической адаптации гидродинамических моделей фак-
тически не решена в большинстве гидродинамических симуляторов. Подбор 
скин-фактора во времени и других корректирующих коэффициентов не явля-
ется достаточно достоверным и создает видимость правильности результата. 

В HydraSym предлагается автоадаптация, названная фрагментарной линеа-
ризацией, повышающей надежность сходимости метода Ньютона и адаптивной 
линеаризации, что является практически панацеей для решения систем нели-
нейных уравнений в плане надежности и скорости сходимости итерационного 
процесса последовательных приближений.

На рис. 5 приведен пример фрагментарной линеаризации, суть которого сво-
дится к предварительной обработке исходных замыкающих отношений (в зави-
симости от исходной системы уравнений) таким образом, чтобы получить до-
статочно четкую сходимость.

			   а				    б

Рис. 5. Автоматическая адаптация моделей посредством поиска распределения  
проводимостей и структурной неоднородности: а — структура интерференции скважин; 

б — сопоставление расчетной и фактической динамики давления
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Выводы. В области автоматизированной адаптации моделей авторами был 
разработан метод комплексного гидродинамического исследования пластов 
решением обратной задачи гидродинамики, который позволяет выявить рас-
пределение проводимостей в пластах на основании динамики режимов работы 
скважин (см. рис. 5) [6]. 

На базе того же программного комплекса и его предшественника [3] впер-
вые была формализована и решена задача технико-технологической оптимиза-
ции гидросистем нефтяных промыслов [4]. 
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Расчет параметров затухающих колебаний 
манометрической трубчатой пружины

ESTIMATION OF DAMPED OSCILLATION PARAMETERS  
OF MANOMETRIC TUBULAR SPRING

Представлены результаты численных и натурных экспериментов по определе-
нию параметров затухающих колебаний манометрических трубчатых пружин.

Колебательные движения, вызванные вибрацией устройств, на которые 
установлены приборы для измерения давления или неравномерный расход пере-
качиваемой среды (пульсация рабочей среды) затрудняют точную регистрацию 
давления. Одним из решений является помещение упругого элемента прибора — 
манометрической трубчатой пружины (МТП) в вязкую среду (жидкость).

Динамическая модель МТП представлена в виде тонкостенного изогнуто-
го стержня, совершающего колебания в плоскости кривизны центральной оси. 
Уравнения колебаний МТП получены в соответствии с принципом Даламбера в 
проекциях на нормаль и на касательную. 

Для решения полученных уравнений применяется метод Бубнова–Галеркина. 
На основе данного решения разработан комплекс программ «Манометр».

Проведено экспериментальное исследование достоверности полученных ре-
зультатов.

The paper presents the results of numerical and field experiments undertaken to 
determine the parameters of damped oscillations of manometric tubular springs. Oscillatory 
motion caused by the vibration of equipment on which instruments for measuring pressure 
are installed, or uneven flow of pumped medium (pulsation of the working environment) 
make it difficult to accurately record the pressure. One of the solutions is placing an 
elastic element of a device — a manometric tubular spring (MTS) — in a liquid medium. 
The dynamic model of MTS is represented as a thin-walled curved bar oscillating in 
the plane of curvature of the central axis. Equations of MTS oscillations are obtained 
for normal and tangent projections in line with d’Alembert’s principle. Bubnov–Galerkin 
method is used to solve the equations. On the basis of this solution, Manometer software 
system is designed. The results are verified by an experimental study.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Параметры затухания, манометрическая трубчатая пру-
жина, математическая модель, метод Бубнова–Галеркина, натурный эксперимент.

KEY WORDS. Damping parameters, manometric tubular spring, mathematical model, 
Bubnov–Galerkin method, natural experiment.
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Работа приборов для измерения давления в условиях пульсаций рабочей 
среды, больших амплитуд и внешних вибраций приводит к снижению точности 
и износу рабочих органов прибора, что является причиной их поломки и, как 
следствие, может привести к срыву производственного процесса. В целях предот-
вращения данных явлений следует предпринимать меры по повышению ви-
броустойчивости приборов для измерения давления. 

Решению данной проблемы посвящены работы [1; 2]. В них в качестве ме-
тода повышения виброустойчивости рассмотрен метод отстройки от резонансных 
частот. Суть метода заключается в изменении частоты свободных колебаний 
МТП путем изменения геометрических характеристик.

Другой метод повышения виброустойчивости — вибродемпфирование, яв-
ляется более экономичным и простым в исполнении. Данный метод заключа-
ется в увеличении процессов трения, рассеивающих колебательную энергию, 
осуществляется путем погружения МТП в жидкость. 

В работах [1; 2] модель МТП, основанная на стержневой теории, показала 
хорошую сходимость расчетных и экспериментальных результатов, однако силы 
сопротивления движению не учитывались, поэтому для определения параметров 
затухания колебаний было решено использовать ту же модель, но с некоторы-
ми дополнениями. МТП представлена как криволинейный стержень, на рис. 1 
показан бесконечно малый элемент, вырезанный из этого стержня. 

 
Рис. 1. Элемент стержня

Сила сопротивления движению в жидкости — распределенная нагрузка q. 
Будем считать, что сила сопротивления движению пружины направлена по 
нормали к оси стержня и пропорциональна ее нормальной скорости: . 
Значение коэффициента β для манометрической пружины было получено в 
работе [3].

Система уравнений движения манометрической пружины с учетом силы 
сопротивления получена в [4] и имеет вид:
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(1)

где ; ;  ; ; ;   — поперечное перемещение; 

u — продольное перемещение.
Главные граничные условия при =0:  ; ; . Есте-

ственные граничные условия при (φ = γ): ; ; ; , или в 
перемещениях:

, , . 

Систему (1) решаем методом Бубнова–Галеркина. Искомые перемещения пред-
ставим в виде:

,

  

(2)

,   (3)

где  — неизвестные функции переменной t;
 — заданные базисные функции переменной φ.

Подставляем u и w в уравнения движения. Так как перемещения (2) и (3) 
не являются точным решением уравнений движения, то в правой части вместо 
нуля получим невязки R1 и R2:

 

 

и др.
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+
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В соответствии с методом Бубнова–Галеркина [5] потребуем выполнение 
условий ортогональности невязок R1 и R2 базисным функциям ζj и ψi. Условия 
ортогональности запишутся в следующем виде:

 

 

Проинтегрируем данную систему по частям, при этом часть слагаемых в 
силу естественных граничных условий будет равна нулю, а также понизится 
порядок производных. В результате получим:

 

 
   

(4)

+

+

+

+

+

+

–

–
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Уравнения (4) являются системой 2n обыкновенных линейных дифферен-
циальных уравнений с постоянными коэффициентами второго порядка относи-
тельно неизвестных функций . 

Базисные функции, удовлетворяющие главным граничным условиям:

 
.
 
.

Частное решение системы линейных дифференциальных уравнений с по-
стоянными коэффициентами имеет вид [6]:

                      (5)

где ,  и r — неизвестные постоянные.

Подставим (5) в систему (4), получим однородную систему линейных алге-
браических уравнений для определения ,  и , . Условием существования не-
тривиального решения является равенство нулю главного определителя системы 
[7]. Из этого условия находим r. Запишем определитель в виде:

 

 

 

 

 

 

 

,

где:
 

 

 

 

 

 

 

и др.
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Порядок определителя равен 2n. Элементы определителя содержат r2, зна-
чит, определитель эквивалентен алгебраическому уравнению степени 4n, поэто-
му уравнение det(A) = 0 должно иметь 4n корней. По физическому смыслу 
задачи корни должны быть комплексными. Действительная часть корня — ко-
эффициент затухания, мнимая часть — частота колебаний. Для решения урав-
нения применяется метод секущих.

На рис. 2 и 3 показана зависимость параметров затухания колебаний в за-
висимости от числа удерживаемых функций в аппроксимации перемещений (1) 
и (2) на трех различных образцах. 

Рис. 2. Оценка сходимости чатоты затухающих колебаний

Рис. 3. Оценка сходимости коэффициента затухания
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Результаты численного эксперимента показывают, что с увеличением коли-
чества базисных функций, значения параметров затухания колебаний стремят-
ся к некоторому пределу. Для получения удовлетворительных результатов в 
аппроксимации перемещений достаточно удерживать по пять функций. 

Для решения поставленной задачи был разработан пакет прикладных про-
грамм «Манометр», оснащенный интерфейсом пользователя, что позволяет 
достаточно просто осуществить ввод данных для расчета, контроль геометри-
ческих параметров пружины и визуализацию результатов расчета. Пакет про-
грамм написан на языке высокого уровня системы компьютерной математики 
«MATLAB» [8].

На рис. 4 показано окно с результатами определения параметров затухаю-
щих колебаний и построенными графиками поперечного сечения и частот за-
тухающих колебаний пружины.

 
Рис. 4. Окно ввода данных и результатов расчета параметров затухания  

манометрических трубчатых пружин

Разработанный программный комплекс позволяет получить параметры за-
тухающих колебаний манометрических пружин в манометрах с жидким на-
полнителем.

Для оценки достоверности полученных результатов проводилось экспери-
ментальное исследование параметров затухания на стальных и латунных пру-
жинах с постоянным эллиптическим сечением, изготовленных на Томском 
манометрическом заводе ОАО «Манотомь». В качестве демпфирующих мате-
риалов были выбраны дистиллированная вода и глицерин. Кинематическая 
вязкость определялась согласно [9], с помощью капиллярного вискозиметра типа 
ВПЖ-2. Плотность определялась согласно [10] ареометрами.

Результаты расчетных и экспериментальных значений при демпфировании 
глицерином приведены в табл. 1 и 2.

и др.
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Таблица 1

Значение параметров затухания стальных образцов 
при демпфировании глицерином

Р, кг/см2 1 2,5 4 6 10 16 25 40 60 100

Частоты, Гц

Расчет 91,6 145,1 164,5 178,2 206,5 187,2 242,8 283,9 286,3 312,5

Эксперимент
(Au014)

85 132 150 168 190 178 230 265 268 290

Отклонение, % 7,2 9,0 8,8 5,7 8,0 4,9 5,3 6,7 6,4 7,2

Эксперимент
(SV-10)

90 143 162 175 203 185 237 277 281 304

Отклонение, % 2,2 1,4 1,4 1,6 1,6 1,3 2,3 2,6 1,8 2,8

Коэффициент затухания, Гц

Расчет 0,53 0,34 0,35 0,26 0,37 0,49 0,24 0,21 0,19 0,16

Эксперимент
(Au014)

0,46 0,30 0,30 0,23 0,32 0,43 0,21 0,18 0,16 0,14

Отклонение, % 12,7 11,5 13,8 12,3 14,1 11,7 13,5 14,9 14,4 11,9

Эксперимент
(SV-10)

0,49 0,32 0,34 0,24 0,35 0,46 0,23 0,20 0,18 0,15

Отклонение, % 6,8 6,9 4,2 7,7 5,2 5,8 4,9 5,7 6,1 5,5

Таблица 2

Значение параметров затухания латунных образцов 
при демпфировании глицерином

Р, кг/см2 0,6 1 1,6 4 6 10 25 40

Частоты, Гц
Расчет 100,9 143,9 179,0 208,9 212,9 234,3 271,6 293,4
Эксперимент
(Au014)

93 130 164 197 200 218 248 269

Отклонение, % 8,3 9,5 8,2 5,6 6,1 7,1 8,7 8,2
Эксперимент
(SV-10)

99 141 175 206 208 229 269 290

Отклонение, % 2,2 1,9 2,1 1,2 2,3 2,3 1,1 1,2
Коэффициент затухания, Гц

Расчет 0,53 0,53 0,43 0,28 0,22 0,30 0,35 0,19
Эксперимент
(Au014)

0,46 0,47 0,37 0,24 0,19 0,26 0,30 0,16

Отклонение, % 13,1 10,5 14,2 14,9 14,1 12,2 13,1 13,2
Эксперимент
(SV-10)

0,51 0,50 0,41 0,26 0,20 0,28 0,33 0,18

Отклонение, % 4,4 4,6 4,2 7,6 7,8 5,3 6,7 7,5

Сравнение теоретических и экспериментальных значений показало, что от-
клонения частот не превышали погрешностей приборов 10% — для анализато-
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ра вибрации Au014 и 3% — для вискозиметра SV-10. Отклонения значений 
коэффициента затухания чуть больше для анализатора вибрации Au014 — не 
более 15% и для вискозиметра �������������������������������������������SV�����������������������������������������-10 — не более 8%. Это подтверждает хоро-
шую точность расчетов. 

Таким образом, в настоящей работе впервые были учтены силы сопротив-
ления жидкости, в которых помещаются трубчатые пружины в вибростойких 
манометрах, что позволяет получить уравнения движения затухающих коле-
баний. Разработанный метод расчета и созданный пакет прикладных программ 
дает возможность определения параметров затухающих колебаний и других 
технических характеристик манометрических трубчатых пружин. С их по-
мощью можно подбирать геометрические параметры сечения и демпфирующую 
жидкость под конкретные условия, создавая тем самым более эффективные 
конструкции.
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Алгоритм переменного шага с применением метода 
типа Розенброка третьего порядка точности*

Variable structure algorithm with the Rosenbrock method 
of a third-order approximation applied

Разработан L-устойчивый трехстадийный метод типа Розенброка третьего 
порядка точности для решения жестких задач. Построено неравенство для кон-
троля точности вычислений, основанное на оценке аналога глобальной ошибки. 
Оценка осуществляется с привлечением ранее вычисленных стадий, что позволя-
ет выбирать величину шага интегрирования фактически без увеличения вычис-
лительных затрат. Получено неравенство для контроля точности вычислений. 
Сформулирован алгоритм интегрирования переменного шага.

An L-stable three-step method of the Rosenbrock type of a third-order approximation 
has been developed to solve stiff problems. To control the accuracy of calculations, 
we have written the inequation based on analogous global error estimation. The 
estimation is performed according to the previous calculations. It allows choosing 
the integration step size without extensive computation. The study results in the 
inequation to control the accuracy of calculations, and leads to the variable structure 
integration algorithm.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Жесткая задача, метод типа Розенброка, контроль 
точности, алгоритм переменного шага.

KEY WORDS. Stiff problem, Rosenbrock method, accuracy control, variable structure 
algorithm.

Введение. Во многих важных приложениях разведки, добычи и транспорта 
углеводородного сырья возникает проблема решения задачи Коши для жестких 
систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Учет большого числа 
факторов при построении математических моделей приводит к расширению 
класса задач, описываемых жесткими системами [1–4]. Сложность практических 
задач приводит к возрастающим требованиям к вычислительным алгоритмам. 
Основные тенденции при построении численных методов связаны с решением 

* Работа поддержана РФФИ (проект 14-01-00047).
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систем большой размерности [4]. Для численного решения жестких задач обыч-
но применяются L-устойчивые методы [1]. При реализации таких численных 
схем на каждом шаге решается линейная система алгебраических уравнений с 
применением LU-разложения некоторой матрицы, размерность которой совпа-
дает с размерностью вектора решения. В силу плохой обусловленности решение 
осуществляется с выбором главного элемента по строке или столбцу, а иногда 
и по всей матрице. При большой размерности исходной задачи общие вычис-
лительные затраты фактически полностью определяются временем декомпозиции 
данной матрицы.

Во второй половине прошлого столетия в ряде областей техники появились 
сложные системы управления динамическими объектами [4–7]. Поведение 
таких систем характеризуется как непрерывной, так и дискретной составляющей. 
При анализе таких систем необходимо учитывать наличие быстрых и медленных 
процессов, большую размерность, нелинейность математических моделей с раз-
рывными функциями, жесткость непрерывных моделей. В современной терми-
нологии системы с перечисленными особенностями принято называть гибрид-
ными системами [4]. Иногда их называют непрерывно-дискретными системами, 
системами с переменной структурой или событийно-непрерывными системами. 
Применение многошаговых методов для решения таких задач проблематично, 
потому что в точках смены режима по понятным причинам происходит потеря 
исторической информации. Даже в случае использования одношаговых методов 
необходимы дополнительные ограничения на выбор величины шага в зависи-
мости от поведения событийной функции.

В работе разработан L-устойчивый трехстадийный метод типа Розенброка 
третьего порядка точности для решения жестких задач, для которого построено 
неравенство контроля точности вычислений, основанное на оценке аналога 
глобальной ошибки, которая осуществляется с привлечением ранее вычисленных 
стадий, что позволяет выбирать величину шага интегрирования фактически без 
увеличения вычислительных затрат.

Метод типа Розенброка. Рассмотрим задачу Коши для автономной си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений вида:

( )y f y′ = , ( )0 0y t y= , 0 kt t t≤ ≤ ,                       (1)

где y и f — вещественные N-мерные вектор-функции; t — независимая пере-
менная. Рассмотрение автономной системы (1) не снижает общности. В случае 
неавтономной системы ( ),y f t y′ =  введением дополнительной переменной 

1 1Ny +′ = , ( )1 0 0Ny t t+ =  она приводится к автономному виду. 

Идея методов типа Розенброка заключается во введении матрицы Якоби 
непосредственно в численную формулу, что приводит на каждом шаге к не-
обходимости решения линейной системы алгебраических уравнений. Это суще-
ственно упрощает программную реализацию алгоритмов интегрирования, но 
приводит к негативным последствиям — возникают проблемы с использовани-
ем одной матрицы Якоби на нескольких шагах интегрирования. Отметим, что 
в неявных и полуявных схемах типа Рунге–Кутта необходим итерационный 
процесс типа ньютоновского. 
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Рассмотрим численную формулу вида:

1 1 1 2 2 3 3n ny y p k p k p k     , 

 1n nD k hf y ,  2 21 1n nD k hf y k  , 

 3 31 1 32 2n nD k hf y k k   ,                     

(2)

где h — шаг интегрирования; n nD E ahf ′= + ; 
E — единичная матрица;

( )/n nf f y y′ = ∂ ∂  — матрица Якоби системы (1); 
a, pi и βij — числовые коэффициенты, определяющие свойства точности и устой-
чивости схемы (2). 

Условия порядка. Разложим стадии ki, 1 3i≤ ≤ , по степеням h до членов 
с h4 включительно:

2 2 3 2 3 4 3 5
1 ( )n n n n n n nk hf ah f f a h f f a h f f O h       , 

   2 3 2 2 2 2
2 21 21 21

12
2n n n n n n nk hf a h f f h a a f f f f           

 

 4 3 2 3 2 2 3 3
21 21 21

13
6n n n n n nh a a f f a f f f f f          

 

 2 4 2 5
21

1
2 n n na h f f f O h   , 

   2 2 3 2
3 31 32 31 32 21 322n n n n nk hf a h f f a a h f f             

   2 3 2 3 2 4 3
31 32 31 32 21 32

1 3 3
2 n n n nh f f a a a h f f           

     22 4 2 4 2
21 32 31 32 31 32 31 32 21 32

1
2 n n n n n na h f f f a h f f f               

   3 4 3 5
31 32

1
6 n nh f f O h   . 

 Подставляя полученные разложения в первую формулу (2), получим ряд 
Тейлора для приближенного решения yn+1. Ряд Тейлора для точного решения 
y(tn+1) в окрестности точки tn имеет вид:

22 3 2
1

1 1( ) ( )
2 6n ny t y t hf h f f h f f ff+

 ′ ′′′= + + + + + 

( )34 2 2 3 51 3
24

h f f f f f f f f f O hf ′ ′′ ′′ ′ ′′′′+ + + + +  .

Полагая yn = y(tn) и сравнивая ряды для точного и приближенного решений 
до членов с h3 включительно, получим условия третьего порядка точности:
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1 2 3 1p p p   , 

   1 21 2 31 32 3
1
2

ap a p a p      , 

 22
21 2 31 32 3

1
3

p p   . 

   2 2 2
1 21 2 31 32 21 32 3

12 2
6

a p a a p a a p         . 

Исследование условий порядка. После несложных преобразований по-
лученная система записывается в виде:

1 2 3 1p p p   , 

 21 2 31 32 3
1
2

p p a    , 

 22
21 2 31 32 3

1
3

p p   , 

2
21 32 3

1
6

p a a   . 

 В этом случае локальная ошибка δn,3 численной формулы (2) имеет вид:

3 2 4 3
,3 21 32 3

1 32 3
24 2n a a a p h f f       

 
 

  4 2
21 31 32 32 3

1 1
8 3

a p h f f f         
 

2 4 2
21 32 3

1 1
12 3

a p h f f f       
 

 

   33 4 3 5
21 2 31 32 3

1
4

p p h f f O h        
. 

 Равномерное вычисление производных решения на интервале [tn, tn+1] при-
водит к повышению надежности расчетов. Положим β21 = 0.5 и β31 + β32 = 1. 
Тогда стадии k1, k2 и k3 вычисляются в точках tn, tn + 0.5h и tn + h соответственно. 
В результате коэффициенты схемы (2) можно вычислить по формулам:

1
18 1

6
ap 

 , 2
4 24

6
ap 

 , 

3
6 1

6
ap 

 , 21
1
2

 , 

2

31
18 12 1

1 6
a a

a
 




, 
2

32
12 12 2

1 6
a a

a
 




, 
                    

(3)

где a — свободный параметр.



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

150  © Е.А. Новиков, А.А. Захаров

Устойчивость. Исследование устойчивости численной формулы (2) про-
ведем на тестовом уравнении Дальквиста:

y y  ,   00y y , 0t  , 

 где λ есть комплексное число, Re(λ) < 0. Смысл λ — произвольное собственное 
число матрицы Якоби системы (1). Записывая стадии метода (2) применительно 
к решению тестовой задачи, имеем:

1 1 n
xk y
ax

 


,  
 

2
21

2 21 n
x a x

k y
ax

 
 


, 

   
 

2 2 3
21 32

3 3

1 2

1 n

x a x a a x
k y

ax

    
 


, 

 где x = hλ. Подставляя полученные представления стадий в первую формулу 
(2), получим ( )1n ny Q x y+ = , где ( )Q x  называют функцией устойчивости. Она 
имеет вид:

 
   

 

2 2
21 2 3

3

1 1 3 3 2

1

a x a a p p x
Q x

ax

     
 


 

   
 

3 2 2 3
1 21 2 21 32 3

31

a a p a a p a a p x

ax

       


. 

 Функция устойчивости Q(x) представима в виде Q(x) = G(x)/R(x), где G(x) и  
R(x) — многочлены третьей степени относительно переменной x. Необходимым 
условием L-устойчивости является требование того, чтобы степень многочлена 
в числителе была на единицу меньше степени полинома в знаменателе. Не-
трудно видеть, что это требование будет выполнено, если имеет место соотно-
шение:

   3 2 2
1 21 2 21 32 3 0a a p a a p a a p       . 

 Учитывая вид коэффициентов (3), получим необходимое условие L-устой-
чивости схемы (2) вида:

3 2 3 13 0
2 6

a a a− + − = .

Данное уравнение имеет три вещественных корня:

1 2.40514957850286a = , 2 0.158983899988677a = ,

3 0.435866521508459a = .

Согласно [8] схема (2) будет дополнительно A-устойчивой, если параметр 
a удовлетворяет неравенству 1/3 1.0685790a≤ ≤ . Выбирая 3a a= , получим ко-
эффициенты (3) L-устойчивой схемы (2) третьего порядка точности.
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Контроль точности. В жестких задачах поведение ошибки определяется 
элементарным дифференциалом 3f f′  [10; 11]. Поэтому при построении оценки 
аналога глобальной ошибки будем учитывать только первое слагаемое в ло-
кальной ошибке. Для контроля точности вычислений и автоматического выбора 
величины шага интегрирования используем идею вложенных методов. Для 
этого рассмотрим двухстадийный метод:

1,1 1 1 2 2n ny y b k b k    ,  1n nD k hf y ,  2 21 1n nD k hf y k  ,        (4)

где приближение yn вычислено по формуле (2). Отметим, что в численной фор-
муле (4) применяются стадии метода (2), поэтому (4) практически не приводит 
к увеличению вычислительных затрат. С использованием разложений стадий в 
ряды Тейлора нетрудно видеть, что при значениях коэффициентов:

1 2b a= , 2 1 2b a= −
схема (4) имеет второй порядок точности, а ее локальная ошибка δn,2 записыва-
ется следующим образом:

 
2

23 3
2

6 6 1
6n

a a h f O hf
    . 

 Локальная ошибка δn,3 схемы (2) имеет вид:

 
3 2

4 3 4
,3

1 24 36 12
24n

a a a h f f O h     . 

 Учитывая вид локальных ошибок δn,2 и δn,3 в неравенстве для контроля точ-
ности можно применять оценку ошибки εn вида [10; 11]:

2 3

1 1,12

1 12 36 24 ( ).
4(6 6 1)n n n
a a a y y
a a  

  
 

 
 

Подчеркнем особенность построенной оценки. Из вида функции устойчивости 
Q(x) следует, что при x →−∞ выполняется соотношение ( ) 0Q x → . Для точного 
решения ( ) ( ) ( )1 expn ny t x y t+ =  задачи y y   , ( ) 00y y= , 0t ≥  выполняется анало-
гичное свойство. Тогда естественным будет требование стремления к нулю оцен-
ки ошибки εn при x →−∞. Однако для построенной оценки имеет место εn = (1), 
потому что метод второго порядка не является L-устойчивым. Для исправления 
асимптотического поведения ошибки вместо εn рассмотрим оценки вида:

     
2 3

1
1 1,12

1 12 36 24
4 6 6 1

nj
n n n n n

a a aj D y y
a a


 

  
 

 
. 

 При jn = 1 оценка εn (jn) совпадает с εn и будет A-устойчивой, а при jn = 2 — 
L-устойчивой. Теперь неравенство для контроля точности имеет вид [10]:

 1
1 1,1

nj
n n nD y y c

    ,  1 2nj  , 
                      

(5)

где    2 2 34 6 6 1 / 1 12 36 24 3c a a a a a        , ; ε — требуемая точность 
интегрирования, а значение параметра jn  выбирается наименьшим, при котором 
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выполняется неравенство (5). Заметим, что в смысле главного члена оценки εn 
(1) и εn (2) совпадают. Неравенство (5) при jn = 2 проверяется редко, в основном 
при резком увеличении шага интегрирования. Применение εn (jn) вместо εn к 
значительному росту вычислительных затрат не приводит. Более того, за счет 
применения εn (jn), вместо εn, эффективность расчетов повышается примерно на 
10÷15%. 

Алгоритм интегрирования. Норма ||ξ|| в левой части неравенства (5) 
вычисляется по формуле:

  1
|| || max / i

i ni N
y v

 
  , 

 где ν — положительный параметр. В случае выполнения неравенства i
ny v<  по 

i-й компоненте решения контролируется абсолютная ошибка ν · ε. В противном 
случае контролируется относительная ошибка ε. Иногда с целью повышения 
надежности расчетов задают набор параметров νi, 1 i N≤ ≤ , что позволяет более 
квалифицированно контролировать точность расчетов.

Приведем некоторые соображения по выбору шага численного дифферен-
цирования. При численном вычислении матрицы Якоби данный шаг ri, 1 i N≤ ≤ , 
выбирается по формуле:

min minmax j
j nr r r y = , ⋅ , 

1 j N≤ ≤ ,

где rmin — минимальный шаг численного дифференцирования, зависит от раз-
рядности ЭВМ. При расчетах с двойной точностью величина rmin полагалась 
равной 10–14. Тогда j-й столбец j

na  численной матрицы Якоби вычисляется по 
формуле:

( ) ( )1 1j j N j Nj
n

j

f y y r y f y y y
a

r
, , + , , − , , , ,

=
   

,

т. е. для задания матрицы Якоби требуется N вычислений правой части систе-
мы дифференциальных уравнений (1). 

Теперь сформулируем алгоритм интегрирования по аналогии [12]. Пусть 
приближение yn к решению y(tn) задачи (1) вычислено в точке tn с шагом hn. 
Учитывая    3

n n nj O h , 1 2nj  ,  алгоритм интегрирования формулируется 
следующим образом: 

Шаг 1. Вычисляется матрица Якоби. 
Шаг 2. Формируется матрица n nD E ahf ′= + .
Шаг 3. Вычисляются стадии k1, k2 и k3 по формулам (2). 
Шаг 4. Вычисляется оценка ошибки εn (1). 
Шаг 5. Вычисляется величина q1 по формуле  3

1 1nq c  . .
Шаг 6. Если q1 < 1, т. е. требуемая точность не выполнена, то вычисляется 

εn (2). В противном случае εn (2) полагается равным εn (1). 
Шаг 7. Вычисляется значение параметра q2 по формуле  3

2 2nq c  . .
Шаг 8. Если q2 < 1, то hn полагается равным ( )1 2min , nq q h⋅ , и происходит 

повторное вычисление решения — возврат на шаг 2.
Шаг 9. Вычисляется приближение к решению в точке tn+1 по формуле (2). 
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Шаг 10. Вычисляется значение параметра hn+1 по формуле:

( )1 1 2min ,n nh q q h+ = ⋅ .

Шаг 11. Выполняется следующий шаг интегрирования.

Выводы. Построенный алгоритм интегрирования переменного шага осно-
ван на L-устойчивом трехстадийном методе типа Розенброка третьего поряд-
ка точности. В данной численной схеме на каждом шаге один раз вычисля-
ется матрица Якоби, один раз выполняется декомпозиция матрицы Dn (прямой 
ход в методе Гаусса с выбором главного элемента), три раза вычисляется 
функция f и три раза выполняется обратный ход в методе Гаусса. Для вы-
бора величины шага интегрирования применяется оценка аналога глобальной 
ошибки, вычисленная с помощью вложенной численной формулы второго по-
рядка точности. Из результатов тестовых расчетов следует, что наибольшая 
эффективность алгоритма достигается при задаваемой точности расчетов ε = 10–4. 
Это является следствием третьего порядка точности численной формулы. Из 
расчетов также следует надежность неравенства для контроля точности вы-
числений.
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УДК 539.173(04)

Влияние учета стохастичности угловых моментов, 
уносимых эмитируемыми частицами,  

НА результатЫ моделирования процесса деления 
высоковозбужденных ядер 

The impact of the stochastic character  
of the angular momenta carried by the light  

emitted particles on the modeling results  
of highly-excited nuclear fission 

Проведено комбинированное моделирование процесса деления возбужденных 
ядер с учетом стохастичности угловых моментов, уносимых эмитируемыми 
частицами. Для сравнения проведены расчеты с использованием стандартных 
фиксированных значений уносимых моментов. Показано, в каких случаях учет 
стохастичности необходим, а в каких можно сократить время моделирования, 
используя фиксированные значения уносимых моментов.

The combined modeling of the excited nuclear fission process is performed tak-
ing into account the stochastic nature of the angular momenta carried by the emitted 
particles. The standard fixed values of the angular momenta are used as well for the 
comparison. The study shows where the stochastic character is important to be taken 
into account, and where it is possible to reduce the simulation time by using the fixed 
values of the momenta carried.

Ключевые слова. Деление ядер, угловой момент, испускание частиц.
KEY WORDS. Nuclear fission, angular momentum, particle evaporation.

При любом моделировании процесса деления высоковозбужденных ядер, 
претендующем на воспроизведение экспериментальных данных, необходимо 
учитывать эмиссию ядрами легких частиц. Испускание частиц приводит к 
уменьшению массового и зарядового (при эмиссии заряженных частиц) чисел 
делящегося ядра, а также к снижению его энергии возбуждения. Кроме того, 
эмиссия частиц сопровождается изменением углового момента ядра. 
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Учет эмиссии частиц в моделях деления может производиться несколькими 
способами. В работах [1; 2] полагается, что частицы испускаются непрерывно 
(частями) на каждом шаге моделирования. Ширины эмиссии рассчитываются 
с использованием подхода Хаузера–Фешбаха [3]. Другой, более реалистичный, 
способ учета эмиссии частиц — дискретное испускание.

В большинстве известных нам программ, реализующих комбинированные 
модели деления ядер (см., например, [4–10]), угловые моменты, уносимые ча-
стицами, ΔLν, фиксированы на протяжении всего процесса моделирования, т. е. 
используется приближение Вайскопфа–Эвинга. Однако существуют модели, 
например [11; 12], в которых при использовании дискретной эмиссии частиц 
учтена стохастичность угловых моментов, уносимых частицами. В КДСМ1 [7] 
эти моменты фиксированы и задаются пользователем во входных данных про-
граммы. Следуя указаниям работы [13], их значения обычно полагают равными 
ΔLn = ΔLp = ΔLγ = 1 для нейтронов, протонов и гамма-квантов и ΔLα = ΔLd = 2 для 
альфа-частиц и дейтронов соответственно. Такой набор значений мы будем 
называть стандартным. В представляемой работе будет рассмотрено усовершен-
ствование КДСМ1, которое сделано для учета случайного характера уносимых 
частицами угловых моментов. С помощью усовершенствованной программы мы 
постараемся ответить на вопрос о том, до какой степени правомерно использо-
вать стандартные фиксированные значения моментов, исследовав вклад учета 
стохастичности в результаты расчета наблюдаемых. В литературе нам не удалось 
обнаружить каких-либо сравнений результатов, полученных с учетом стохастич-
ности уносимых моментов и без него. 

На подготовительном этапе работы было установлено, что изменение угло-
вого момента, уносимого частицами, существенно влияет на результаты моде-
лирования деления ядер [14]. Принимая также во внимание, что при учете 
стохастического характера уносимых моментов их средние значения будут 
дробными (т. е. отличными от стандартных целых), можно утверждать, что обо-
значенная задача является актуальной. 

Для решения поставленной задачи была разработана программа, рассчиты-
вающая ширины распада составного ядра с испусканием частиц каждого вида 
по каналам с разными угловыми моментами остаточного ядра в приближении 
Хаузера–Фешбаха. Обработка результатов работы этой программы позволяет 
получить распределения испускаемых возбужденными ядрами частиц по уно-
симым ими угловым моментам. Расчет распределений и анализ факторов, 
оказывающих влияние на их вид, представлен в работе [15]. 

На следующем этапе работы была модифицирована программа, реализующая 
КДСМ1. В результате, ее структура позволила проводить расчеты с использо-
ванием распределения частиц по уносимым ими моментам. С этой целью во 
входные параметры программы добавлен ключ, отвечающий за использование 
распределения, а в саму программу — процедура, содержащая расчет распре-
делений и метод Монте-Карло. Это позволяет на основании рассчитанных ве-
роятностей каждого из допустимых значений случайным образом определить 
угловой момент, который унесет очередная испущенная частица. Процедура эта 
вызывается из основной программы непосредственно перед оператором, изме-
няющим угловой момент ядра. Таким образом, распределение испускаемых 
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частиц по уносимым ими угловым моментам вычисляется для текущих пара-
метров ядра и эмитируемой частицы заданного типа.




 
 

Рис. 1. Зависимости среднего момента, уносимого частицами,  
от начального углового момента ядра

Описанные изменения модели дали нам возможность оценить влияние 
учета стохастичности углового момента, уносимого частицами, на результаты 
моделирования. Расчеты, результаты которых мы будем обсуждать ниже, про-
ведены для ядра 190Pt с начальной энергией возбуждения Etot0 = 150 МэВ.

Для анализа зависимостей, полученных в результате моделирования, нам 
потребуется рис. 1, на котором представлены зависимости средних значений 
угловых моментов, уносимых частицами, от начального углового момента 
ядра.

Рассмотрим теперь результаты моделирования. В рамках данной работы мы 
будем рассматривать три наблюдаемых величины: вероятность деления ядра, 
Pf, среднюю множественность предразрывных нейтронов (СМПН), <npre>, 
среднее время деления ядер (СВД), <tf>. На каждой из панелей рис. 2 изобра-
жены по три зависимости указанной наблюдаемой величины от начального 
углового момента ядра, полученные при использовании разных наборов угловых 
моментов, уносимых частицами. Квадратные символы обозначают расчет, про-
веденный без уноса углового момента; круглые — расчет со стандартным на-
бором значений моментов, уносимых частицами; треугольные — результаты, 
полученные с использованием распределений всех (за исключением гамма-
квантов) частиц по уносимым ими угловым моментам. Здесь следует отметить 
лишь то, что кривая, полученная с распределением испускаемых частиц по 
уносимым угловым моментам, располагается в соответствии со средними зна-
чениями этих моментов при каждом значении L0 (рис. 1). Так, на всех рисунках 
при L0 < 20 эта кривая располагается выше, чем зависимость с ΔLν = 0. Они 
пересекаются приблизительно при значении L0 = 20, соответствующем нулево-
му среднему значению ΔLν. При L0 > 20 кривая, полученная с распределением, 
находится между стандартной зависимостью и кривой, полученной без уноса 
углового момента. 
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 Рис. 2. Зависимости вероятности деления ядер (a), СМПН (b) и СВД (c)  

от начального углового момента

Теперь посмотрим, как усовершенствование КДСМ1 повлияет на согласие 
результатов моделирования с экспериментальными данными на примере деле-
ния ядра, образованного в реакции 19F + 181Ta → 200Pb.

При моделировании в КДСМ1 можно использовать различные наборы па-
раметров. Мы выбрали параметр плотности уровней Теке–Святецкого [16]. При 
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вычислении фрикционного параметра использовалась модель однотельной дис-
сипации. На рис. 3 и 4 темные точки обозначают экспериментальные данные, 
а светлые — результаты, полученные путем моделирования. Треугольники, 
направленные вверх, соответствуют расчетам с учетом стохастичности ΔLν, а 
перевернутые — стандартным расчетам.

Из рис. 3 видно, результаты расчета вероятности деления при учете случай-
ного характера ΔLν несколько лучше, чем стандартные расчеты, согласуются с 
экспериментальными данными. Вклад учета стохастичности в вероятность де-
ления составляет 2–5%.
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Рис. 3. Сравнение результатов моделирования  
с экспериментальными данными для вероятности деления ядер
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Рис. 4. Сравнение результатов моделирования с экспериментальными данными  
для средней множественности предразрывных нейтронов
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Рисунок 4 свидетельствует о том, что при относительно небольших Etot0 
СМПН воспроизводится неплохо, но с увеличением энергии возбуждения со-
гласие с экспериментом ухудшается: множественность нейтронов оказывается 
недооцененной. Характер теоретической и экспериментальной зависимостей 
схож. Следует отметить, что использование распределений эмитируемых частиц 
по уносимым моментам практически никак не повлияло на согласие результа-
тов моделирования с экспериментальными данными по СМПН.

Анализируя рис. 3 и 4, можно сделать вывод о том, что на воспроизведение 
экспериментальных данных добавление распределения частиц по уносимым 
ими угловым моментам кардинальным образом не повлияло. Однако некоторое 
положительное влияние учета стохастичности есть. 

В заключение можно констатировать, что на фоне погрешностей комбини-
рованного моделирования, которые достаточно широко обсуждаются в литера-
туре, использование стандартного приближения Вайскопфа–Эвинга является 
вполне приемлемым и может позволить сократить время моделирования при-
близительно в два раза. В случае преодоления основных проблем комбиниро-
ванного моделирования использование подхода Хаузера–Фешбаха будет обо-
снованным.
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